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第七章!向量代数与空间解析几何

向量这个数学工具广泛应用于工程技术之中!本章先介绍向量的概念及其
运算!然后叙述空间曲面与空间曲线的部分内容!最后以向量为工具来讨论空间
的平面与直线!

第一节!向量的概念及其线性运算

一!向量的概念

通常我们遇到的物理量有两种!一种是数量"或标量#!它们是仅有大小的
量!如温度$功$时间$质量等等%另一种是向量"或矢量#!它们是既有大小又有方
向的量!如力$速度$加速度$电场强度等等!
我们知道!向量在几何上通常用有向线段来表示!有向线段的长度表示向量

的大小!有向线段的方向表示向量的方向!以(为起点!以)为终点的有向线段

所表示的向量记作
#$$
()!为简便起见!有时用一个上面加箭头的小写字母表示向

量!如向量*%!在书刊印刷时也用黑斜体字母而省去箭头表示!如向量!"

向量的大小称为向量的模!向量
#$$
()$!的模分别记作&

#$$
()&$&!&"模等于%

的向量叫做单位向量%模为零的向量叫做零向量!记作*!其方向可看作是
任意的!
在几何和物理学的许多问题中!经常涉及一些向量与起点无关的问题!我们

把凡经过平移能够完全重合的向量都认为是相等的!这种向量称为自由向量!可
见自由向量的起点可以放在空间任何位置上!今后若不加声明!本书所涉及的向
量均指自由向量!
由于我们只讨论自由向量!所以若向量!与#模相等!又互相平行"即在同

一条直线上或在平行直线上#!且指向相同!则称向量!与# 是相等的!记作

!+#"



+!!!!

二!向量的线性运算

$,向量的加减法

设有向量!与#!我们来定义向量!与#的和!

!!定义$!若向量!与#平行!则向量!与#之和记为!,#!当!与#同向
时!向量!,#的模-!,#-+-!-,-#-!方向与!!#同向!当!与#反向时!
向量!,#的模-!,#-+ -!-.-#- !方向与!!#中模大的向量方向一致!

!!定义+!以一定点为始点作不在同一直线上的向量!!#!再以这两个向量
为邻边作平行四边形!从定点到这个平行四边形对角的顶点所构成的向量!就
是!与#的和!A#!如图*!%所示!

通常我们把这种用平行四边形的对角线向量来确定两个向量和的方法!称
为向量加法的平行四边形法则!
由于平行四边形的对边平行且相等!所以向量!与#的和还可以这样作出"

以向量!的终点为始点作向量#!则从!的起点至#的终点的向量就是向量!与

#的和!,#!如图*!"所示!这种求向量和的方法!称为向量加法的三角形
法则!
向量加法符合下列运算规律"
#%$交换律!!,#+#,!!
#"$结合律! #!,#$,$+!,##,$$+!,#,$!
交换律可直接由向量加法的平行四边形法则得到!结合律根据向量加法的

三角形法则得到!如图*!.所示!

图*!% ! 图*!" ! 图*!.

根据向量加法的交换律与结合律可得出多个向量相加的法则%%%首尾相接
法!即使前一个向量的终点作为次一个向量的起点!相继作向量%%!%"!&!%#!
再以第一个向量的起点为起点!以最后一个向量的终点为终点作一个向量!这个
向量就是向量%%!%"!&!%# 的和向量

%%,%",&,%#!

第七章!向量代数与空间解析几何
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!!定义(!若一个向量与向量#之和等于向量!!则这个向量称为!与#之
差!记为!+#"

由该定义可知!从一个始点作出!与#!则从#的终点到!的终点所作的向
量就是!+#!如图*!$所示!
我们把与向量!的模相等而方向相反的向量称为! 的负向量"或相反向

量#!记为+!!故!.#+!,".##!从而有!.!+!,".!#+*!这样!向量
的减法也有相应的平行四边形法则和三角形法则!如图*!$和*!,所示!

图*!$ !! 图*!,

+,数与向量的乘法

根据向量加法的定义!把#个相同的向量相加可得向量!,!,$,!!它是一
个模为#&!&且方向与!相同的向量!记为#!!这实际上就是数与向量的乘法!

!!定义&!设!为实数!向量!与!的乘积!!是个向量!向量!!的模和方
向规定如下%
当!’#时!!!的方向与!方向一致!模等于&!&的!倍!即-!!-+!-!-!
当!+#时!!!+*!即!!是零向量!方向可任意!
当!(#时!!!的方向与!反向!模为&!&的&!&倍!即-!!-+-!--!-!

数与向量乘法满足下列运算规律%
"%#!""!#+ "!"#!&
""#"!,"#!+!!,"!&
".#!"!,##+!!,!#!
其中!!"为实数!
以上运算规律!利用向量加法及平面几何知识容易得到证明!例如对于运算

规律".#!由向量加法及相似三角形对应边成比例这个性质即可得到证明!如
图*!1所示!
设&* 是与非零向量!同向的单位向量!那么根据数与向量的乘法可以将向

量!表示为

!+-!-&* !或!&*@ !&!&!

向量的加减法及数与向量的乘法总称为向量的线性运算!

第一节!向量的概念及其线性运算
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图*!1

例$!证明三角形两边中点的连线平行于第三边!且等于第三边的一半!
证!设三角形()/中!0!1分别为(/ 与)/ 的中点!如图*!*所示!故

图*!*

#$$
/0 + %"

#$$
/(!

#$$
/1 + %"

#$$
/)!根据向量减法的三角形法

则可得

#$$
01 +

#$$
/1.

#$$
/0 + %"

"
#$$
/).

#$$
/(#+ %"

#$$
()!

即证得了
#$$
01 )

#$$
()!且-

#$$
01-+ %"-

#$$
()-!

例+!设!与#为两个向量!且#**!证明$!与#共线"即平行或在同一条
直线上#的充要条件是存在常数!!使!+!#!

证!必要性!"%#若!与#同向!取!+-!--#-+
#!则

-!#-+!-#-+-!--#--
#-+-!-!即!+!#!

""#若!与#反向!取!+.-!--#-,
#!则

-!#-+-!--#-+-!--#--
#-+-!-!即!+!#!

充分性! 由!+!#知!)#!即!与#共线!

图*!-

例(!设!!#为不平行的两个非零向量!证明!!#所确定的平面内任一个
向量均可唯一地表示成!!,"#!
证!设$为!与#决定的平面内的任一向量!过同一始点2作出向量!!#!

$!这三个向量的终点在同一平面内!过$的终点作
直线分别与向量!!#平行!且交!!#所在的直线于
点( 和)!如图*!-所示!则

$+
#$$
2(,

#$$
2) +!!,"#!

设$有两种表示方法!

$+!!,"#+!’!,"’#!

第七章!向量代数与空间解析几何
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移项得 !!.!’"!+ !"’.""#!

若!.!’*##可得!+"’."!.!’
##由数与向量乘法定义可知#!)##这与题

设矛盾!故必有

"+"’#!!!!!+!’!

习!题!-!$

%!试举例说明!什么是数量？什么是向量？

"!什么叫单位向量？什么叫零向量？什么叫向量的模？

.!如果把空间的一切单位向量的始点都平移在同一点"问它们的终点构成
什么图形？

$!回答下列问题!

#%$向量!与#起点相同"且当向量!旋转%1
时恰与向量#重合"问!+#

吗？为什么？

#"$已知二个单位向量!.与#."问!.A#.是单位向量吗？为什么？!.’#.
吗？为什么？

#.$从!+#是否可以得出-!-+-#-？反过来从-!-+-#-是否可以得
出!+#？为什么？

#$$向量!"#"!A#"能否构成三角形？向量!"#"!.#能否构成三角形？若
向量!"#"$满足!,#,$+*"它们能否构成三角形？

,!已知平行四边形两条对角线向量为!与#"求这平行四边形四条边上的
向量!
1!用向量证明对角线互相平分的四边形为平行四边形!
*!向量!"#分别满足什么条件时"下列各式才成立？
#%$-!,#-+-!.#-%!!!! #"$-!,#-’-!.#-%
#.$-!,#-(-!.#-% #$$-!,#-+-!-,-#-%
#,$-!,#-+-!-.-#-% #1$-!.#-+-!-,-#-%

#*$#!,#$+!#!.#$% #-$ !
-!-+

#
-#-

!

-!设-!-+%"-#-+""!与#夹角为1#B"试求!
#%$-!,#-%!!!#"$-!.#-%!!!#.$!,#与!的夹角%
#$$-$!."#-%!!#,$$!."#与!的夹角!
2!已知向量!+&%."&",.&."#+"&%,&""$+1&%."&",1&."其中&%"

&""&. 不共面!问!,#与$是否共线？!.#与$是否共线？

第一节!向量的概念及其线性运算
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第二节!向量的坐标表示

直角坐标系的建立是划时代的!它建立了空间图形与数的对应关系!

一!空间直角坐标系

空间直角坐标系是平面直角坐标系的推广!我们过空间一定点2"叫原点#!
作三条互相垂直的数轴!分别叫%轴"横轴#$"轴"纵轴#$3轴"竖轴#!统称为坐
标轴!通常把%轴$"轴放在水平面上!而3轴是铅垂的%一般三个坐标轴具有相
同的长度单位!每两个坐标轴所决定的平面叫坐标面!由%轴$"轴所决定的平
面叫%2"坐标面!"轴$3轴所决定的平面叫"23坐标面!%轴$3轴所决定的平
面叫%23坐标面!由%轴!"轴!3轴组成的坐标系叫空间直角坐标系2%"3!
通常我们采用右手系!即以右手握住3轴!当右手的四个手指从正向%轴以

%
"
角度转向正向"轴时!大拇指的指向就是3轴的正向!如图*!2所示!

三个互相垂直的坐标面!把整个空间分成八个部分!每一个部分叫卦限!在

%2"面的上方!"23面的前方!%23面的右方一部分叫第一卦限!在%2"上方!
按逆时针方向去数!其余三个部分依次叫第二卦限$第三卦限$第四卦限!第一!
第二!第三!第四卦限对应的%2"平面下方四个部分依次叫第五!第六!第七!第
八卦限!

图*!2 !! 图*!%#

设4 为空间任意一个已知点!过4 分别作平面与%轴$"轴$3轴垂直!与
坐标轴交点分别为5$6$7!如图*!%#所示!
坐标轴上相应于点 5$6$7 的实数%$"$3称为点 4 的坐标!记为

4"%!"!3#!可见空间每一点均有一组有序实数组"%!"!3#与之对应!
反过来!已知一组有序实数组"%!"!3#!则在%轴$"轴$3轴上分别找到坐

第七章!向量代数与空间解析几何
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标为%的点5!坐标为"的点6 以及坐标为3的点7!然后过点5!6!7分别作

%轴""轴"3轴的垂直平面!这三个平面的交点4!就是由这三个有序的实数组
#%!"!3$所确定的点!这样就建立了空间点与三个有序实数组#%!"!3$之间的一
一对应关系!称#%!"!3$为点4 的坐标!而数%!"!3分别称为点4 的横坐标"
纵坐标和竖坐标!特别当点4 在%2"面上时!则点4 的坐标为#%!"!#$或竖坐
标3+#!同样!当点在%23面上时!有"+#%点4 在"23面上时!有%+#!又
当点4 在%轴上时!有"+3+#%同样"轴"3轴上的点分别有%+3+#!%+
"+#%当点4 在坐标原点时!有%+"+3+#!
例$!画出点4#+%!"!.$!
解!建立空间直角坐标系2%"3!先在%轴上取+%个单位%然后沿平行于

"轴方向取"个单位%最后沿3轴方向取.个单位即为4 点!如图*!%%所示!

图*!%%

二!向量在轴上的投影及投影定理

$,两个向量的夹角

设有非零向量!与#!将!与#起点均移置于同一点2!如图*!%"所示!在

!!#决定的平面内!把其中一个向量绕2点旋转!使两个向量的正方向重合时!

所转过的角度称为!与#的夹角!记为#!!#

&

$!且规定#, #!!#

&

$,%!特别当

!)#时!若!与#同向!#!!#

&

$+#%若!与#反向!#!!#

&

$+%!当!与#其一

为*时!则#!!#

! ! ! &

$可在#与%之间任意取值!

+,向量在轴上的投影

设给定单位向量&及其确定的轴8#规定了方向和长度单位的直线称为轴$

#图*!%.$!任给向量(+
#$$
()!分别过点(与) 作与8 轴垂直的平面交8 轴于

第二节!向量的坐标表示
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点(’与)’!分别称(’与)’为点( 与) 在轴8 上的投影"#向量
#$$

(’)’称为向量(

在8轴上的分向量#由于
#$$

(’)’)&#因此存在唯一的数!#使得
#$$

(’)’+!&#称数

!为向量在轴8 上的投影#记作0CD)(!

图*!%" !! 图*!%.

(,投影定理

!!定理$!设向量
#$$
()与轴8 的夹角为##则

0CD)
#$$
() +-

#$$
()-;=E#!

证!设向量
#$$
() 在轴8 上的投影为(’)’如图*!%.所示!过点( 作轴

8’)8#且指向相同#显然向量
#$$
() 与轴8’的夹角也是##且有

0CD)’
#$$
() +0CD)

#$$
()!

又因为0CD)’
#$$
() +()&+-

#$$
()-;=E#

所以 0CD)
#$$
() +-

#$$
()-;=E#!

说明%$当
#$$
() *#时#0CD)

#$$
() 可正#可负也可为零!

事实上#设
#$$
() 与轴8 夹角为##且#,#,%#则

0CD)
#$$
() +-

#$$
()-;=E#

’#! 当#,#( %"
#

+#! 当#+ %"
#

(#! 当%" (#,%

-

.

/
!

说明"$相等向量在同一轴上的投影相同!请读者自己证明"!

!!定理+!设给定向量%% 和%" 及轴8#则

0CD)!%%,%""+0CD)%%,0CD)%"!

第七章!向量代数与空间解析几何
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