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内容提要

本书是普通高等教育“十五”国家级规划教材,也是教育部高职高专规划教材。本书第二版是在充分研究当

前我国高职高专大众化发展趋势下的教育现状,认真总结、分析、吸收全国高职高专院校高等数学教学改革的经

验,在第一版的基础上修改成的。这次修改从高职高专教育人才培养目标出发,在保证本书第一版的特色的前

提下,适度降低了难度,调整了例题、习题的配置,加大了每节后思考题与习作题的分量,以保证对基本知识点的

训练与掌握,将原分散于各章的 Mathem atica 软件包内容集中在一起放在最后一章讲授,以便于教师在教学实践

中根据教学条件进行取舍。内容包括函数、极限与连续、导数与微分、一元函数微分学的应用、不定积分、定积

分、定积分的应用、常微分方程、向量与空间解析几何、多元函数微分学、多元函数积分学、级数、数值计算初步、

符号计算系统 Mathem atica 及其应用。书后附有初等数学常用公式、常用平面曲线及其方程、习题答案与提示。

本书特别注意培养学生用数学概念、思想、方法消化吸收工程概念、工程原理的能力,把实际问题转化为数学模

型的能力,利用计算机求解数学模型的能力。

与本书配套的辅助教材有《高等数学训练教程(第二版)》,《高等数学练习册》,电子教材有《高等数学电子教

案》(赠送)、《高等数学学习系统》和《高等数学助学课件》。

本书可作为高职高专工科各专业通用数学教材,也可作为工程技术人员的高等数学知识更新教材。
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出 版 说 明

为加强高职高专教育的教材建设工作,2000 年教育部高等教育司颁发了《关于加强高职高

专教育教材建设的若干意见》(教高司[2000]19 号),提出了“力争经过 5 年的努力,编写、出版

500 本左右高职高专教育规划教材”的目标,并将高职高专教育规划教材的建设工作分为两步实

施:先用 2 至 3 年时间,在继承原有教材建设成果的基础上,充分汲取近年来高职高专院校在探

索培养高等技术应用性专门人才和教材建设方面取得的成功经验,解决好高职高专教育教材的

有无问题;然后,再用 2 至 3 年的时间,在实施《新世纪高职高专教育人才培养模式和教学内容体

系改革与建设项目计划》立项研究的基础上,推出一批特色鲜明的高质量的高职高专教育教材。

根据这一精神,有关院校和出版社从 2000 年秋季开始,积极组织编写和出版了一批“教育部高职

高专规划教材”。这些高职高专规划教材是依据 1999 年教育部组织制定的《高职高专教育基础

课程教学基本要求》(草案)和《高职高专教育专业人才培养目标及规格》(草案)编写的,随着这些

教材的陆续出版,基本上解决了高职高专教材的有无问题,完成了教育部高职高专规划教材建设

工作的第一步。

2002 年教育部确定了普通高等教育“十五”国家级教材规划选题,将高职高专教育规划教材

纳入其中。“十五”国家级规划教材的建设将以“实施精品战略,抓好重点规划”为指导方针,重点

抓好公共基础课、专业基础课和专业主干课教材的建设,特别要注意选择一部分原来基础较好的

优秀教材进行修订使其逐步形成精品教材;同时还要扩大教材品种,实现教材系列配套,并处理

好教材的统一性与多样化、基本教材与辅助教材、文字教材与软件教材的关系,在此基础上形成

特色鲜明、一纲多本、优化配套的高职高专教育教材体系。

普通高等教育“十五”国家级规划教材(高职高专教育)适用于高等职业学校、高等专科学校、

成人高校及本科院校举办的二级职业技术学院、继续教育学院和民办高校使用。

教育部高等教育司

2002 年 11 月 30 日



第一版前言

本书是教育部高职高专规划教材,是根据教育部最新制定的《高职高专教育高等数学课程教

学基本要求》,在认真总结全国高职高专数学教改经验的基础上,结合对国际国内同类教材发展

趋势的分析而编写的。

通过多年的教学研究与实践,我们认识到:高职高专院校的数学教育必须培养如下三方面的

能力:一是用数学思想、概念、方法消化吸收工程概念和工程原理的能力;二是把实际问题转化为

数学模型的能力;三是求解数学模型的能力。因此,本书关注数学概念在实际生活中的应用,并

结合具体问题进行数学建模训练,特别是将 M athematica 软件包结合数学内容融于各章中讲授,

不但极大地提高了学生利用计算机求解数学模型的能力,而且提高了学生学数学、用数学的积

极性。

本书充分体现了上述教学思想,具有 9 大特点:(1)结合数学建模突出“以应用为目的,以必

需、够用为度”的教学原则,加强对学生应用意识、兴趣、能力的培养,编入了数学建模和实例;(2)

编入了数学软件包——— M athe matica,提高学生结合计算机及数学软件包求解数学模型的能力;

(3)突出强调数学概念与实际问题的联系;(4)结合具体内容进行数学建模训练,注重双向翻译能

力的培养;(5)结合高职高专的特点,适度淡化了深奥的数学理论,强化了几何说明,如去掉了极

限的ε-δ语言及微分中值定理的证明,代之以几何描述;(6)将分散于微积分各部分的数值计算

集中在一起,并适当扩充后用数值分析的观点结合计算机进行处理;(7)不仅优选了微积分在几

何、物理方面的应用,而且挖掘了微积分在经济领域中的应用,编入了经济应用实例;(8)增加了

向量微积分的内容,扩展了向量的应用;(9)每章末都专设了例题与练习一节,以方便习题课的开

设及学生的复习巩固,例题的选择既结合重点、难点,又突出数学的思维方法,并一题多解。

全书内容包括数学软件包、函数、极限与连续、导数与微分、导数的应用、不定积分、定积分、

定积分的应用、常微分方程、向量与空间解析几何、多元函数微分学、多元函数积分学、级数、数值

计算初步。书后附有初等数学常用公式、常用平面曲线及其方程、M athematica 软件包的常用系

统函数、空间曲面所围成的立体图形及习题答案与提示。

另外,考虑到读者阅读经济管理类书籍的需要,本书还包含了微积分在经济学中的应用。

本书可作为高等职业学校、高等专科学校、成人高等学校及本科院校举办的二级职业技术学

院工科类各专业高等数学教材,也可供经济管理类专业选用,还可作为工程技术人员的高等数学

知识更新教材。

本教材的基本教学时数不少于 120 学时,标有 * 号的内容要另行安排学时。

参加本书编写的有侯风波(承德石油高等专科学校)、张学奇(承德石油高等专科学校)、孟庆

才(河北工程技术高等专科学校)、汪永高(华北矿业高等专科学校),全书框架结构安排、统稿、定

稿由侯风波承担。
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第二版前言

高等数学是高职高专院校各专业必修的一门重要的基础课程。它对培养、提高学生的思维

素质、创新能力、科学精神、治学态度以及用数学解决实际问题的能力都有着非常重要的作用。

高等数学的主要内容是微积分。300 多年前,牛顿( Newton)和莱布尼茨(Leibniz)创立了微积分

的诸多概念。自那时起微积分无论是在自然科学还是在社会科学,甚至在数学科学自身都发挥

了重要的作用,显示出了强大的威力和无穷的魅力。正因为如此,有关微积分的理论研究几个世

纪以来吸引了大批数学家为之奋斗,微积分的理论基础已非常坚固,理论体系也已非常完善。微

积分的教学也朝着理论体系尽善尽美的方向努力,这就导致了这一课程的定义、规则、技巧越来

越多,相比之下其思想、其应用在整个课程中所占的比重越来越少,致使许多学生认为这是一门

枯燥无味的课程。可喜的是,现在已有遍布世界各地的许多高等数学教师在致力于改善这一现

状。本书就是作者在亲历多年的高等数学教学改革的基础上编写而成的一本高职高专教学用

书,第一版出版以后,得到了许多同行教师及学生的使用与厚爱,并于 2002 年获得了教育部全国

普通高等学校优秀教材一等奖,第二版就是在认真研究我国当前高职高专教育大众化发展趋势

下的教育现状,充分听取各方面的建议,吸取全国高职高专院校高等数学教学改革经验的基础

上,根据《教育部新世纪高职高专教育高等数学课程内容与体系改革与建设》项目的研究成果,按

照教育部《高职高专教育高等数学课程教学基本要求》,在第一版的基础上修改而成的。为了广

大师生更方便地使用本书,特就有关问题分别向教师和学生谈几个观点。

致教师:

高等数学中每一个重要概念都有其实际背景。从实际问题出发引出概念可激发学生的求知

欲,提高教学效果。教师的教学活动表面上以完成教学基本要求(或教学大纲)中所规定的知识

点的教学为目标,实质上,结合人才培养目标去思考确定课程的知识、能力、素质的具体培养目标

才更有现实意义。高职高专教育以培养应用性人才为教育目标。那么,作为支持高职高专教育

应用性人才培养目标的重要基础课程———高等数学课程应该具体培养学生哪些方面的能力 ? 学

数学是为了用数学。这是人人都接受的观点。那么,用到哪儿 ? 怎么用 ? 却大相径庭。而诸如

高等数学要为学习后继课程服务、要为培养学生的思维能力服务、要为获得新知识服务、要为处

理实际工程中的相关问题服务等等均在一定程度上引起了共识。但是,在一定程度上也存在着

争议。通过多年的教学研究与实践,我们认识到:高职高专院校的数学教育必须培养如下三方面

的能力:一是用数学思想、概念、方法消化吸收工程概念和工程原理的能力;二是把实际问题转化

为数学模型的能力;三是求解数学模型的能力。培养用数学思想、概念、方法消化吸收工程概念

和工程原理的能力,必须重视数学概念的教学,培养学生把实际问题转化为数学模型的能力,必

须重视数学建模训练,培养学生求解数学模型的能力,必须结合数学软件包进行高等数学教学。

·Ⅰ·



另外,数学是最好的思维体操,作为数学教师应有意识地去结合教学内容培养学生的逻辑思维、

类比思维、发散思维及联想思维等各种思维能力,帮助他们欣赏数学美,进而,培养学生的创新能

力。这些都是我们在教学中努力尝试的。在本书的编写、修订过程中,也试着将这些观点与有关

内容适度结合,但做得还远远不够。愿我们在今后的教学实践中共勉。

致学生:

为什么要学习高等数学 ? 高等数学是学习后继课程的基础,是打开科学大门的钥匙,是高科

技的核心。数学主要是研究现实世界中数量关系与空间形式的科学。现实世界中,凡是涉及量

的大小,量的变化,量与量之间的关系都要用到数学。客观世界中一切实在的物体都有形。因

此,宇宙之大,粒子之微,光速之快,⋯⋯,无处不用到数学。要想实在地学到并掌握专业知识,必

须掌握数学。

在学习高等数学过程中,必须特别注意如下 4 个问题:(1)要认真听课。同一个问题听老师

讲懂要比自己看明白容易得多;(2)要善于记笔记。俗话说,好记性不如懒笔头;(3)要认真规范

地做作业。这样不但有助于对所学知识的复习巩固,而且还有助于培养训练严谨认真的工作作

风;(4)要善于用数学软件包 M athematica 在计算机上求解数学模型,以训练用数学解决实际问

题的能力。

全书内容包括函数、极限与连续;导数与微分、一元函数微分学应用、不定积分、定积分、定积

分的应用、常微分方程、向量与空间解析几何、多元函数微分学、多元函数积分学、级数、数值计算

初步、符号计算系统 M athematica 及其应用。书后附有初等数学常用公式、常用平面曲线及其方

程、习题答案与提示。本书配套的辅助教材有《高等数学训练教程(第二版)》、《高等数学练习

册》,电子教材有《高等数学电子教案》、《高等数学学习系统》和《高等数学助学课件》。

另外,考虑到读者阅读经济管理类书籍的需要,本书还包含了微积分在经济学中的应用。

本书可作为高职高专工科类及经济管理类各专业高等数学教材,也可作为工程技术人员的

高等数学知识更新教材。

本教材的基本教学时数不少于 100 学时,标有 * 号的内容要另行安排学时。

参加本书编写的有侯风波(承德石油高等专科学校)、张学奇(承德石油高等专科学校)、孟庆

才(河北工程技术高等专科学校),薛桂兰(山西省工业职业技术学院)、乐美龙(宁波职业技术学

院),全书框架结构、统稿、定稿由侯风波教授承担。

自本书第一版出版发行 3 年来,有许多高职高专数学教师使用本书作为教材,并对本次修改

提出了许多很好的建议。本书的编写和出版,得到了高等教育出版社有关领导的重视,并给予了

大力支持与帮助。高级策划蒋青女士为本书的编辑出版付出了辛勤的劳动,并提出了许多好的

建议。在此一并致以最诚挚的谢意。非常欢迎使用本书的师生继续给予批评指导,以便在下一

次修订中使之进一步完善。

〗JY,2〗
编者

2003 年春
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教育部高等学校数学与力学教学指导委员会成员、北京航空航天大学教授李心灿和北方工

业大学数学学科主任、副教授宋瑞霞承担了本教材的审稿工作,他们认真审阅了本书的全部原

稿,并提出了许多有价值的意见。在此,编者对他们表示衷心的感谢。

由于水平所限,时间也比较仓促,本书难免有不足之处,敬请读者斧正。

编者

2000 年春
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第一章

 函   数  

  千姿百态的物质世界无不处在运动、变化和发展之中. 16 世纪,随着社会的发展,为适应社

会生产力发展的需要,运动变化就成为自然科学研究的主题,对各种变化过程和过程中的变量间

的依赖关系的研究产生了函数概念. 函数是刻画运动变化中变量相依关系的数学模型,其思想

是:通过某一事实的信息去推知另一事实. 数学上最重要的函数是那些可根据某一数值而推知

另一数值的函数,如果我们知道了圆的半径,则它的面积也就确定了.

微积分是从研究函数开始的. 本章将在中学数学已有函数知识的基础上进一步理解函数概

念,并介绍反函数、复合函数及初等函数的主要性质,为微积分的学习打下基础.

第一节  函数及其性质

  一、函数的概念

函数的概念在 17 世纪之前一直与公式紧密关联,到了 1873 年,德国数学家狄利克雷

(1805—1859)抽象出了直至今日仍为人们易于接受,并且较为合理的函数概念.

1. 函数的定义

定义 1  设有两个变量 x 和 y,若当变量 x 在实数的某一范围 D 内,任意取定一个数值时,

变量 y 按照一定的规律 f,有惟一确定的值与之对应,则称 y是 x 的函数,记作

y = f( x),  x ∈ D,

其中变量 x 称为自变量,变量 y 称为函数(或因变量). 自变量的取值范围 D 称为函数的定义

域.

若对于确定的 x0∈ D,通过对应规律 f,函数 y 有惟一确定的值 y0 相对应,则称 y0 为 y =

f( x)在 x0 处的函数值,记作

y0 = y x = x
0
= f( x0 ),

函数值的集合,称为函数的值域,记作 M .

若函数在某个区间上的每一点都有定义,则称这个函数在该区间上有定义.

2. 函数的两个要素

函数的对应规律和定义域称为函数的两个要素,而函数的值域一般称为派生要素.

(1) 对应规律
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例 1  f( x) = 2 x
2
+ 3 x - 1 就是一个特定的函数, f 确定的对应规律为:

f(  ) = 2(  )
2
+ 3(  ) - 1.

  例 2  设 y = f( x) =
1
x
sin
1
x
,求 f
2
π
.

解  y
x =
2
π

= f
2
π
=
π
2
sin
π
2
=
π
2
.

例 3  设 f( x + 1) = x
2
- 3 x,求 f( x).

解  令 x + 1 = t,则 x = t- 1,所以

f( t) = (t - 1)
2
- 3(t - 1) = t

2
- 5 t+ 4,

所以 f( x) = x
2
- 5 x + 4.

(2) 定义域

自变量的取值范围称为函数的定义域.

例 4  求函数 y = x
2
- x - 6 + arcsin

2 x - 1
7
的定义域.

解  这是两个函数之和的定义域,先分别求出每个函数的定义域,然后求其公共部分即可.

使 x
2
- x - 6有定义,必须满足 x

2
- x - 6≥0,即

( x - 3)( x + 2) ≥ 0,

解得 x≥3 或 x≤ - 2,

即 x
2
- x - 6的定义域为( - ∞, - 2]∪[3, + ∞);

使 arcsin
2 x - 1
7
有定义,必须满足

2 x - 1
7
≤1,即

- 7 ≤ 2 x - 1 ≤ 7,

解得 - 3≤ x≤4,

即 arcsin
2 x - 1
7
的定义域为[ - 3,4].

于是,所求函数的定义域是  [ - 3, - 2]∪[3,4].

例 5  下列函数是否相同,为什么 ?

(1) y = ln x
2
与 y = 2ln x;

(2) w = u与 y = x.

解  (1) y = ln x
2
与 y = 2ln x 不是相同的函数,因为定义域不同.

(2) w = u与 y = x是相同的函数,因为对应规律与定义域均相同.

3. 函数的记号

y 是 x 的函数,可以记作 y = f( x),也可以记作 y = φ( x)或 y = F( x)等,但同一函数在讨

论中应取定一种记法,同一问题中涉及多个函数时,则应取不同的记号分别表示它们各自的对应

规律,为方便起见,有时也用记号 y = y( x), u = u( x),s = s( x)等表示函数. 这种函数的记号也

称为函数的解析表达式.

4. 函数的表示法

函数可以用至少三种不同的方法来表示:表格法、图像法和公式法.
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例 6  中央电视台每天都播放天气预报,经统计,某地 1999 年 9 月 19 日—29 日每天的最高

气温如表 1. 1 所示.

表 1.1

日期(9 ^月) 19 �20 �21 �22 \23 �24 �25 �26 `27 �28 �29 #

最高气温�/℃ 28 �28 �27 �25 \24 �26 �27 �25 `23 �22 �21 #

  这个表格确实表达了温度是日期的函数,这里不存在任何计算温度的公式(否则就不需要气

象局了),但是每一天都会产生出一个惟一的最高气温,对每个日期 t,都有一个与 t相应的惟一

最高气温 N.

例 7  王先生到郊外去观景,他匀速前进,离家不久,他发现一骑车人的自行车坏了,他帮助

这个人把自行车修好,随后又上路了. 请把王先生离家的距离关于时间的函数用图形描述出来.

解  王先生离家的距离关于时间的函数图形如图 1 - 1 所示.

图 1 �- 1 图 1 u- 2

如果给图 1 - 1 标明具体的数值(如图 1 - 2),则可由解析表达式表示为

f( x) =

3 x,

3,

3 x - 6,

 

0 ≤ x ≤ 1,

1 < x ≤ 3,

3 < x ≤ 5.

  该函数 f( x)的定义域为 D = [0,5],但它在定义域内不同的区间上是用不同解析式来表示

的,这样的函数称为分段函数. 分段函数是定义域上的一个函数,不要理解为多个函数,分段函

数需要分段求值,分段作图. 大家可以根据该分段函数重新叙述一件事.

图 1 - 3

例 8  作出下面分段函数的图形:

f( x) =

0,   - 1 < x ≤ 0,

x
2
,   0 < x ≤ 1,  

3 - x, 1 < x ≤ 2.

解  该分段函数的图形如图 1 - 3 所示.

我们给出的函数定义是一种传统的函数模型,到了 19

世纪 70 年代,康托尔的集合论出现之后,函数可明确地定

义为集合间的对应关系,更突出了对应规律,是近代函数的

模型.
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定义 2  设 D 与 M 分别是两个数集,存在对应规律 f,若对 D 中的每一个数 x,通过对应规

图 1 - 4

律 f,集合 M 中都有惟一确定的数 y与之对应,则称 f为

从 D 到 M 的函数(也称为映射),记作

f: D→ M ,

其中 D 称为函数 f 的定义域, D 中的每一个 x 根据对应

规律 f对应于一个 y,记作 y = f( x),称为函数 f在 x 的函

数值,全体函数值的集合

W = { y y = f( x), x∈ D}� M

称为函数 f的值域, x 称为 f 的自变量, y 称为因变量,如图 1 - 4 所示.

  二、函数的几种特性

设函数 f( x)在某区间 I上有定义.

1. 有界性

若存在正数 M ,使得在区间 I上 f( x) ≤ M ,则称 f( x)在 I 上有界.

例 9  f( x) = sin x 在( - ∞, + ∞)上有界,因为 sin x ≤1. 而 φ( x) =
1
x
在(0,1)内无界.

2. 单调性

若对于区间 I内任意两点 x1 , x2 ,当 x1 < x2 时,有 f( x1 ) < f( x2 ),则称 f( x)在 I 上单调

增加,区间 I称为单调增区间;若 f( x1 ) > f( x2 ),则称 f( x)在 I 上单调减少,区间 I称为单调

减区间. 单调增区间或单调减区间统称为单调区间.

3. 奇偶性

设 I为关于原点对称的区间,若对于任意 x∈ I,都有 f( - x) = f( x),则称 f( x)为偶函数;

若 f( - x) = - f( x),则称 f( x)为奇函数.

4. 周期性

若存在不为零的数 T,使得对于任意 x∈ I,有 x + T∈ I,且 f( x + T) = f( x),则称 f( x)

为周期函数,通常所说的周期函数的周期是指它的最小正周期.

  三、反函数

定义 3  设给定 y是 x 的函数 y = f( x),如果把 y 当作自变量, x 当作函数,则由关系式 y

= f( x)所确定的函数 x = φ( y)称为函数 y = f( x)的反函数,而 y = f( x)称为直接函数.

习惯上总是用 x 表示自变量,而用 y 表示函数,因此,往往把 x = φ( y)改写成 y = φ( x),称

为 y = f( x)的矫形反函数,记作

y = f
- 1
( x),

所以,我们常称函数 y = f( x)的反函数 x = φ( y)为直接反函数.

  思考题

1. 确定一个函数需要有哪几个基本要素 ?

2. 思考函数的几种特性的几何意义.
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3. 直接函数 y= f( x),其直接反函数为 x = φ(y),其矫形反函数为 y = f
- 1
( x) = φ( x).

(1) x = φ(y)与 y = φ( x)是否为同一函数 ?

(2) y = f( x), x = φ(y), y = f
- 1
( x)在同一坐标系中的几何表现是什么 ?

  习作题

1. 设自变量 x∈{1,2,3,4},判断下列数学结构哪些是函数 ? 哪些不是函数 ?为什么 ?

(1) 1 2 3 4     (2) 1 2 3 4

   f: ↓ ↓ ↓ ↓ ;        φ: ↓ ↓ ↓ ↓;

0 2 1 - 1 1 1 1 1

图 1 - 5

  (3) 1 2 3 4 1

     y: ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ;

2 3 0 1 4

  (4) 1 2 3

     h: ↓ ↓ ↓ .

1 2 3

2. 一位旅客住在旅馆里,图 1 - 5 描述了他的一次行动. 请你根据图形

给纵坐标赋予某一个物理量后,再叙述他的这次行动. 你能给图 1 - 5 标上

具体的数值,精确描述这位旅客的这次行动并且用一个函数解析式表达出

来吗 ?

3. 在下列各对函数中,是相同函数的是(   )

(1) y = ln x7 与 y = 7ln x; �(2) y = ln x与 y =
1
2
ln x;

(3) y = cos x 与 y = 1 - sin2 x; (4) y =
1
x + 1
与 y =
x - 1
x
2
- 1
;

(5) y = ln x8 与 y = 8ln x.

第二节  初 等 函 数

微积分的研究对象,主要为初等函数,而初等函数是由基本初等函数组成的.

  一、基本初等函数

常数函数   y = C  ( C 为常数);

幂函数    y = x
μ
 (μ为常数);

指数函数   y = a
x
 ( a > 0, a≠1, a 为常数);

对数函数   y = log a x  ( a > 0, a≠1, a 为常数);

三角函数   y = sin x,  y = cos x,  y = tan x,  y = cot x,  y = sec x,  y = csc x;

反三角函数  y = arcsin x,  y = arccos x,  y = arctan x,  y = arccot x.

这六种函数统称为基本初等函数,这些函数的性质、图形在中学已经学过,今后会经常用到

它们.
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  二、复合函数

设 y = f( u),其中 u = φ( x),且 φ( x)的值全部或部分落在 f( u)的定义域内,则称 y =

f[φ( x)]为 x的复合函数,而 u 称为中间变量.

设 fu = f( u)的定义域为 D u,值域为 M u ,φx = φ( x)的定义域为 D x,值域为 M x ,如图 1 - 6

所示. 即, D u∩ M x≠○�/,则 y = f( u)与 u = φ( x)可复合成函数 y = f[φ( x)].

图 1 - 6

例 1  函数 y = sin
2
x 是由 y = u

2
, u = sin x 复合

而成的复合函数,其定义域为( - ∞, + ∞),它也是 u

= sin x 的定义域;函数 y = 1 - x
2
是由 y = u, u =

1 - x
2
复合而成的,其定义域为[ - 1,1],它是 u = 1 -

x
2
的定义域的一部分; y = arcsin u, u = 2 + x

2
是不能

复合成一个函数的.

例 2  分析下列复合函数的结构:

(1) y = cot
x
2
;   (2) y = e

sin x
2
+ 1
.

解  (1) y = u, u = cot v, v =
x
2
;

(2) y = e
u
, u = sin v, v = t,t = x

2
+ 1.

例 3  设 f( x) = x
2
, g( x) = 2

x
,求 f[ g( x)], g[ f( x)].

解  f[ g( x)] = [ g( x)]
2
= (2
x
)
2
= 4
x
, g[ f( x)] = 2

f( x)
= 2
x
2

 .

  三、初等函数

由基本初等函数经过有限次四则运算及有限次复合步骤所构成,且可用一个解析式表示的

函数,叫做初等函数,否则就是非初等函数.

例 4  下列函数统称为双曲函数:

双曲正弦函数 �sh x =
e
x
- e
- x

2
;

双曲余弦函数 ch x =
e
x
+ e
- x

2
;

双曲正切函数 th x =
sh x
ch x
.

它们都是初等函数,在工程上是常用的. 但是分段函数一般不是初等函数.

今后我们讨论的函数,绝大多数都是初等函数.

  思考题

任意两个函数是否都可以复合成一个复合函数 ? 你是否可以用例子说明 ?

  习作题

1. 设 f( x)的定义域为(0,1),求 f(tan x)的定义域.
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2. 设 f( x) =
1
1 - x
,求 f[ f( x)], f{ f[ f( x)]}.

 
*
第三节  数学模型方法简述

函数关系可以说是一种变量相依关系的数学模型. 数学模型方法是处理科学理论问题的一

种经典方法,也是处理各类实际问题的一般方法. 掌握数学模型方法是非常必要的. 在此,对数

学模型方法作一简述.

数学模型方法( M athematical M odeling),称为 M M 方法. 它是针对所考察的问题构造出相

应的数学模型,通过对数学模型的研究,使问题得以解决的一种数学方法.

  一、数学模型的含义

数学模型是针对现实世界的某一特定对象,为了一个特定的目的,根据特有的内在规律,作

出必要的简化和假设,运用适当的数学工具,采用形式化语言,概括或近似地表述出来的一种数

学结构. 它或者能解释特定对象的现实性态,或者能预测对象的未来状态,或者能提供处理对象

的最优决策或控制. 数学模型既源于现实又高于现实,不是实际原型,而是一种模拟,在数值上

可以作为公式应用,可以推广到与原物相近的一类问题,可以作为某事物的数学语言,可译成算

法语言,编写程序进入计算机.

  二、数学模型的建立过程

建立一个实际问题的数学模型,需要一定的洞察力和想像力,筛选、抛弃次要因素,突出主要

因素,作出适当的抽象和简化. 全过程一般分为表述、求解、解释、验证几个阶段,并且通过这些

阶段完成从现实对象到数学模型,再从数学模型到现实对象的循环. 可用流程图表示如下:

表述  根据建立数学模型的目的和掌握的信息,将实际问题翻译成数学问题,用数学语言确

切地表述出来.

这是一个关键的过程,需要对实际问题进行分析,甚至要作调查研究,查找资料,对问题进行

简化、假设、数学抽象,运用有关的数学概念、数学符号和数学表达式去表现客观对象及其关系.

如果现有的数学工具不够用时,可根据实际情况,大胆创造新的数学概念和方法去表现模型.

求解  选择适当的方法,求得数学模型的解答.

解释  数学解答翻译回现实对象,给实际问题的解答.

验证  检验解答的正确性.

例如,哥尼斯堡有一条普雷格尔河,这条河有两个支流,在城中心汇合成大河,河中间有一小
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