
高 等 学 校 教 材

高  等  数  学

(本科少学时类型)

上  册

(第二版)

同济大学应用数学系 编

高等教育出版社



内容提要

  本书分上、下两册出版.上册 6章,内容为函数与极限,一元函数微积分,
微分方程;下册 4章,内容为向量代数与空间解析几何,多元函数微积分,无
穷级数.本书按照适当降低理论深度,突出微积分中实用的分析和运算方法,
着重基本技能的训练而不过分追求技巧的思想,对第一版做了全面修订:参

照专科教学基本要求,对原书内容作了少量增删;结构上作了适当调整;删去
了某些要求过高的习题,增加了突出基本训练的题目,使之更适应本书的使
用要求.本书可作工科本科少学时专业和专科的教材或参考书.

 图书在版编目(CIP )数据

 高等数学.上册/同济大学应用数学系编 .—2 版 .
北京:高等教育出版社,2000
 本科少学时类型
 ISB N 7- 04- 008892- 4

 Ⅰ. 高⋯ Ⅱ. 同⋯ Ⅲ. 高等数学- 高等学校- 教材
Ⅳ.013

 中国版本图书馆 C IP 数据核字 (2000) 第 65420 号

高等数学(本科少学时类型)上册(第二版)
同济大学应用数学系 编  

出版发行 高等教育出版社
社  址 北京市东城区沙滩后街 55 号 �邮政编码 100009
电  话 010- 64054588 传  真 010- 64014048
网  址 http:/ / w w w .hep.edu.cn

经  销 新华书店北京发行所
印  刷 

开  本 850× 1168 1/ 32 版  次  年 月第 版
印  张 13.375 印  次  年 月第 次印刷
字  数 330 000 定  价 13.70 元  

本书如有缺页、倒页、脱页等质量问题,请到所购图书销售部门联系调换。

版权所有 侵权必究



    责任编辑 文小西

    封面设计 李卫青

    责任绘图 杜晓丹

    版式设计 马静如

    责任校对 朱惠芳

    责任印制 宋克学

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第二版前言

  本书自 1987 年出版以来,至今已有 14 年之久.在这期间内,

我国的高等教育事业发展很快,有更多的专业需要使用少学时类

型的高等数学教材,并在使用过程中对这类教材提出了一些意见

和新的要求.在这样的形势下,为了使本书更好地适应教学需要,

在高等教育出版社的大力支持下,我们对它作了一次全面的修订.

  这次修订的指导思想是:适当降低理论深度,突出微积分中实

用的分析和运算方法,着重基本技能的训练而不过分追求技巧.按

照这个想法,我们对极限理论、积分法、向量代数和级数理论等都

作了修改,使之更适应本书的使用要求.此外,我们参照教育部颁

发的专科高等数学教学基本要求,对原书内容作了少量增删,去掉

了级数一章的“* ”号,并删去了其中傅里叶级数部分,增加了求条

件极值的拉格朗日乘子法.在这次修订时,我们遵从多数同行的意

见,把中值定理与导数应用一章紧接在导数一章之后,并把定积分

与定积分的应用合并为一章.这次还对全书习题作了修订,删去了

某些要求过高的习题,同时增加了一些突出基本训练的题目.

  参加本次修订工作的有骆承钦、郭镜明、邵婉鸣、朱晓平等同

志.天津大学齐植兰教授仔细审阅了初稿并提出了许多中肯的修

改意见,对此我们表示衷心的感谢.

编者

2000 年 6 月
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第一章 函数与极限

  本高等数学课程的主要内容是微积分及其应用.微积分与中

学里学的初等数学是有重大区别的.初等数学研究的对象基本上

是 ��不变的量(称为常量),而微积分则是以变量作为研究对象.研究

变量时,着重考察变量之间的相依关系(即所谓的函数关系),并讨

论当某个变量变化时,与它相关的变量的变化趋势.这种研究方法

就是所谓的极限方法.本章将介绍函数、极限和函数连续性等基本

概念,以及它们的一些性质,这些内容是学习本课程必需掌握好的

基础知识.

第一节 函  数

一、集合与区间

1. 集合

  集合概念是数学中一个原始的概念,就是说,它不能用更简单

的概念定义,我们通过例子说明这个概念.比方说,一个书柜中的

书构成的集合,一个教室里的学生构成的集合,全体实数的集合,

等等. � ��一般地说,所谓集合(或简称集)是指具有特定性质的一些事

物的总体.组成这个集合的事物称为该集合的 � 拨元素.本书以大写拉

丁字母表示集合.事物 a 是集合 M 的元素,记作 a∈M (读作 a

属于M);事物 a 不是集合 M 的元素记作a∈〗/ M(读作 a 不属于

M).

  由有限个元素组成的集合称为 � 礘有限集.有限集可用列举出它

的全体元素的方法来表示.例如,由元素 a1,a 2,⋯,a n 组成的集合

·1·
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A,可记作

A= {a 1,a 2,⋯,an}.

  由无穷多个元素组成的集合称为 � リ无限集.无限集通常用如下

的记号表示:设集合 M 由具有某种特征的元素 x 所组成,就记作

M= {x©¦x 所具有的特征}.

例如,平面上的坐标适合方程 x
2+ y
2= 1 的点(x,y)所组成的集合

M 可记作

M= {(x,y)©¦x
2+ y
2= 1}.

  本书用到的集合主要是数集,即元素都是数的集合.如果没有

特别声明,以后提到的数都是实数.我们将全体自然数的集合记作

N
①
,全体整数的集合记作 Z,全体有理数的集合记作 Q,全体实数

的集合记作 R.有时我们在表示数集的字母的右上角添加“+ ”、

“- ”等上标,表示该数集的特定子集.以实数集 R 为例,R
+
表示全

体正实数之集,R
-
表示全体负实数之集.仿此可得出其它数集的

类似记号的含义.①

  如果集合 A 的元素都是集合 B 的元素,即若 x∈A,则必 x∈

B,就说 A 是 B 的 � �子集,记作 A�B(读作 A 包含于 B)或 B�A(读

作 B 包含 A).例如有

N�Z�Q�R.

  如果A�B 且 B�A,就称集合 A 与 B � ��相等,记作A= B.由集

合相等的概念可知,集合中的重复元素实际上可看作为一个元素.

  不含任何元素的集合称为 � 矯空集.例如

{x©¦x∈R,x
2+ 1= 0}

是空集,因为满足条件 x
2
+ 1= 0 的实数是不存在的.空集记作�,

·2·
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并规定空集为任何集合的子集.

  读者在中学里已经学过,实数与数轴上的点之间可以建立一

一对应的关系.因此,有时为了突出几何直观,就把数 x 称为点 x,

这时就是指数轴上与数 x 对应的那个点.相应地,数集也可称为

(数轴上的)点集.有时还根据点集的几何特征来对数集命名,下面

介绍的“区间”就是这样的例子.

2. 区间

  区间是用得较多的一类数集.设 a 和 b都是实数,且 a< b.数

集

{x©¦a< x< b}

称为 � l开区间,记作(a,b),即

(a,b)= {x©¦a< x< b}.

a 和 b称为 � �开区间(a,b) � �的端点,这里 a∈〗/ (a,b),b∈〗/ (a,
b).数集{x©¦a≤x≤b}称为 � 璟闭区间,记作[a,b],即

[a,b]= {x©¦a≤x≤b}.

a 和 b也称为 � ��闭区间[a,b] � ��的端点,这里 a∈[a,b],b∈[a,b].类似

地可说明

[a,b)= {x©¦a≤x< b},

(a,b]= {x©¦a< x≤b}.

[a,b)和(a,b]都称为 � 斌半开区间.

  以上这些区间都称为 � 矓有限区间.数 b- a 称为这些区间 � 矓的长 .

�貛度.从数轴上看,这些有限区间是长度为有限的(不包括端点或包

括一个、两个端点的)线段(图 1- 1).

  此外还有所谓 � 磛无限区间.引进记号+ ∞(读作正无穷大)及

- ∞(读作负无穷大),则无限的半开或开区间表示如下: �

[a,+ ∞)= {x©¦a≤x},
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图 1- 1

(- ∞,b]= {x©¦x≤b},

(a,+ ∞)= {x©¦a< x},

(- ∞,b)= {x©¦x< b}.

这些区间在数轴上表现为长度为无限的半直线,例如(图 1- 2):

图 1- 2

  全体实数的集合 R 也记作(- ∞,+ ∞),它也是无限的开区

间.

  要注意的是,记号+ ∞、- ∞都只是表示无限性的一种记号,

它们都不是某个确定的数,因此也不能参与数的运算.

  以后如果遇到所作的论述对不同类型的区间(有限的,无限

的,开的,闭的,半开的)都适用,为了避免重复论述,就用“区间 I”

代表各种类型的区间.

  邻域也是一个经常用到的概念.设 a 与 δ是两个实数,且 δ>

0.数集
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{x©¦©¦x- a ©¦< δ} ���

称为点 a 的 δ邻域,记作 U(a,δ),即

U(a,δ)= {x©¦©¦x- a©¦< δ}.

点 a � �叫做 U(a,δ)的中心,δ叫做 U(a,δ)的半径.  

  因为©¦x- a ©¦< δ相当于

- δ< x- a< δ 即 a- δ< x< a+ δ,

所以

U(a,δ)= {x©¦a- δ< x< a+ δ}.

由此看出,U(a,δ)也就是开区间(a- δ,a+ δ),这个开区间以点 a

为中心,而长度为 2δ(图 1- 3).

图 1- 3

  在数轴上,©¦x- a ©¦表示点

x 与点 a 之间的距离,因此点

a 的 δ邻域

U(a,δ)= {x©¦©¦x- a ©¦< δ}

在数轴上表示与点 a 距离小于 δ的一切点 x 的全体,这正是开区

间(a- δ,a+ δ).

  有时用到的邻域需要把邻域中心去掉.点 a 的 δ邻域去掉中

心 a 后,称为点 a 去心的δ邻域,记作 U
。
(a,δ),即

U
。
(a,δ)= {x©¦0< ©¦x- a©¦< δ},

这里 0< ©¦x- a ©¦就表示 x≠a.

二、函 数 概 念

  在同一个自然现象或技术过程中,往往同时有几个变量在变

化着.这几个变量并不是孤立地在变,而是按照一定的规律相互联

系着.其中一个量变化时,另外的量也跟着变化;前者的值一确定,
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后者的值也就随之而唯一地确定.比如说,圆的面积 A 是随着半

径 r 的变化而变化的,其变化规律是 A= πr
2
.当半径 r在区间(0,

+ ∞)内任意取定一个值时,由上式就可确定面积 A 的相应数值.

又如,在任何一个确定的地点,某天一昼夜间的气温 T 是随着时

间 t的变动而变化的.对这一天 0 点到 24 点之间的任一时刻t0,气

温 T 都有一个确定的值 T 0 与它对应,尽管这个对应规律很难用

一个式子精确表达出来.现实世界中广泛存在于变量之间的这种

类型的相依关系,正是函数概念的客观背景.

  定义 设 x 和 y 是两个变量,D 是一个给定的数集.如果按

照某个法则 f ,对于每个数 x∈D,变量 y 都有唯一确定的值和它

相对应,则称这个对应法则 f 为定义在 D 上的 � 獰函数.数集 D 称为

这个函数的 � 獵定义域,x 称为 � 獵自变量,y 称为 � 獵因变量.

  与自变量 x 对应的因变量 y 的值记作 f (x),称为函数 f 在点 x

�瑝处的函数值.比如当 x 取值 x 0∈D 时,y 的对应值就是 f (x 0).当 x

取遍定义域 D 的所有数值时,对应的全体函数值所组成的集合

W= {y©¦y= f (x),x∈D} ��

称为函数的值域.   

  需要指出,按照上述定义,记号 f 和 f (x)的含义是有区别的:

前者表示自变量 x 和因变量 y 之间的函数关系,而后者表示与自

变量 x 对应的函数值.但为了叙述方便,习惯上也常用记号f (x),

或 y= f (x),来表示函数.比如下面这句话

  “由对应法则‘对任一 x∈D,y= x
2
+ x+ 1'所确定的函数 f ”

可简单表述为

  函数 f (x)= x
2
+ x+ 1,x∈D,

或

  函数 y= x
2+ x+ 1,x∈D.

  函数的记号 f 也可改用其它字母,例如 φ,F 等等,相应地,函

数可记作 y= φ(x),y= F (x),等等.有时还直接利用因变量的记
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号来表示函数,即把函数记作 y= y(x).这时字母 y 既表示因变

量,又表示函数.

  从函数的定义可以看到,函数概念有两个要素:定义域和对应

法则.如果两个函数的定义域相同,对应法则也相同,那么这两个

函数就是相同的,否则就是不同的.

  在实际问题中,函数的定义域是根据问题的实际意义确定的.

例如圆面积公式 A= πr
2
的定义域 D= (0,+ ∞);某天一昼夜温度

T 随时间 t变化的规律 T = T (t)的定义域 D= [0,24].

  在数学中,有时不考虑函数的实际意义,而抽象地研究用算式

表达的函数.这时我们约定:函数的定义域就是自变量所能取的使

算式有意义的一切实数所组成的集合(这样约定的定义域有时也

称为函数的 � 玁自然定义域).例如函数 y = 1- x
2
的定义域是闭区

间[- 1,1],函数 y=
1

1- x
2
的定义域是开区间(- 1,1).

  具体表示一个函数时,必需明确指明函数的定义域和对应规

则(但自然定义域常常不明确表出,可根据算式自行判定).表示函

数的对应规则可用表格法、图形法、解析法(即算式表示法),有时

也可用语言描述,这些是大家在中学里已经熟悉的内容,这里就不

再详细说明了.中学代数课中还讨论过许多具体的函数,如幂函

数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数等,这些函数称为

基本初等函数,在本课程以后的讨论中将反复出现.下面再举几个

函数的例子.

  例 1  � �:常数函数 y= 2 的定义域 D= (- ∞,+ ∞),值域 W=

{2},它的图形是一条平行于 x 轴的直线(图 1- 4).

  例 2  数 x 的绝对值记为©¦x©¦.如果把 x 看作变量,则有函数

f (x)= ©¦x©¦=
 x 当 x≥0,

- x 当 x< 0.
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