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前   言

  本书是根据高等农林专科《高等数学课程教学基本要求》、由全国普通高等农林专科课程建

设委员会组织编写的 .

  在内容的选取方面 ,我们以面向专业需要和现代科技发展需要为原则 ,舍弃了部分难度较大

而在农林专科各专业应用很少的传统微积分内容 ,如线、面积分与无穷级数 .充实了体现现代数

学发展的部分内容 .对数值计算作了初步介绍 ,引入了离散化的概念 ,沟通了高等数学课程与计

算机的联系 ,给出了求定积分近似值与求微分方程数值解的通用程序 ,便于直接应用 .同时 ,我们

增加了“数学模型简介”一章 ,介绍建模的基本方法 ,培养学生将实际问题转化为数学模型并分析

求解的能力 ,以强化理论与实践的结合 .

  在体系的编排方面 ,我们一方面注意突出数学课程循序渐进、由浅入深的特点 ,同时尽可能

对体系作合理优化 ,避免烦琐雷同的推证 .考虑高等农林专科教学的具体要求 ,叙述与论证力求

浅显易懂 ,适当淡化了一些繁难的理论推导 .例题的选择也力求有代表性 ,使读者较好地掌握本

课程的主要内容 .

  在习题的选配方面 ,各节精选了一批概念性较强、方法有典型性、难度适中的习题作为练习

题 ,以帮助读者理解基本概念、掌握一般方法、提高运算能力 .每章末的复习题中有部分综合题供

选用 .

  本书可作为高等农林专科、高等职业技术教育、成人教育、以及其他学时较少的工科类、文科

类专业的高等数学课程教材 .标有 * 号的内容供不同专业选用 .

  本书由仲恺农业技术学院杨逢建主编 ,由苏州大学刘浩培、郑州牧业高专陆宜清、广西职业

技术学院袁夫永任副主编 .参加本书编写的还有 :广西职业技术学院王庆全、华南农业大学吕小

欢、邯郸农业高专崔士襄、仲恺农业技术学院张文华、张家口农业高专余秀萍、湛江海洋大学张建

等同志 .

  本书由中国农业大学陈伟侯教授主审 .参加审稿的还有张家口农业高等专科学校杨正辉教

授和北京机械工业学院朱钅宏道教授 .审稿同志认真审阅了原稿 ,并提出了不少改进意见 ,对此我

们表示衷心的感谢 .

  限于编者水平 ,同时编写时间也比较仓促 ,因而教材中难免存在不妥之处 ,恳请广大读者批

评指正 .

编   者

一九九八年十月



目   录

1  函数 (1 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  1.1  集合与区间 (1 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 1 - 1 (5 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  1.2  函数及其性质 (5 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 1 - 2 ( 10 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  1.3  初等函数 ( 11 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 1 - 3 ( 15 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  复习题一 ( 16 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

2  极限与连续 ( 17 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  2.1  数列的极限 ( 17 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 2 - 1 ( 19 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  2.2  函数的极限 ( 19 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 2 - 2 ( 22 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  2.3  极限的运算法则 ( 22 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 2 - 3 ( 24 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  2.4  两个重要极限 ( 24 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 2 - 4 ( 26 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  2.5  无穷小量与无穷大量 ( 27 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 2 - 5 ( 29 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  2.6  函数的连续性与间断点 ( 29 )⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 2 - 6 ( 32 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  复习题二 ( 33 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

3  导数与微分 ( 34 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  3.1  导数的概念 ( 34 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 3 - 1 ( 39 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  3.2  导数的计算 ( 40 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 3 - 2(1 ) ( 44 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 3 - 2(2 ) ( 49 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  3.3  高阶导数 ( 49 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 3 - 3 ( 51 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  3.4  微分及其应用 ( 51 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 3 - 4 ( 56 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  复习题三 ( 56 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

4  导数的应用 ( 58 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  4.1  中值定理 ( 58 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 4 - 1 ( 61 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  4.2  洛必达法则 (61)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 4 - 2 (64)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  4.3  函数的单调性与极值 (64)⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 4 - 3 (69)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  4.4  曲线的凸性、拐点与渐近线 (70)⋯⋯⋯⋯

  习题 4 - 4 (72)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  4.5  函数图形的描绘 (72)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 4 - 5 (74)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  复习题四 (74)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

5  不定积分 (76)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  5.1  不定积分的概念与性质 (76)⋯⋯⋯⋯⋯

  基本积分公式表 (78)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 5 - 1 (79)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  5.2  换元积分法 (80)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 5 - 2 (86)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  5.3  分部积分法 (87)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 5 - 3 (90)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  
*

5.4  有理函数与三角有理式的积分 (90)⋯

  
*
习题 5 - 4 (93)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  5.5  积分表的使用说明 (93)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  复习题五 (94)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

6  定积分及其应用 (96)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  6.1  定积分的概念与性质 (96)⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 6 - 1 (101)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  6.2  微积分基本公式 (101)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 6 - 2 (104)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  6.3  C定积分的换元积分法与分部积分法

(104)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 6 - 3 (108)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  6.4  无穷区间上的广义积分 (108)⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 6 - 4 (110)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  6.5  定积分的应用 (111)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 6 - 5 (118)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  复习题六 (119)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

7  多元函数微分学 (121)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  7.1  多元函数 (121)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

·1·



  习题 7 - 1 (124 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  7.2  偏导数 (124 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 7 - 2 (132 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  7.3  全微分 (133 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 7 - 3 (135 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  7.4  多元函数的极值 (135 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 7 - 4 (139 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  复习题七 (139 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

8  常微分方程 (141 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  8.1  微分方程的基本概念 (141 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 8 - 1 (143 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  8.2  可分离变量的微分方程 (143 )⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 8 - 2 (147 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  8.3  一阶线性微分方程 (148 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 8 - 3 (151 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  8.4  二阶常系数齐次线性微分方程 (152 )⋯⋯

  习题 8 - 4 (155 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  复习题八 (155 )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

9  数值计算初步 (157)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  9.1  泰勒公式与函数近似值 (157)⋯⋯⋯⋯⋯

  
*
实验 9 - 1 (161)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  9.2  定积分近似计算 (161)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  * 实验 9 - 2 (165)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  * 9.3  微分方程数值解法 (166)⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  * 实验 9 - 3 (171)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
*
10  数学模型简介 (172)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  10.1  q数学模型的概念与基本建模方法

(172)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  10.2  几个经典的数学模型 (174)⋯⋯⋯⋯⋯

  习题 10 - 2 (177)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  10.3  农林学中的数学模型实例 (178)⋯⋯⋯

  习题 10 - 3 (181)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

  10.4  经济学中的数学模型实例 (181)⋯⋯⋯

  习题 10 - 4 (187)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录Ⅰ  积分表 (188)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

附录Ⅱ  习题答案 (195)⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

·2·



1  函   数

  初等数学的研究对象主要是常量 ,而高等数学的研究对象主要是变量 .变量之间的相互依赖

关系 ,常可抽象为本书所说的函数关系 .函数是将实际问题数学化的基本工具 .早在 17 世纪 ,由

于天文、航海、力学等科学的发展 ,已产生了一些具体的函数 ,如对数函数、三角函数等 .随着科技

的发展 ,人们遇到了越来越多的函数 .为一般地给出函数的严格定义 ,数学家们经过了多年的不

断探讨 ,直到 19 世纪末 ,才用集合的观点得到严格的函数定义 .

  本章我们主要介绍函数的一些基本概念和函数的简单特性 ,并介绍高等数学中常涉及的几

种函数及它们的性质 .

1.1  集合与区间

1.1.1  集合及其简单计算

  Ⅰ. 集合的概念

  在数学中我们讲一个集合 ,是指具有某种特性的事物的总体 .例如 :

  (1 ) 某班级的全体同学 ;

  (2 ) 不等式 2 x - 1 > 0 的所有解 ;

  (3 ) 抛物线 y = x
2
上的所有点

都是集合 .集合常用大写字母 A、B、C⋯等表示 .

  组成集合的事物称为集合的 � 臑元素 ,常用小写字母 a , b , c⋯等表示 .如果 a 是集合 A 的一个

元素 ,则称“ a属于 A”,记为 a∈ A ;若 a不是 A 的元素 ,则称“ a不属于 A”,记为 a| A .

  例 1  用 N表示正整数集 ,则 1∈N , - 1| N .

  常见的数集都有特定的记号 ,如下表所示 :

名   称 正整数集 整数集 有理数集 实数集

记号 N Z Q R

  注  我们常在某数集的右上角加符号来区别相应的正负数集 .例如 , Z -
表示负整数集 ; R+

表示正实数集等 .

  含有无穷多个元素的集合称为 � 饰无限集 ;只含有有限个元素的集合叫 � 饰有限集 ;不含任何元素的

集合称为 � 薾空集 .空集用记号�表示 .

  例 2  方程 x
2

- 1 = 0 的解集为有限集 ;方程 x
2

+ 1 = 0 的实数解集为空集 ; N是无限集 .

  集合有两种表示方法 .一种方法是将集合的元素一一列举在{  }内 ,称为 � 潭列举法 .例如

A = { a , b, c} ,

·1·
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B = {1 , 3 , 5 ,⋯} ,

C = {2 , 4 , 6 ,⋯ , 100}

都是用的列举法 .注意其中每个元素仅写一次 .另一种方法是利用元素的特性描述集合 ,记为

A = { x | x 所具有的性质} ,

称为 � 筗描述法 .

  例 3  用描述法表示前述集合 ( 2)与 (3 ) .

  解   �A = { x | 2 x - 1 > 0 , x∈R} ,

B = {( x , y ) | y = x
2

, x , y∈R} .

  Ⅱ. 集合的简单运算

  考虑集合

A = {3 , 4} ,  B = {1 ,2 ,3 ,4 ,5} .

可以看出 , A 的每一个元素都属于 B .一般地 ,若集合 A 的所有元素都属于集合 B ,则称 A 是 B

的 � 炬子集 ,或称 A 包含于 B ,记为 A� B(或称为 B 包含 A ,记作 B� A ) .

  例 4  可以看出 :

{3}�{1 , 3 , 5} ;   { x | x
2

= 1}�Z .

  我们规定 ,空集�是任一集合的子集 .

  如果集合 A� B,同时 B� A ,则称 � 灵集合 A 与 B 相等 ,记作 A = B .

  例 5  设 A = { x | x
2

- 3 x + 2 = 0} , B = {1 ,2} ,则

A = B .

  设 A、B 是两个集合 ,由这两个集合的所有元素组成的集合称为 A 与 B 的 � 腢并集 ,记为 A∪

B .即

A∪ B = { x | x∈ A 或 x∈ B}. ( 1)

  例 6  设 A = { a , b} , B = { b , c , d} ,则

A∪ B = { a , b, c , d} .

  例 7  设 A = { x | - 2≤ x≤2} , B = { x | x > 1} ,则

A∪ B = { x | x≥ - 2} .

  由 A 与 B的所有公共元素组成的集合称为 A 与 B 的 � ��交集 ,记作 A∩ B .即

A∩ B = { x | x∈ A 且 x∈ B}. ( 2)

  例 8  设 A = {1 , 2 , 3 , 4 , 5} , B = {1 ,3 ,5 ,7 ,9} ,则

A∩ B = {1 ,3 ,5} .

  例 9  设 A = { x | x > - 1} , B = { x | x≤2} ,则
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A∩ B = { x | - 1 < x≤2}.

  集合的上述几种运算满足以下规则 :

  (1 ) A� A ;

  (2 ) 若 A� B , B� C ,则 A� C ;

  (3 ) 若 A� B ,则 A∩ B = A , A∪ B = B ;

  (4 ) 交换律 :  A∪ B = B∪ A , A∩ B = B∩ A ;

  (5 ) 结合律 :  �( A∪ B)∪ C = A∪ ( B∪ C) ,

( A∩ B)∩ C = A∩ ( B∩ C) ;

  (6 ) 分配律 :  �A∪ ( B∩ C) = ( A∪ B)∩ ( A∪ C) ,

A∩ ( B∪ C) = ( A∩ B)∪ ( A∩ C) .

1.1.2  区间与邻域

  Ⅰ. 绝对值

  对于任意一个实数 a,它的绝对值为

| a | =
a , 当 a≥0 时 ,

- a , 当 a < 0 时 .

  例  | - 2 | = | 2 | = 2 , | 0 | = 0 .

  绝对值有明显的几何意义 :实数 a 的绝对值 | a |等于数轴上点 a到原点的距离 .

  由绝对值的几何意义可知 , | x | <δ(δ> 0 ,下同 )表示数轴上介于 - δ与δ之间的所有点的

集合 .即

| x | <δ�� x∈{ x | - δ< x <δ}. ( 3)

同理 , | x - a | <δ表示与点 a 的距离小于δ的点集 ,即

| x - a | <δ�� x∈{ x | a - δ< x < a +δ}. ( 4)

  类似可知

| x | >δ�� x∈{ x | x < - δ或 x >δ} , ( 5)

| x - a | >δ�� x∈{ x | x < a - δ或 x > a +δ}. ( 6)

不等式 (3 )～ ( 6)表示的点集如图 1 - 1 所示 .

图 1 - 1
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  Ⅱ. 区间

  在高等数学中接触最多的数集是各种区间 ,分述如下 .

  开区间 :  ( a , b) = { x | a < x < b} .

  闭区间 :  [ a , b] = { x | a≤ x≤ b} .

开区间与闭区间如图 1 - 2 所示 .还有半开区间 :

[ a , b) = { x | a≤ x < b} ;

( a , b] = { x | a < x≤ b}.

图 1 - 2

  以上几类区间称为有限区间 ,有时用到无穷区间 ,如

[ a , +∞ ) = { x | x≥ a} ;

( - ∞ , b) = { x | x < b} ;

( - ∞ , +∞ ) = R

等等 .需要说明的是 , - ∞、+∞只是一种记号 ,它们不是数 ,因而不能参与四则运算 .

  图 1 - 3 表示了两种无穷区间 ,其它无穷区间可类似地画出 .

图 1 - 3

  Ⅲ. 邻域

  由绝对值和区间的定义可知 ,实数集合

{ x | | x - x0 | <δ,δ> 0}

在数轴上表示以点 x0 为中心、长度为 2δ的开区间 ( x0 - δ, x0 +δ) .我们称之为 � ��点 x0 的δ邻

� 裙域 ,记作 U ( x0 ,δ) . x0 称为该邻域的中心 ,δ称为邻域的半径 (图 1 - 4( a) ) .

图 1 - 4

  在 x0 的δ邻域中去掉点 x0 ,得点集
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{ x | 0 < | x - x0 | <δ} ,

称为 � ��点 x0 的δ去心邻域 .即 ( x0 - δ, x0 )∪ ( x0 , x0 +δ) ,见图 1 - 4 ( b) .

习题  1 - 1

  1. 写出集合 A = { a , b, c}的所有子集 .

  2. 用适当的记号填空 :

  ( 1) a  { a} ;   |(2 ) {1 , 5}  Q ;

  ( 3) 0  N ; (4 ) {0 , 3}  { x | x
2

= 3 x} .

  3. 设 A = { x | | x | < 5} , B = { x | x > 3} ,求 A∪ B , A∩ B .

  4. 用区间表示下列题中变量的变化范围 :

  ( 1) 3 < x≤8 ;     �(2) x2 > 4 ;

  ( 3) | x + 1 |≤3; (4) 0 < | x - 1 | < 2 .

1.2  函数及其性质

1.2.1  函数的概念

  Ⅰ. 函数的定义

  定义 1  设 x 与 y是两个变量 , D是一个给定的数集 .如果对于每个数 x∈ D ,按照一定的

法则 ,总有变量 y的一个确定数值与之对应 ,则称 y 为 x 的 � �+函数 ,记作 y = f ( x ) .数集 D称为这

个函数的 � 孪定义域 , x 称为 � 孪自变量 , y 称为 � 孪因变量 .

  与 x 的值相对应的 y值称为函数值 .当 x = a时的函数值记为 f ( a)或 y | x = a .全部函数值的

集合称为函数的 � �%值域 .它是当 x 遍取 D的各个数值时 ,对应的函数值全体组成的数集

W = { y | y = f ( x ) , x∈D} .

  例如 ,取 f ( x ) = 2 x - 1 , 则 f ( 1 ) = 2×1 - 1 = 1 = 1 , f ( 3 ) = 5 , 而 f ( x )的值域为

[0 , +∞ ) .

  由函数的定义可知 ,定义域和对应法则是函数的两个要素 .对于两个函数 f ( x )和 g ( x ) ,当

它们的定义域与对应法则均相同时 ,我们称 f ( x )与 g( x )为两个相同的函数 .

  例 1  下列各组函数是否相同 :

  (1 ) f ( x ) = x + 1 ,  g( x ) =
x

2
- 1

x - 1
;

  (2 ) f ( x ) = | x | ,  g( x ) = x
2

.

  解  (1 ) f ( x )的定义域为 R, g( x )的定义域为 x≠1 ,因此 f ( x )与 g( x )不是相同的函数 .

  (2 ) f ( x )与 g( x )的定义域均为 R,对应法则也相同 ,即对任意 x∈R,有 f ( x ) = g ( x ) .因

此 , f ( x )与 g( x )为相同的函数 .

  例 2  求函数 y =
x + 1

x - 1
的定义域 .
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  解  函数式中 ,分母不能为零 ,偶次方根的根底数必须大于或等于 0 ,于是有

x + 1≥0 ,

x - 1≠0
� x≥ - 1 且 x≠1.

故函数的定义域可用区间表示为

D = [ - 1 , 1)∪ (1 , +∞ ) .

  Ⅱ. 函数的表示法

  通常表示函数的方法有解析法、列表法与图象法 .

  (1 ) 解析法 .用一个公式来表示函数的方法叫解析法 .

  例如 , y = x
2

, y = sin x + cos x 都是用解析法表示的函数 .

  (2 ) 列表法 .将两个变量的对应数值列成一个表 , 用以表示这两个变量的函数关系 , 叫列

表法 .

  例如 ,某商店皮夹克零售量 s与月份 t 的关系为

月份 ( t ) 1 :2 Q3 h4 �5 �6 �7 �8 �9 �10  11 712 N

零售量( s) 60 Q65 h40 �32 �10 �6 �5 �10 �71 �145 7130 N120 e

这里 , s与 t的函数关系是用列表法表示的 .

  (3 ) 图象法 .以横轴表示自变量 x ,纵轴表示因变量 y ,则平面点集

{( x , y ) | y = f ( x ) , x∈ D}

就是定义在数集 D上的函数 y = f ( x )的图象 (图 1 - 5) .

  例如 , y = kx + b的图象是直线 , y = x
2
的图象是抛物线 .

  有时函数的解析式不易列出 ,但我们可以用图象来表示两个变量之间的函数关系 ,这种方法

叫图象法 .

图 1 - 5 图 1 - 6

  例如 ,某河道的一个断面图如图 1 - 6 所示 .将 x 轴放在水平面上 ,坐标原点在岸边 , y轴垂

直于水平面朝下 ,则 x 为测量点到岸边的距离 , y 为测量点的深度 . y 与 x 的函数关系由图中的

曲线来表示 .

  由上面的例子可以看出 ,要准确而又简洁地描述实际事物中变量之间的函数关系 ,并不是一
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件很容易的事 .在许多情形中 ,我们可以采取分段寻找表达式的办法去寻求函数的表达公式 .

  例 3  某厂生产的高密度磁盘零售价每盒80元 .当购买量超过 50 盒时 , 按批发价每盒 68

元 .当购买量超过 500 盒时 ,按出厂价每盒只需 55 元 .则购买量 x 与货款 W 之间的函数关系可

用如下公式来表示 :

W = f ( x ) =

80 x ,  0≤ x≤50 ,

68 x ,  50 < x≤500 ,

55 x ,  x > 500.

(单位 :元 )

  由例 3 可以看出 ,有时一个函数要用几个式子表示 .这种在自变量的不同变化范围中 ,对应

法则要用不同式子表示的函数叫分段函数 .

图 1 - 7

  例 4  符号函数

y = sgn x =

1 , 当 x > 0 ,

0 , 当 x = 0 ,

- 1 , 当 x < 0.

它是一个分段函数 ,其定义域为 R,值域为 W = { - 1 , 0 , 1} ,图形

如图 1 - 7 所示 .

  分段函数在计算函数值时一定要注意选取相应的表达式 .例

如 ,对例 3 给出的函数 ,有 : W ( 30) = 80×30 = 2 400 元 , W ( 100 )

= 68×100 = 6 800 元 .

1.2.2  函数的几种特性

  Ⅰ. 函数的有界性

  定义 2  设函数 f ( x )的定义域为 D , D1 是 D 的一个子集 .若存在常数 M > 0 , 使对任意

x∈D1 ,都有

| f ( x ) |≤ M ,

则称函数 f ( x )在数集 D1 上 � 骗有界 .如果不存在这样的正数 M ,则称 f ( x )在 D1 上 � 骗无界 .

  例 5  由于对任何实数 x ,有 | sin x |≤1 .因此 ,函数 y = sin x 在 ( - ∞ , +∞ )内有界 .

图 1 - 8

  在整个定义域上有界的函数 , 其图象必介于直线

y = - M与直线 y = M 之间 (图 1 - 8) .

  注  有的函数在它的定义域上无界 ,但在某个区间

上有界 .例如 , y =
1
x
在其定义域上无界 ,但它在区间 [ 1 ,

2]、( 4 , 6)上都是有界的 (见图 1 - 9 ) .因此 ,以后谈到函

数的有界性时 ,要注意上下文所示的自变量的范围 .

  Ⅱ. 函数的单调性

  定义 3  设函数 f ( x )的定义域为 D ,区间 I为 D的一个子集 .若对 I上任意两点 x1 , x2 ,当

x1 < x2 时 ,有 f ( x1 ) < f ( x2 ) ,则称函数 f ( x )在区间 I 上是 � 蛻单调增加的 ,或称 f ( x )在 I 上为 � 蛻增
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函数 ;若当 x1 < x2 时 ,有 f ( x1 ) > f ( x2 ) ,则称函数 f ( x )在区间 I 上是 � �!单调减少的 ,或称 f ( x )

在 I 上为 � 断减函数 .

  若函数 f ( x )在区间 I上不改变单调性 ,则称 I 为 f ( x )的一个 � 穛单调区间 .

  增函数的图象特征是沿 x 轴正向呈上升趋势 ;减函数的图象特征是沿 x 轴正向呈下降趋

势 .我们借助于 y = x
3
与 y =

1
x
的图形来说明这一点 (图 1 - 9 ) .

图 1 - 9

  例 6  判断函数 f ( x ) = x
2
的单调性 .

  解  函数的定义域为 ( - ∞ , +∞ ) ,由于

f ( x2 ) - f ( x1 ) = x
2
2 - x

2
1 = ( x2 - x1 ) ( x2 + x1 ).

图 1 - 10

当 x1 < x2 < 0 时 ,有

f ( x2 ) - f ( x1 ) < 0.

当 0 < x1 < x2 时 ,有

f ( x2 ) - f ( x1 ) > 0.

因此 ,函数 f ( x ) = x
2
在 ( - ∞ , 0 ]上单调减少 ,而在 [0 , +∞ )上单调增

加 (图 1 - 10 ) .

  可见 , f ( x ) = x
2
在 ( - ∞ , +∞ )上并不是单调函数 .

  Ⅲ. 函数的奇偶性

  定义 4  设函数 f ( x )的定义域关于原点 O 对称 .对任意 x∈ D ,若有 f ( - x ) = f ( x ) ,则称

f ( x )为 � 蒃偶函数 ;若有 f ( - x ) = - f ( x ) ,则称 f ( x )为 � 蒃奇函数 .

  偶函数的图象特征是关于 y轴对称 (图 1 - 11) ;奇函数的图象特征是关于原点对称 (图 1 -

12 ) .

  例 7  判断下列函数的奇偶性 :

  (1 ) y = 2 x
2

+ 1;   ( 2) y = x
3

- 2sin x ;

  (3 ) y = x - 1 .

  解  (1 ) f ( - x ) = 2 ( - x )
2

+ 1 = 2 x
2

+ 1 = f ( x ) ,故 y = 2 x
2

+ 1 为偶函数 .
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图 1 - 11 图 1 - 12

  (2 ) f ( - x ) = ( - x )
3

- 2sin( - x ) = - x
3

+ 2sin x = - f ( x ) ,故 y = x
3

- 2sin x 为奇函数 .

  (3 ) f ( - x ) = - x - 1 ,

它既不等于 f ( x ) ,也不等于 - f ( x ) ,故 y = x - 1 是非奇非偶函数 .

  Ⅳ. 函数的周期性

  定义 5  设函数 f ( x )的定义域为 D , 如果存在正数 T ,使对任意 x∈ D ,有 f ( x + T ) =

f ( x )成立 ,则称 f ( x )为 � 鞠周期函数 , T 称为 f ( x )的 � 鞠周期 .

  易见 ,若 T 是函数 f ( x )的周期 ,那么 2 T、3 T、⋯等都是 f ( x )的周期 .我们常说的周期函数

的周期 ,是指函数的最小正周期 .

  例如 ,正弦函数 y = sin x 是周期函数 ,周期 T = 2π .

  例 8  证明 :若 f ( x )是以 T 为周期的周期函数 ,则对 a > 0 , f ( ax )是以
T
a
为周期的周期

函数 .

  证  由于 f ( x )以 T 为周期 ,因此

f a x +
T
a

= f [ ax + T ] = f ( ax )

对任意 x 成立 .从而命题得证 .

  例 8 的结论是用来求函数周期的一个极为有用的公式 .

1.2.3  反函数

  设某质点作直线运动 ,路程 s是时间 t 的函数

s = 40 t.

显然 ,我们可将上式变换为

t =
1

40
s .

对于每个给定的 s 值 ,都有确定的 t值与之对应 .因此 ,时间 t 也是路程 s的函数 .

  一般情形下 ,有下面的定义 :

  定义 6  设函数 y = f ( x )的定义域为 D ,值域为 W .如果对每一个函数值 y∈ W ,通过关系

式 y = f ( x ) ,都有一个确定的值 x∈ D与之对应 ,则这个以 y为自变量定义在 W 上的新函数 ,
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称为函数 y = f ( x )的 � �!反函数 ,记为 x = f
- 1

( y ) .

  习惯上以 x 表示自变量 , y 表示函数 ,将反函数记为 y = f
- 1

( x ) .

  由反函数的定义可知 ,函数 y = f ( x )的定义域和值域分别是其反函数 y = f
- 1

( x )的值域与

定义域 .

  例 9  求函数 y =
x - 1
x + 1
的反函数 .

  解  去分母并解出变量 x ,得

x = -
y + 1
y - 1

=
1 + y
1 - y
.

图 1 - 13

上式中 x 与 y的记号互换 ,即得反函数为

y =
1 + x
1 - x

,  x≠1.

  由于反函数 y = f
- 1

( x )与直接函数 y = f ( x )相比 ,变量的

记号作了互换 .因此 ,若点 ( x , y )在曲线 y = f ( x )上 ,则点 ( y ,

x )必在曲线 y = f
- 1

( x )上 .反之也对 .由此可知 ,在同一坐标系

里 ,函数 y = f ( x )与其反函数 y = f
- 1

( x )的图形关于直线 y =

x 对称 (图 1 - 13) .

  对于反函数的存在条件 ,有下述定理 :

  定理  若函数 y = f ( x )在其定义域 D上是单调增加 (减少 )的 ,则存在反函数 x = f
- 1

( y ) .

且此反函数也是单调增加 (减少 )的 .

  不在整个定义域上单调的函数 ,不满足上述定理的条件 .人们常对这种函数截取一个适当的

单调区间来定义它的反函数 .例如 ,正弦函数 y = sin x 在区间 -
π
2

,
π
2
上单调增加 ,且函数值

由该函数的最小值 - 1 增加到最大值 1 .于是可定义正弦函数的反函数 y = arcsin x ,其定义域是

[ - 1 , 1 ] ,值域是 -
π
2

,
π
2

.

  其它三角函数也可类似地定义反函数 .

习题  1 - 2

  1. 下列各对函数是否等同 :

  ( 1) f ( x ) = 2lg x , g( x ) = lg x
2

;

  ( 2) f ( x ) = x·
3

x - 1 , g( x ) =
3

x
4

- x
3

.

  2. 求下列函数的定义域 :

  ( 1) y =
x

1 - x2 + 3 x - 2 ;   $(2 ) y =
x - 2

x
2

- 4 x
;

  ( 3) y = lg x + 1 ; (4 ) y =
lg(2 - x )

x - 1
.

  3. 设 f ( x ) =

x2 + 2 , x > 0

1 , x = 0 ,

- x2 , x < 0 ,

求 f (0) , f (1 ) , f ( - 1) .
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  4. 作函数 y = f ( x ) =

3 x , | x | > 1

x2 , | x | < 1

3 , | x | = 1

 的图象 ,并求 f ( - 3) , f (0) , f ( - 1 ) .

  5. 证明 f ( x ) = 3 x - 2 在 ( - ∞ , + ∞)单调增加 .

  6. 判定下列函数的奇偶性 :

  ( 1) f ( x ) = x - x2 ;   (2 ) f ( x ) = xsin x .

  7. 下列函数在指定区间是否有界 :

  ( 1) y = x3 , ( - ∞ , + ∞ ) , ( - 1 , 1] ;

  ( 2) y =
2

x - 1
, (1 , 2) , (2 , + ∞ ) .

  8. 求下列函数的反函数 :

  ( 1) y = 3 x - 1 ;   (2) y =
x - 1

2 x + 1
.

1.3  初 等 函 数

1.3.1  基本初等函数

  基本初等函数是指以下几类函数 :

  (1 ) 常数函数  y = C .

  (2 ) 幂函数  y = x
μ

(μ为实常数 ) .

  (3 ) 指数函数  y = a
x

( a > 0 , a≠1 ) .

  (4 ) 对数函数  y = loga x ( a > 0 , a≠1) .

  (5 ) 三角函数  y = sin x , y = cos x , y = tan x , y = cot x , y = sec x , y = csc x .

  (6 ) 反三角函数  y = arcsin x , y = arccos x , y = arctan x , y = arccot x 等 .

  这里指数函数与对数函数 (同底 )互为反函数 ,每个反三角函数是相应三角函数在一个单调

区间上的反函数 .

  基本初等函数的性质与图形如下表所示 ( T 表周期 ) :

名称 表达式 定义域 图   形 特   性

常

数

函

数

y = C R
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