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本书自 1978 年陆续出版以来 ,收到许多读者的来信 , 对本书

内容安排 ,习题配备等方面提出许多宝贵的意见 ,在此特向他们表

示感谢。

这次修订 ,我们采纳了读者意见 ,修正、补充了部分内容 (如概

率论中补充了二维随机向量及其分布 )和个别定理的证明 ,体系上

也作了调整 ,增加了习题类型和数量。书后附有习题答案。

本书是第一版第三册两个分册的合订本。第一版由田景黄
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写 ,第二版由叶方怡 (常微分方程部分 ) ,田涛 (线性代数部分 )和杨

秀清 (概率论部分 )三位同志修订 ,钟丽华同志在修改中作了不少

工作。

由于我们水平有限 , 书中难免有不妥之处 , 欢迎读者批评

指正。
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第一篇  线 性 代 数

第一章  行  列  式

行列式是研究线性代数的一个重要工具 .同时它在数学的其

他分支及物理、力学等许多科学领域中也有广泛的应用 .读者熟悉

的二、三阶行列式为我们学习 n阶行列式的知识做了一定的准备 ,

因此我们把学习 n阶行列式的定义、性质及计算方法作为本章的

首要内容 .

第一节  n阶行列式的定义

§1.1.1  二、三阶行列式的定义

为了把二、三阶行列式推广到 n阶行列式 ,我们先看看二、三

阶行列式的一些共同特点 ,以便给 n阶行列式的定义提供某些依

据 .为了叙述的方便 ,我们将二、三阶行列式写成下面的规范形状 ,

并利用“对角线法则”将其展开 .

二阶行列式

a11 a12

a21 a22

= a11 a22 - a12 a21 . ( 1)

三阶行列式

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= a11 a22 a33 + a12 a23 a3 1 + a1 3 a2 1 a3 2 - a1 3 a2 2 a31

·1·
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- a1 2 a2 1 a3 3 - a1 1 a23 a32 . ( 2)

这里我们用 ai j ( i , j = 1 , 2 或 1 , 2 , 3 )表示位于第 i行 ,第 j 列处的

数 ,我们称 aij为行列式的元 ,它的第一个足标 i称为行标 ,第二个

足标 j称为列标 .从 (2 )易知三阶行列式有下列几个特点 :

第一 ,三阶行列式是 3 ! 个项的代数和 .

第二 ,它的每项都是行列式中三个元的乘积 ,这三个元恰好是

每行每列各一个 .

第三 ,每项都带有确定的符号 .

我们把 (2 )中每项的三个因子按它们在行列式中行的顺序排

列成

a1 j
1

a2 j
2

a3 j
3

, ( 3)

即每项三个元的行标恰好按自然数顺序排列成 123 ,而三个元的

列标排列成 j1 j2 j3 ,构成自然数 1 , 2 , 3 的一个排列 .例如 ,按此方

法写出 (2 )式中六个项的列标排列

123; 231; 312 和 321; 213; 132 .这恰好是 1 , 2 , 3 所能构成的一

切排列 ,共 3 ! = 6 个 .其中前面三个排列对应的项带正号 ,后面三

个排列对应的项带负号 .为了说明各项的符号与其列标排列的关

系 ,我们引入下面的术语 .

定义 1  对 n个不同自然数 (可以不必是前 n个自然数 )的一

个排列 ,若某个数字的右边有 r个比它小的数字 ,则说该数字在此

排列中有 r个反序 .一个排列中所有数字的反序之和称为该排列

的反序数 .排列 j1 j2⋯ jn 的反序数记为

τ( j1 j2⋯ jn ) .

例如

τ(31254 ) = 2 + 0 + 0 + 1 + 0 = 3 ,

τ(12345 ) = 0 ,

τ(315 ) = 1 + 0 + 0 = 1 ,
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τ( n( n - 1)⋯21 ) = ( n - 1 ) + ( n - 2) +⋯ + 1 + 0 =
n( n - 1 )

2
.

显然 ,对任何一个排列 ,最右边一个数的反序都是零 .由 n个

不同自然数组成的一切排列 (共 n ! 个 )中 ,唯一一个反序数等于

零的排列是按自然数由小到大的排列 .这个排列称为标准排列 .例

如 1234; 2347 分别是两个标准排列 .

定义 2  反序数等于奇数的排列称为奇排列 .反序数等于偶

数的排列称为偶排列 .

标准排列是偶排列 .

要确定一个排列的奇偶性 ,除直接计算该排列的反序数外还

可用下列的方法 :把一个排列中某两个不同数字的位置互换 ,其余

的数字不动 ,就得到另一个排列 .这一过程称为一次互换 .例如 ,

把排列1324 中的 3 , 4 两个数字的位置互换得到排列 1423 .这时

我们看到经一次互换奇排列 1324 变成了偶排列 1423 .同样地 ,

偶排列 1423经一次互换变成了奇排列 1324 .一般地 , 有下面的

结论    

引理  排列经一次互换改变其奇偶性 .

此引理容易理解 ,证明从略 .由数学归纳法和引理不难证明

定理  n( n≥2)个不同自然数的任一排列必可经若干次互换

变成标准排列 ,并且互换次数的奇偶性与该排列的奇偶性一致 .

即奇 (偶 )排列必须经奇 (偶 )数次互换才能变成标准排列 .反

过来 ,标准排列经奇 (偶 )数次互换得到的排列必为奇 (偶 )排列 .

例如排列 32154
1 , 3

12354
5 , 4

12345 ,因此排列 32154 是偶

排列 (互换的方法与次数不唯一 ) .

还可证明 n≥2 时 , n个不同自然数的一切排列中奇排列、偶

排列各占一半 .(见习题 )

现在来看 (2 )中带正号的三项 ,其列标排列的反序数
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τ( 123) = 0;τ( 231) = 2;τ( 312) = 2

都是偶数 .三个带负号的项其列标排列的反序数

τ( 321) = 3;τ( 213) = 1;τ( 132) = 1

都是奇数 .这样我们就完全清楚了展开式 ( 2)的构成规律 .现叙述

如下 :三阶行列式是一切这种项 (3 ! 项 )的代数和 ,每项都是行列

式中不同行不同列的三个元的乘积 .若把每项写成式 ( 3 )的形状 ,

则当 j1 j2 j3 为偶排列时该项带正号 , 为奇排列时带负号 , 记为

( - 1 )
τ( j

1
j
2

j
3

)
.显然 ,二阶行列式 (1 )也有上述的特点 .

有了上面的说明与记号 ,就可以把二阶行列式、三阶行列式的

展开式 (1 )和 ( 2)改写为 :
a11 a12

a21 a22

= ∑
j
1

j
2

( - 1 )
τ( j

1
j
2

)
a1 j

1
a2 j

2
,

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= ∑
j
1

j
2

j
3

( - 1)
τ( j

1
j
2

j
3

)
a1 j

1
a2 j

2
a3 j

3
.

这里∑
j
1

j
2

,表示对 1、2 的一切排列取和 .∑
j
1

j
2

j
3

表示对 1、2、3 的一切

排列取和 .

有了以上讨论 ,读者不难理解 n阶行列式的定义 .

§1.1.2  n阶行列式的定义

定义 1  由 n
2
个数 (实数或复数 )排成一个 n行 n 列的表 ,并

在两边各画一条竖线的记号 :

a1 1 a1 2 ⋯ a1 n

a2 1 a2 2 ⋯ a2 n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

an1 an2 ⋯ ann

( aij表示位于第 i行、第 j 列处的数 ,称为 n阶行列式的元 .)所表
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示的数称为 n阶行列式 .这个数 (即 n阶行列式 )是所有这种项 ( n !

项 )的代数和 :每项都是 n阶行列式中 n 个元的乘积 , 这 n个元恰

为每行每列各取一个元 ;每项所带的符号这样来确定 ,当每项中的

n个元按行的自然数顺序排列成 a1 j
1

a2 j
2
⋯ anj

n
时 ,相应的列标为偶

排列时带正号 , 为奇排列时带负号 , 即每项应带有符号 ( -

1)τ( j
1

j
2
⋯ j

n
) .用式子表示为

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

an1 an2 ⋯ ann

= ∑
j
1

j
2
⋯ j

n

( - 1)
τ( j

1
j
2
⋯ j

n
)

a1 j
1

a2 j
2
⋯anj

n
, (4)

其中 ∑
j
1

j
2
⋯ j

n

表示对 1 , 2 ,⋯ , n的一切排列取和 .

我们称 (4 )式为 n阶行列式的展开式 .

由定义 1 推知 , n阶行列式是 n ! 个项的代数和 ,当 n≥2 时其

中一半项带正号 ,另一半项带负号 .二阶行列式、三阶行列式用定

义 1 与用对角线法则计算的结果是一致的 .一阶行列式由一个数

(元 )构成 ,它的值就等于这个数本身 .今后我们用符号 det ( aij )表

示以 ai j为元的 n阶行列式 ,在不混淆时也常用 | A | , | B |等记号表

示 n阶行列式 .

n较大 ( n> 3)时 ,由于 n ! 是一个很大的数 (例如 4 ! = 26 , 5 !

= 120 ,⋯ ) ,此时用定义求行列式的值 ,在一般情况下是十分困难

的 .下面举两个特殊形状的行列式 ,并用定义 1 计算它们的值 .

例 1  求 n阶行列式

a11 a12 a13 ⋯ a1 n

0 a22 a23 ⋯ a2 n

0 0 a33 ⋯ a3 n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 0 ⋯ ann
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的值 .

这个行列式的特点是在元 a11 到 ann 所成的对角线 (称为行列

式的主对角线 )以下的元全为 0 ,即当 i > j时 , ai j = 0 .

解  由于这个行列式中有众多的元为 0 ,为了减少计算过程 ,

只需找出它的一切非零的项及其所带符号即可 .按行列式的定义 ,

非零项的 n个元在第一列中只能取 a11 (否则该项为 0) ,第二列中

只能取 a22 ,第三列只能取 a3 3 ,⋯⋯ ,第 n列必取 ann为因子 .于是 ,

此行列式除乘积 a1 1 a2 2 a3 3⋯ ann外 ,其余一切项均为零 .又因为它的

列标排列的反序数τ( 123⋯ n) = 0 ,故它带正号 .所以行列式的值

为 a11 a22 ⋯ ann ,即
a11 a12 a13 ⋯ a1 n

0 a22 a23 ⋯ a2 n

0 0 a33 ⋯ a3 n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 0 0 ⋯ ann

= a11 a22 a33 ⋯ ann .

这个行列式称为右上三角形行列式 ,或简称为上三角形行列

式 .以上说明 :上三角形行列式的值等于其主对角线上各元之积 .

例 2  求右下三角形行列式

0 0 ⋯ 0 a1 n

0 0 ⋯ a2 n - 1 a2 n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

an1 an2 ⋯ ann - 1 ann

的值 .这个行列式的特点是 ,当 i + j≤ n时 , aij = 0 .

解  同例 1 的讨论类似 ,除第一行取 a1 n ,第二行取 a2 n - 1 , 第

三行取 a3 n - 2 ,⋯ ,第 n行取 an1为因子的项

a1 n a2 n - 1 a3 n - 2⋯ an1

外 ,其余一切项均为零 ,又它带的符号为

( - 1 )
τ[ n( n - 1 ) ( n - 2 )⋯ 1 ]

= ( - 1)
( n - 1 ) + ( n - 2 ) + ⋯ + 1

= ( - 1 )
n( n - 1 )

2 .
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因此有

0 ⋯ ⋯ 0 a1 n

0 ⋯ ⋯ a2 n - 1 a2 n

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

an1 an2 ⋯ ann - 1 ann

= ( - 1 )
n( n - 1 )

2 a1 n a2 n - 1⋯ an1 .

当 n= 4 时 ,四阶行列式

0 0 0 a14

0 0 a23 a24

0 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

= ( - 1)
4·3

2 a14 a23 a32 a41

= a14 a23 a32 a41 .

这说明了计算二阶行列式、三阶行列式的对角线法则 ,对四阶以上

的行列式不适用 .

在举下面的例子之前 ,我们提醒读者注意 ,行列式的元的行标

与列标不一定用前 n个自然数表示 .

例如

| B | =

a2 1 a2 2 a2 4

a3 1 a3 2 a3 4

a5 1 a5 2 a5 4

| B |的元由 | A | = det ( ai j )中取出位于第二、三、五行与第一、二、四

列相交处的元构成 .| B |中每个元的足标分别表示它们在 | A |中的

位置 .

由行列式的定义有

| B | = ∑
j
1

j
2

j
3

( - 1)
τ( j

1
j
2

j
3

)
a2 j

1
a3 j

2
a5 j

3
.

这里 j1 j2 j3 表示 1、2、4 的排列 .∑
j
1

j
2

j
3

表示对 1、2、4 的一切排列
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