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内 容 简 介

本书精选了高职高专工科各专业必要的高等数学基本知识。全书共分为 8 章, 内容包括函数与极限, 导

数与微分, 不定积分, 定积分, 定积分在几何上的应用, 多元函数微分学, 无穷级数和微分方程。

从高职高专教学突出实践、突出应用的主导思想出发, 本书对高等数学的传统教学内容进行了较大的

精简, 并使用了浅显易懂的语言和生动趣味的引例, 以求使读者用较少的学时, 学到符合高职高专培养目标

和满足后续课程及以后实践、应用所需要的高等数学知识。为此, 本书适当地降低了理论性内容的深度, 突

出了应用性内容的论述与练习。

本书特别适合作为高职高专高等数学教材, 也可作为工科专科、函授或电大有关专业的高等数学教材

或参考书。
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前   言

本书是全国 21 世纪高职高专规划教材之一, 是编者依据高职高专培养实践型、应用型人

才的培养目标, 在多年的高等数学教学中, 经过反复实践, 认真总结经验, 针对高职高专高

等数学教材进行教学改革的一种探讨和尝试。

本教材的主要特点表现在以下两个方面。

1. 重视应用和实践。本书在编写过程中, 努力贯彻“以应用为目的, 以必需、够用为度”

的高职高专教学理念, 在保证科学性的前提下, 注意做到: 教材的编写要着眼于提高学生在

后续课程和生产科研中运用高等数学解决实际问题的能力。为此, 对于在后续课程和生产科

研中得到广泛应用的内容, 在书中进行反复讲解, 大量练习; 而对于理论性强但应用性较弱

的内容, 则努力降低理论上的论证与要求。如教材第 1 章中的函数与极限部分, 本书打破理

论性较强的传统讲法, 不用所谓ε- N 和ε-δ语言, 仍可在确保科学性的情况下, 成功地完

成了所有教学任务。

2. 由浅入深, 循序渐进, 激发兴趣, 便于自学。本书对于高等数学中许多不好理解、不

好掌握的内容, 注意做到: 在这部分内容前, 安排浅显易懂或引人入胜的引例。这有利于读

者循序渐进地学习和培养学习高等数学的兴趣。例如, 幂级数是比较难学的, 但通过引例

lim
x→0

sin x - x
x
3 的幂级数简洁解法, 使读者切实感到这部分知识十分有用, 进而激发他们学习的

兴趣和积极性。

本书第 1 章、第 6 章、第 7 章由李毅夫编写, 第 2 章由于萍编写, 第 3 章由龚晓岚编写,

第 4 章由胡柏新编写, 第 5 章由陈影编写, 第 8 章由何金敏编写。全书由李毅夫任主编, 于萍

任副主编, 参编人员还有张煜、陈培。徐贵生对本书初稿进行了校阅, 提出了许多宝贵意见,

在此表示感谢。

编者深知, 本教材的编写实属在教改大潮中的一种探索, 意在抛砖引玉。由于能力、水

平所限, 加之时间仓促, 本教材的编写必有不足之处, 欢迎提出宝贵意见。

编  者

2004 年 1 月
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第 1 章  函数与极限

高等数学的基础是极限。许多高等数学的内容, 例如导数、定积分、广义积分、曲线积

分、曲面积分、无穷级数等, 都是特定意义下的极限。但是, 极限的基础又是什么呢 ?极限的

基础是无穷小。那么, 无穷小的基础是什么 ?无穷小的基础是形形色色的变量, 它包括自变量

与因变量(即自变量的函数)。所谓函数关系就是变量之间的依赖关系。极限方法则是研究变量

的一种基本方法。本章将介绍函数、极限、函数的连续性等高等数学的一些最基本的内容。

1. 1  函数

1. 1. 1  区间

区间是在高等数学中经常用到的一类数集。由于本书内容只涉及一元函数, 故本书中的

区间, 都是 x 轴上某类点的集合。

以下设 a和 b都是实数, 且 a < b。

图 1 - 1

数集

{ x| a < x < b}

称为开区间, 记作( a, b), 在数轴上表示如图 1 - 1 所示。

数集

图 1 - 2

{ x| a≤ x≤ b}

称为闭区间, 记作[ a, b], 在数轴上表示如图 1 - 2 所示。

数集

{ x| a≤ x < b}

图 1 - 3

称为半开区间, 记作[ a, b), 在数轴上表示如图 1 - 3 所示。

数集

{ x| a < x≤ b}

称为半开区间, 记作( a, b], 在数轴上表示如图 1 - 4 所示。

图 1 - 4

以上 4 种区间称为有限区间。

此外,还有所谓无限区间。首先认识一下表示无限的几个符

号: + ∞读做“正无穷大”; - ∞读做“负无穷大”; ∞读做“无穷

大”。

图 1 - 5

数集

{ x| a < x}

称为无限开区间, 记作( a, + ∞), 在数轴上表示如图 1 - 5 所示。

数集

1



{ x| x≤ b}

图 1 - 6

称为无限半开区间, 记作( - ∞, b], 在数轴上表示如图 1 - 6 所

示。

类似地, 还有无限区间[ a, + ∞), ( - ∞, b), ( - ∞,

+ ∞)。它们所对应的点集和图形, 请读者自行画出。

注意  ∞不是数, 而是一种处于无限运动程的点。 + ∞表示

处于沿 x 轴正向无限运动过程的点, - ∞表示处于沿 x 轴反向无限运动过程的点, 而∞表示

±∞。特殊情况下, 即仅在表示自然数 n 趋于正无穷时, 符号 n→∞中的∞表示 + ∞。

1. 1. 2  邻域

高等数学中, 经常要用到邻域的概念。所谓邻域, 就是某一点邻近的点集。具体有以下

两种。

点 a的δ邻域为: 开区间( a - δ, a + δ), 其中δ> 0。

点 a的去心的δ邻域为: ( a - δ, a)∪( a, a + δ), 其中 δ> 0。

对于以上两种邻域的区间表示式, 读者可自行画出它们的图形。

1. 1. 3  函数的概念

1. 常量与变量

在研究过程中保持一定数值的量称为常量, 而在研究过程中可以取不同的数值的量称为

变量。常量与变量是相对的, 在这个过程中的常量可能就是另一过程中的变量, 常量也可以

理解成不变的变量。

2. 函数的定义

定义 1 - 1  设 x 和 y 是两个变量, D 是一个给定的数集。如果对于每个 x∈ D, 变量 y

按照一定的法则总有确定的数值与变量 x 对应, 则称 y是 x 的函数, 记作

y = f( x)。 (1 - 1)

其中, 给定的数集 D 叫做函数 y = f( x)的定义域, x 叫自变量, y 叫因变量。因变量 y取值

的范围

W = { y y = f( x), x ∈ D} (1 - 2)

叫做函数的值域。

由于定义 1 - 1 只要求“有确定的数值与变量 x 对应”, 并没有要求“有惟一的值与 x 对

应”, 因此对于自变量 x 取定的一个值, y 可以有一个, 也可以有多个值与之对应; 在前一种

情况下称 y为单值函数, 在后一种情况下称 y 为多值函数。本书只考虑 y是单值函数的情

况。

例 1 - 1  函数

y = x
2

2



图 1 - 7

的定义域 D = ( - ∞, + ∞), 值域 W = [0, + ∞), 图形如图 1 - 7 所

示。

例 1 - 2  函数

y = x
3

的定义域 D = ( - ∞, + ∞), 值域 W = ( - ∞, + ∞), 图形如图 1 - 8

所示。

图 1 - 8

例 1 - 3  函数

y =
1
x

的定义域 D = ( - ∞, 0)∪(0, + ∞), 值域 W = ( - ∞, 0)∪ (0,

+ ∞), 图形如图 1 - 9 所示。

例 1 - 4  函数

图 1 - 9

y = 6

的定义域 D = ( - ∞, + ∞), 值域 W = 6, 图形如图 1 - 10 所示。

虽然例 1 - 4 是一类极为简单的函数; 但是, 许多初学者在实际计

算中, 却会感到十分困难。为此, 请读者做如下练习。

设 f( x) = 6, 求下列函数值:

f(1), f(5), f(100), f( - 800), f(0.1), f( - 1000), f( x - 5),

f( x
2
)

图 1 - 10

分别等于多少 ? 又若 f( x) = 600, 求下列函数值:

f(1), f(5), f(100), f( - 800), f(0.1), f( - 1000), f( x - 7),

f( x2 + x + 1)

各等于多少 ?

例 1 - 5  函数

y = | x|

图 1 - 11

的定义域 D = ( - ∞, + ∞), 值域 W = [0, + ∞), 该种函数称为绝对

值函数, 图形如图 1 - 11 所示。

研究表明, 函数研究必须考虑函数的 3 个要素:

(1) 定义域;

(2) 值域;

(3) 对应关系。

例 1 - 6  设 f( x) = lg x
4
, g( x) = 4lg x。它们是否为同一函数 ? 为什么 ?

答  它们不是同一函数, 因为它们的定义域不同: f( x)的定义域为( - ∞, 0)∪(0,

+ ∞); 而 g( x)的定义域为(0, + ∞)。

例 1 - 7  函数

sgn x =

1, x > 0;

0, x = 0;

- 1, x < 0

称为符号函数, 它的定义域 D = ( - ∞, + ∞), 值域 W = { - 1, 0, 1}, 函数的图形如
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图 1 - 12所示。

图 1 - 12

例 1 - 8  设函数

f( x) =
x + 1, x≥0

x - 1, x < 0
,

求 f( - 2), f(3), f(0)。

解  f( - 2) = - 2 - 1 = - 3, f(3) = 3 + 1 = 4, f(0) = 0 + 1 = 1。

例 1 - 7 和例 1 - 8 所给的函数在不同的区间具有不同的表达式,

这类函数叫做分段函数。

1. 1. 4  函数的几种特性

1. 函数的有界性

定义 1 - 2  设 D 为某点集, 对于 x∈ D, 函数 f( x)有定义。如果存在某一正数 M , 使

得对 x∈ D, 都有

f( x) ≤ M , (1 - 3)

则称函数 f( x)在 D 内有界。如果找不到这样的正数 M , 则称 f( x)在 D 内无界。

例如, f( x) = sin x, 由于对 x∈( - ∞, + ∞)都有| f( x)| = |sin x|≤1, 所以 f( x) =

sin x在( - ∞, + ∞)内有界。而对于函数 g( x) = x + 1, 且 x∈( - ∞, + ∞), 却找不到这样

一个正数 M , 使得| g( x)| = | x + 1|≤ M , 所以 g( x) = x + 1 在( - ∞, + ∞)内无界。

在求极限等后续课程中经常要用到函数的有界性, 因此, 必须记住两个常用的在

( - ∞, + ∞)内有界的函数 y = sin x 和 y = cos x。

2. 函数的奇偶性

定义 1 - 3  设函数 f( x)的定义域 D 关于原点对称, 如果对任一( - x)∈ D, 恒有:

(1) f( - x) = - f( x), 则称 f( x)为奇函数;

(2) f( - x) = f( x), 则称 f( x)为偶函数。

注意  函数的奇偶性, 容易使人产生误解, 认为函数只有奇函数和偶函数两类。其实, 还

有很多函数, 它们既不是奇函数, 也不是偶函数, 这类函数我们称之为非奇非偶函数。

例 1 - 9  判断下列函数的奇偶性:

(1) f( x) = x
2
+ 1; (2) f( x) = x + sin x; (3) f( x) = x + 1。

解  (1) f( - x) = ( - x)
2
+ 1 = x

2
+ 1 = f( x), 故 f( x)为偶函数;

(2) f( - x) = - x + sin( - x) = - ( x + sin x) = - f( x), 故 f( x)为奇函数;

(3) f( - x) = - x + 1, f( - x)既不等于 - f( x), 又不等于 f( x); 所以该函数为非奇非

偶函数。

函数的奇偶性在图形上体现为: 奇函数的图形是关于原点对称的, 偶函数的图形是关于

y轴对称的。偶函数图形的例子参见图 1 - 7、图 1 - 10 和图 1 - 11, 奇函数图形的例子参见

图 1 - 8、图 1 - 9 和图 1 - 12。

函数的特性一般还有单调性、周期性等, 这些内容在中学教材中已作了较详细的介绍,

故在此从略。
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习题 1. 1

1. 将下列 x 的范围表示为区间:

(1) - 1≤ x≤2;  �(2) 0≤ x < 6;  �(3) x < - 5;  �(4) x > 10;

(5) 3 < x < 7;  (6) | x| < 1;  (7) | x| > 2;  (8) | x|≤3;

(9) | x|≥6;  (10) | x| < δ, δ> 0。

2. 下列函数是否为同一函数 ? 为什么 ?

(1) f( x) = sin x, g( x) = sin( x
2
);

(2) f( x) = lg x
3
, g( x) = 3lg x;

(3) f( x) = lg x
30
, g( x) = 30lg x;

(4) f( x) =
x + 1
x + 1
, g( x) = 1。

3. 画出下列函数的图形, 并求下列函数在给定点处的函数值:

(1) f( x) = x
2
+ 1, x = 0, x = a, x = a + b, x = x0 +Δx;

(2) f( x) = 9, x = 0, x = a, x = a + b, x = x0 +Δx;

(3) f( x) =
x + 1, x≥0

x - 1, x < 0
, x = - 1, x = 0, x = 10;

(4) f( x) =
x + 1, x≥1

2 x, x < 1
, x = - 1, x = 0, x = 1, x = 2, x = 10。

4. 下列函数是否为有界函数, 为什么 ?

(1) f( x) = sin x + 1;

(2) f( x) = x
2
+ 1;

(3) f( x) = cos( x
2
+ 1);

(4) f( x) = | x|。

5. 判断下列函数的奇偶性:

(1) f( x) = x2 + 1;

(2) f( x) = | x|;

(3) f( x) = cos( x
2
+ 1);

(4) f( x) = sin x + 1;

(5) f( x) = x
3
- x
2
+ 5;

(6) f( x) = xcos x。

1. 2  初等函数

1. 2. 1  基本初等函数

1. 幂函数  y = x
μ
(μ∈ R )

幂函数的一个特点是: 随着常数μ取值的不同, 函数的定义域、值域有所不同。可参考
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例 1 - 1、例 1 - 2、例 1 - 3 和例 1 - 4。幂函数的另一个特点是: 函数曲线都经过(1, 1)这一

点。

2. 指数函数  y = a
x
( a > 0, a≠1)

指数函数 y = a
x
( a > 0, a≠1)的定义域是( - ∞, + ∞), 值域是(0, + ∞)。

指数函数的一个特点是: 函数的单调性随 a 取值不同而不同。当 0 < a < 1 时, 函数单调

减少; 当 a > 1 时, 函数单调增加。详见图 1 - 13 和图 1 - 14。

图 1 - 13 图 1 - 14

指数函数的特殊情况是: y = e
x
。  其中, 底数 e = 2. 718 28⋯是无理数。  高等数学中提到

的指数函数一般就指 y = e
x
, 它是科技中常用的函数。e = 2. 718 28⋯的来源将会在后面几节

介绍。

3. 对数函数  y = log a x  ( a > 0, a≠1)

对数函数的定义域、值域与指数函数的定义域、值域正好相反, 它的定义域是

(0, + ∞), 值域是( - ∞, + ∞)。详见图 1 - 15 和图 1 - 16。

图 1 - 15 图 1 - 16

由图 1 - 15 和图 1 - 16 知道, 对数函数 y = log a x 随 a 取值不同而具有不同的单调性。

需要特别注意当对数函数的底数 a = e 时的特殊情况。这时, 对数函数记为 y = ln x。高

等数学中提到的对数函数一般就指 y = ln x。

4. 三角函数

表 1 - 1  正弦、余弦、正切、余切三角函数

函   数 定  义  域 值   域

正弦函数  y = sin x ( - ∞, + ∞) [ - 1 h, 1]

余弦函数  y = cos x ( - ∞, + ∞) [ - 1 h, 1]

正切函数  y = tan x x≠
2 ck + 1
2
π, k∈Z ( - ∞, + ∞)

余切函数  y = cot x x≠ kπ, k∈Z ( - ∞, + ∞)
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  表 1 - 1 中函数的图形见图 1 - 17、图 1 - 18、图 1 - 19 和图 1 - 20。图 1 - 17～图 1 - 20

中一些特殊的点请读者自行给出。

图 1 - 17 图 1 - 18

图 1 - 19 图 1 - 20

此外, 还有正割函数 y = sec x 和余割函数 y = csc x。这两个函数, 在高等数学中也经常

要用到。请注意有关的公式:

y = sec x =
1
cos x
;

y = csc x =
1
sin x
;

sec
2
x = tan

2
x + 1;

csc
2
x = cot

2
x + 1。

常用的三角公式还有:

sin
2
x + cos

2
x = 1;

sin 2 x = 2sin xcos x;

1 + cos x = 2cos
2 x
2
;

1 - cos x = 2sin
2 x
2
。

5. 反三角函数

表 1 - 2  常用反三角函数的主值

函   数 定  义  域 值   域

y = arcsin x [ - 1 �, 1] -
π
2 G
,
π
2

y = arccos x [ - 1 �, 1] [0 ?, π]

y = arctan x ( - ∞, + ∞) -
π
2 T
,
π
2

y = arccot x ( - ∞, + ∞) (0 ?, π)
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需指出, 幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数统称为基本初等函数。

1. 2. 2  复合函数

引例 1 - 1  设 y = e
u
, 而 u = sin x, 则将 u = sin x 代入 y = e

u
, 可得

y = e
sin x
。

于是, 我们称 y = e
sin x
是由 y = e

u
及 u = sin x 复合而成的所谓复合函数, 把 u 称为中间变量。

定义 1 - 4  设 y = f( u), u = φ( x), 若 y = f[φ( x)]有意义, 则称 y = f[φ( x)]为函数

y = f( u)和 u = φ( x)复合而成的复合函数, 称 u 为中间变量。

例 1 - 10  y = sin u, u = 5 + x
2
, 则 y = sin(5 + x

2
)就是以 u = 5 + x

2
为中间变量的复合

函数。

注意  并不是任意两个函数都可以复合成一个复合函数。例如, 对于 y = arcsin u 和 u =

5 + x
2
, 则 y = arcsin(5 + x

2
)就不是复合函数, 因为 y = arcsin(5 + x

2
)没有意义。

复合函数也可以由多个中间变量复合而成。例如, y = cos u, u = e
v
, v = x

2
, 就有 y =

cos e
x
2

。

例 1 - 11  求由下列所给函数复合而成的复合函数, 并求指定点处的函数值:

(1) y = u
3
, u = cos x, 在 x =

π
3
处;

(2) y = u, u = 1 + x
3
, 在 x = 1 处。

解  (1) 复合函数 y = cos
3
x, y

x =
π
3

=
1
2

3

=
1
8
。

(2) 复合函数 y = 1 + x
3
, y
x = 1
= 2。

例 1 - 12  写出中间变量并分解下列函数:

(1) y = (2 x + 5)
8
; (2) y =

sin(2 x + 1)
2 x + 1

; (3) y = e
cos
1
x。

解  (1) y = u
8
, u = 2 x + 5;

(2) y =
sin u
u
, u = 2 x + 1;

(3) y = e
u
, u = cos v, v =

1
x
。

1. 2. 3  初等函数

定义 1 - 5  由常数及基本初等函数经过有限次四则运算和有限次复合步骤所构成的并

且可以用一个式子表示的函数, 叫做初等函数。

例如, y = (2 x + 5)
8
, y =
2 x + 1
x
2
- x - 6
, y = e

cos
1
x是初等函数; 而 y = sin x + sin 2 x + ⋯ +

sin nx + ⋯就不是初等函数。
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习题 1. 2

1. 求下列函数的定义域:

(1) y = x - 2;    :(2) y = e
1
x + 1
;     j(3) y = ln( x - 1);

(4) y = sin( x
2
+ 1); (5) y = arcsin( x - 1); (6) y = arccos( x + 5);

(7) y = arctan x; (8) y = arcsin x + x + 1。

2. 求下列复合函数在指定点处的函数值。

(1) y = u
2
, u = sin x; x =

π
6
, x =
π
3
。

(2) y = e
u
, u = sin v, v = x

2
; x = 0, x =

π
2
。

(3) y = ln(1 + u), u = cos v, v = x
2
+
π
4
; x = 0, x =

π
2
。

(4) y = arcsin u, u = x +
1
2
; x = 0, x =

1
2
。

3. 分解下列复合函数:

(1) y = e
x + 1
;    �(2) y = ln( x

2
+ 1);     �(3) y =

cos( x + 1)
ln( x + 1)

;

(4) y = ln sin (e - x); (5) y = x2 + x + 1; (6) y = sin(cose x);

(7) y = arcsin x + 5; (8) y = arctan( x
2
+ 1)。

4. 写出两个非初等函数。

1. 3  数列的极限  函数的极限

1. 3. 1  自变量 x 的 7 种趋近形式

由于不重合的两点间的距离总是取正值的; 因此, 点 x 与点 x0 之间的距离 d 应该是

d = | x - x0|。

为简洁, 本书总是用ε表示任意小的正数, 不再重复说明。

因为孤立的一个数若没有与之相比较的数, 谈不上它的大小; 所以,“任意小的正数ε”

与“任意给定的正数ε”实际上是同一个意思。这一点, 请读者务必明确。

另外, 关于任意小的正数ε, 有一条十分重要的性质, 我们把它用定理的形式给出。

定理 1 - 1  设 x 为变量, k∈R
+
, 则| x| < kε与| x| <ε等价。

证  由于 ε是任意小的正数, 由它的任意性可知, 对 k∈R
+
, kε仍是任意小的正数, 所

以| x| < kε与| x| < ε等价。

有了距离的概念及ε, 就可以明确数学中的“趋于”或“趋近于”的概念了。

定义 1 - 6  在变量 x 的变化过程中, 自某一时刻后, 如果点 x 与定点 x0 间的距离小于

ε, 即若| x - x0 | <ε, 则称 x 趋于点 x0。
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根据定义 1 - 6, x 趋于点 x0 应该有下述 3 种情况:

(1) x 从 x0 左侧趋于点 x0;

(2) x 从 x0 右侧趋于点 x0;

(3) x 从 x0 左右两侧趋于点 x0。

上述 3 种情况分别记为: x→ x0 - 0, x→ x0 + 0, x→ x0。(请读者自行在数轴上画出这 3

种趋近情形的示意图形。)

上面考虑的是 x0 为数轴上有限的点的情况。而如果 x0 不是数轴上有限的点, 即 x0 是

无穷大( + ∞, - ∞或∞), 此时的 x 趋于点 x0 (即 x 趋于 + ∞, - ∞或∞)又如何定义 ?

定义 1 - 7  在变量 x 的变化过程中, 自某一时刻后, 如果点 x 与原点间的距离大于任

意大的正数 M , 即| x| > M, 则称 x 趋于无穷大。

显然, x 趋于无穷大有下述 3 种情况:

(1) x 趋于 - ∞;

(2) x 趋于 + ∞;

(3) x 趋于∞。

上述 3 种情况, 相应地依次记为: x→ - ∞, x→ + ∞, x→∞。(请读者自行在数轴上画

出这 3 种趋近情形的示意图形。)

最后, 还有 x 趋近的一种特殊形式: x 以取自然数值 n 的形式, 跳跃性地趋于 + ∞。这

种情况我们把它记为 n→∞。

1. 3. 2  数列的极限

所谓数列, 就是按照一定顺序排列的一列数 x1, x2, ⋯, xn, ⋯ 简记为{ xn}。

定义 1 - 8  设有数列{ xn}, 在 n→∞的过程中, 若随着 n 的不断增大, 存在

| xn - A| < ε,

则称数列{ xn}的极限等于 A, 记为lim
n→ ∞
x n = A; 其中 A∈R 。

例 1 - 13  设有数列{ xn}, xn =
1
n
, 则lim

n→ ∞

1
n
= 0。

证  事实上, 容易知道在 n→∞的过程中, 随着 n 的不断增大, 有

1
n
- 0 =
1
n
=
1
n
<ε,

所以  lim
n→ ∞

1
n
= 0。

类似, 可知 lim
n→ ∞

1
n
2 = 0;

lim
n→ ∞

1
n
2
+ 1
= 0。

1.3.3  函数的极限

定义 1 - 9  设有函数 y = f( x), 在自变量 x 的某种趋近过程中, 若随着 x 的不断趋近,
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