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出 版 说 明

高等教育自学考试是以国家考试为主导、个人自学、社会助学为主要条件的高等教育形

式。它的存在与发展受到了社会各界的欢迎与高度重视 ,也引起了世界的瞩目。为了使自学

考生通过正确的方法与技巧学好各门公共课 ,深入理解各门课程的基本概念、基本原理 ,提高

理论水平和解决分析问题的能力 ,并在自学考试中取得好成绩 ,我们组织了人大、北师大、理工

大等高校的教授、命题专家及多年从事教学与自学考试辅导 ,并具有丰富经验的教师 ,依据最

新的自学考试大纲和指定教材 ,吸取全国高等教育自学考试指导委员会的最新精神 ,精心编写

了这套《全国高等教育自学考试公共课辅导丛书》。

本套丛书公共课包括计算机应用基础、大学语文、高等数学、毛泽东思想概论、法律基础与

思想道德修养、马克思主义政治经济学原理、马克思主义哲学原理、邓小平理论概论共 8 个科

目。其特征如下 :

一、体例新颖 ,针对性强。对一门学科的理解与掌握 ,最关键的是要理清其独特的知识脉

络与体系 ,在这个清晰的框架中 ,再深入把握基本概念和基本原理。在理解概念和原理过程中

再把握每一章节内部、各章节之间、学科之间的纵横联系 ,这样才能加深理解 ,并能融会贯通。

这套丛书就是基于这一思想 ,通过知识网络图解、内容详解与分析或提示 ,使考生掌握知识的

内在逻辑关系。

二、突出重点 ,解答疑点。自学考生刚开始接触某一门新课时 ,很难及时发现和找到这门

课的重点 ,并且还有大量的疑点。本丛书围绕考核知识点的要求 ,突出了重点 ,并对疑点作了

点评或提示。

三、模拟实战 ,培养能力。通过大量围绕每章知识点各种题型的多侧面强化模拟训练 ,使

考生掌握每章要点和难点 ,提高应试能力。

四、最新真题与答案。通过对最新真题的了解 ,能使考生把握最新考试动态与命题方向。

为了方便考生检测自己的复习效果 ,本教学指导组又针对本套丛书编写了相应的《全国高

等教育自学考试公共课真题与模拟试卷》丛书。可帮助考生进一步掌握知识点、考点和难点 ,

提高应试的技巧 ,掌握应试的方法 ,从而取得理想成绩。

编写一套高质量的自考辅导用书 ,是一项艰巨而又十分有意义的社会工作。希望这套丛

书对广大自学考生有较大帮助 ,也祝愿广大自考考生取得优异成绩 ,事业兴旺发达 !

高等教育自学考试教学指导组
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前 言

《高等数学》是高等教育自学考试的重要的公共基础课。对于培养学生的运算能力、逻辑

思维能力和空间想象能力 ,进而提高学生分析问题、解决问题的能力都是十分重要的。同时 ,

学习高等数学也为学生进一步学习专业课程奠定了数学基础。

但长期以来 ,《高等数学》也是一门考生最感困难的课程。这其中有时间紧、基础差的因

素 ,也有内容多、要求高的因素等。这些都说明 ,考生在学习的过程中 ,需要得到正确的指导和

有效的帮助。

编者从事《高等数学》自学考试的教学工作十余年。通过对教材的反复钻研 ,对考生的深

入了解 ,对考题的仔细分析 ,有了自己的心得体会 ,并积累了丰富的经验。编成此书 ,奉献给大

家。希望它能成为考生的良师益友。

本书是根据全国高等教育自学考试指定教材《高等数学 (一 )微积分》, 按照章节进行概括

和总结编写的。每章有四部分内容 :

1. 学习目的和要求  指出大纲中对学习本章的要求。使考生明确目标 ,把握主次 ,心中

有底。

2. 主要内容与讲解  总结本章的主要内容 ,便于考生掌握全章的知识结构。并对有关内

容进行全面详细地讲解。讲解中包括 :对每一个数学概念应如何正确理解及可能产生的错误

认识 ;对每一种数学方法应如何正确掌握及可能产生的错误做法 ;知识的前后联系 ,方法的总

结提高 ,应用的技巧经验等等。

对教材中的内容 ,结合初学者可能出现的错误 ,进行深入浅出的讲解 ,是本书的一大特色。

通过讲解可使考生能够真正达到 :概念清楚、方法熟练、应用灵活的程度。

3. 典型例题分析  选取指定教材习题中、历年考题中的典型题目、有一定难度的题目 ,进

行详细的分析和解答。给出了解题的思路、解题的方法和解题的技巧。

通过对典型例题的分析 ,可使考生达到 :举一反三 ,触类旁通 ,融会贯通的境界。

4. 自测题  为帮助考生检查、巩固所学知识 ,提高解题能力。在每章后都附有相当数量

的练习题。并在书后给出答案和提示。可供考生自测练习之用。

本书是自学考试考生的辅导教材。也可作为学历文凭考试的考生以及其他成人大学学

生 ,高校在校学生等 ,学习高等数学的参考书。

由于作者写作时间较紧 ,难免有不妥之处 ,欢迎各位读者批评、指正。

编  者
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第一章  函数及其图形

一、学习目的和要求

学习本章 ,要求联系集合和映射掌握函数概念 ,并掌握函数的单调、有界、奇偶、周期等特

性分析表示、图形和特征 ,并要求读者具有由常见的经济管理问题建立相应的函数关系的能

力 ,养成图文并重的思维方法。

二、主要内容与讲解

(一 )集合与映射

1 .集合的概念

(1 )集合  集合是具有某个共同属性的一些对象的全体 ,构成集合的每一个对象称为该集

合的元素。一般用大写字母 : A、B、C⋯表示集合。用小写字母 : a、b、c⋯表示集合中的元素。

如果 a是集合 A 的元素 ,则记作 : a∈ A,读作 a属于 A。如果 a不是集合 A 的元素 ,则记

作 : aú A(或 a∈/ A) ,读作 a不属于 A。

在数集中 :N表示自然数集 ; Z 表示整数集 ; Q表示有理数集 ; R表示实数集。

(2 )集合的表示

①列举法 :列出集合的所有元素 ,放在大括号 : {}中 ,元素间用逗号隔开。

②描述法 :把集合中元素所具有的共同属性描述出来。用 A = { x | x具有的属性}表示。

(3 )集合的类型

①有限集 :元素是有限个的集合 ,称为有限集。

②无限集 :元素是无限个的集合 ,称为无限集。

不含任何元素的集合 ,称为空集。记作 :� ;由所研究的所有事物构成的集合 ,称为全集。

记作 :Ω(或∪ )。

(4 )子集、集合的相等

①子集 :如果集合 A 的任何一个元素都是集合 B 的元素 , 则 A 称为 B 的子集 , 记作 :

A� B或 B� A,读作 : A包含于 B 或 B 包含 A。

任何一个集合都是它自身的子集 ,即 A� A。空集是任何一个集合的子集 ,即�� A。

因此 ,任何一个非空集合都有两个当然的子集 :空集和本身。

②集合的相等 :若 A� B且 B� A ,即集合 A和集合 B 含有相同的元素 ,则称两个集合 A

与 B 相等。记作 : A = B。

2 .集合的运算

(1 )交集  由既属于集合 A又属于集合 B 的公共元素构成的集合 ,称为 A 与 B 的交 (或

积 )。

—1—



图 1 - 1

记作 : A∩ B。读作 : A交 B。即 A∩ B = { x | x∈ A且 x∈ B}

如图 1 - 1 所示。

有 : A∩ B� A  A∩ B� B  A∩ A = A  A∩� =�  A∩Ω= A

(2 )并集  由集合 A与集合 B 的所有元素构成的集合 ,称为 A与 B

的并 (或和 )。记作 : A∪ B,读作 : A 并 B。

即 A∪ B = { x | x∈ A或 x∈ B}

图 1 - 2

如图 1 - 2 所示。有 : A� B∪ A  B� A∪ B  A∪ A = A

A∪� = A  A∪Ω=Ω

(3 )补集  满足下列两个条件的集合称为集合 A 关于集合 B 的补

集 :一是集合 A是集合 B 的子集 ;二是集合中的元素属于 B 但不属于

A。记作 A
C
B 或 A

C
。即 A

C
B = { x | x∈ B且 xú A}。

如图 1 - 3 所示。有 : A∪ A
C
B = B, A∩ A

C
B =�

(4 )集合运算律

①交换律 : A∩ B = B∩ A   A∪ B = B∪ A

图 1 - 3

②结合律 : A∩ ( B∩C) = ( A∩ B)∩C   A∪ ( B∪C) = ( A∪ B)∪C

③分配律 : A∩ ( B∪C) = ( A∩ B)∪ ( A∩C)

A∪ ( B∩C) = ( A∪ B)∩ ( A∪C)

④对偶律 : ( A∪ B)
C

= A
C
∩ B

C
  ( A∩ B)

C
= A

C
∪ B

C

3 .区间与邻域

(1 )区间

①有限区间

( i )开区间 : ( a, b) = { x | a < x < b}表示满足不等式 a< x < b的实数 x 的集合。

( ii )闭区间 : [ a, b] = { x | a≤ x≤b}表示满足不等式 a≤ x≤ b的实数 x 的集合。

( iii )半开半闭区间 : ( a, b] = { x | a < x≤ b}表示满足不等式 a < x≤ b的实数 x 的集合。类

似有 : [ a, b) = { x | a≤ x < b}表示满足不等式 a≤ x < b的实数 x 的集合。

有限区间的区间长度为 b - a。

②无限区间

( i ) ( a, +∞ ) = { x | x > a}表示满足不等式 x > a的实数 x 的集合。

( ii ) [ a, +∞ ) = { x | x≥ a}表示满足不等式 x≥ a的实数 x 的集合。

( iii ) ( - ∞ , b) = { x | x < b}表示满足不等式 x < b的实数 x 的集合。

( ïv) ( - ∞ , b] = { x | x≤ b}表示满足不等式 x≤ b的实数 x 的集合。

(̈v ) ( - ∞ , +∞ ) = { x | - ∞ < x < +∞}表示全体实数的集合。

(2 )邻域

①邻域 : | x - x0 | <δ,称为点 x0 的δ邻域。 x0 称为邻域的中心 ,δ称为邻域的半径。即是

开区间 ( x0 -δ, x0 +δ) ,如图 1 - 4 所示。

图 1 - 4
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②空心邻域 :0 < | x - x0 | <δ,称为点 x0 的δ空心邻域。

即是 : ( x0 -δ, x0 )∪ ( x0 , x0 +δ) ,也就是在 x0 的δ邻域中去掉了中心 x0 点。

4 .映射的概念

定义 1 .1  若两个集合 X , Y 间的一种对应关系 f 满足条件 :

(1 )对于第一个集合 X 的每一个元素 ,都能按某种规则与第二个集合 Y 的某个元素对应。

(2 )对于第一个集合 X 的每一个元素 ,第二个集合 Y 中与它对应的元素只有一个。则称

这样的对应关系 f 为从 X 到 Y 的映射 ,记作 f : X→Y。

讲  解

1 .关于集合与映射

(1 )集合是数学中最基本的概念之一  1882 年德国数学家康托尔创立了集合论。近代数

学就建立在集合论的基础之上。

(2 )集合元素的特征  集合中的元素具有三个特征 :第一是确定性。集合若给定则其元素

就确定。即对于任何一个事物或者是这个集合的元素 ,或者不是这个集合的元素 ,二者必居其

一。元素不确定时不能构成集合。例如“著名的科学家”,“很大的实数”等都不能构成集合 ,因

为“著名的”,“很大的”都是不确定的。第二是互异性。集合中的元素都是互不相同的 ,在集合

中元素不能重复。例如 : {1 , 2 , 3}∪{2 ,3 , 4} = {1 , 2 , 3 , 4} ,而不能写成 : {1 , 2 , 2 , 3 , 3 , 4}。第三

是无序性。集合中的元素没有顺序问题 ,哪个元素写在前 ,哪个元素写在后 ,没有关系。只要

两个集合含有的元素是相同的 ,这两个集合就是相等的。例如 : {1 ,2 ,3} = {3 , 2 , 1}。

(3 )要分清关系  元素与集合的关系和集合与集合的关系。这是两种不同的关系 ,前者是

属于不属于的关系 ,后者是包含不包含的关系。因此其符号表示也不同 ,不要相混。例如 :3�

N, N∈R等表示都是错误的。

(4 )空集�与集合{0}不同  空集�是不含任何元素的集合。例如 ,集合{ x | x
2

+ 1 = 0 , x

∈R}就是一个空集。因为方程 x2 + 1 = 0 在实数范围内没有解。而{0}是含有一个元素“0”的

集合。例如集合 : { x | | x | < 1 , x∈Z} = {0}。

(5 )映射是两个集合间的一种对应关系 f : X→Y  这种关系要求 : ( 1)集合 X 中的每个元

素都与集合 Y 中的某个元素对应。 ( 2)对于集合 X 中的每一个元素 ,集合 Y 中与它对应的元

素只有一个。

这里需要注意 :①集合 X 中的每个元素在集合 Y 中都有对应的元素 ,但是集合 Y 中的每

个元素不一定都与集合 X 中的元素对应。②集合 X 中的每个元素在集合 Y 中只有一个元素

与它对应 ,但集合 Y 中的一个元素可以与集合 X 中的多个元素对应。也就是说 ,相对于 X→

Y :不允许 1→多 ,但允许多→1。

函数是一个特殊的映射。特殊在两个集合 X, Y 均为数集。

2 .关于区间与邻域

(1 ) 区间  微积分研究的对象是函数。函数揭示了变量之间的关系。变量在变化的过程中

有一个变化的范围 ,如何表示这个范围呢 ?这就引出了区间的概念。

区间分为有限区间和无限区间 ,这两种区间是不同的。在有限区间上成立的结论 ,在无限
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区间上不一定成立。例如 ,在定积分中 :若 f ( x )为奇函数 ,则有 :∫
a

- a
f ( x ) d x = 0。这里要求的积

分区间是对称的有限区间。若换成无限区间就不一定成立了。例如 ,∫
+∞

- ∞
sin xd x应该是发散 ,而

不等于零。

在区间的概念中 ,另一个需要注意的问题是 ,这个区间是开区间、闭区间、还是半开区间。

也就是说 ,这个区间是否包含区间的端点 ,包含一个端点还是两个端点。例如 ,在学习第四章的

中值定理时 ,中值定理的第一个条件都是 : f ( x ) 在闭区间 [ a, b] 上连续。因此 , 在判断函数

f ( x) 在区间 [ a, b] 上是否满足中值定理这个条件时 ,就不仅需要判断 f ( x ) 在开区间 ( a, b) 内

是否连续 ,还需判断 f ( x ) 在两个端点 a, b处是否连续。

(2 ) 邻域  | x - x0 | <δ,是一个很小的区间。它以 x0 为中心 ,δ为半径。即为 : ( x0 -δ, x0

+δ) ,其长度为 : x0 +δ - ( x0 - δ) = 2δ。有时 ,我们需要在一个很小的范围里考虑问题。例如 ,

极限的问题 ,极值的问题等。这就用到了邻域的概念。

还有的问题 ,其结论与 x0 点的情况无关。例如 ,研究 x→ x0 时 ,函数 f ( x ) 的极限。这个极

限是否存在与函数 f ( x)在 x0 处是否有定义无关 ,这时需要去掉中心 x0 点 ,就有了空心邻域的

概念。空心邻域 : 0 < | x - x0 | < δ,它表示 : ( x0 - δ, x0 ) ∪ ( x0 , x0 +δ)。

(二 )函数

1 .函数的概念

(1 )函数的定义

①定义 1 .2  若 X和 Y 都是实数集合 ,则两实数集合之间的映射 f : X→ Y 称为函数。称

X为函数 f 的定义域 ,记作 : D f。函数 f 记作 : y = f ( x) x∈ D f。其中 x称为自变量 , y称为

因变量。因变量 y的变化范围称为函数的值域 ,记作 : R f 或 Z f。

②函数的五个因素 :自变量 x;定义域 D f ;因变量 y;对应规则 f ;值域 R f。

在五个因素中 ,关键的是两个要素 :定义域 D f 和对应规则 f。

(2 )函数的表示

①解析法 :用解析表达式表示一个函数的方法称为解析法 ,也称为公式法。

分段给出解析式的函数称为分段函数 ;

由二元方程 F( x , y) = 0 所确定的 y与 x 的函数关系称为隐函数。

②表格法 :将自变量所取的值和对应的函数值列成表格 ,用以表示函数关系的方法称为表

格法。

③图示法 :在直角坐标系中 ,作出函数的图象—曲线 (包括直线 ) ,来表示函数关系的方法

称为图示法。

2 . 函数的几何特性

(1 )单调性

①定义 1 .3  设有函数 y = f ( x ) , x∈D f ,若对任意两点 x1 , x2∈D f ,当 x1 < x2 时 ,恒有 f

( x1 ) < f ( x2 ) , [ f ( x1 ) > f ( x2 ) ] ,则称函数 f ( x )在 Df 内严格单调增加 [严格单调减少 ]。

②在几何上 ,严格单调增加 (减少 )的函数 ,它的图形是随 x的增加而上升 (下降 )的曲线。

(2 )有界性

①定义 1 .4  若存在两个数 A 和 B ,对一切 x∈D f ,恒有 A≤ f ( x )≤ B。则称函数
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y = f ( x )在 D f 内是有界函数 ,否则称为无界函数。

②在几何上 ,如果函数的图象介于两条水平直线 y = A与 y = B之间 ,则函数就是有界的 ;

如果函数的图象可以向上或向下无限延伸 ,则函数就是无界的。

(3 )奇偶性

①定义 1 .5  设函数 y = f ( x ) ,其定义域 D f 关于原点 O对称 ,那么

( i )若对任何 x∈D f ,恒有 f ( - x) = f ( x) ,则称函数 y = f ( x )为偶函数。

( ii )若对任何 x∈D f ,恒有 f ( - x) = - f ( x) ,则称函数 y = f ( x )为奇函数。

②在几何上 ,偶函数的图形对称于 y轴 ,奇函数的图形对称于原点。

(4 )周期性

①定义 1 .6  设函数 y = f ( x ) , x∈ ( - ∞ , +∞ ) ,若存在 w≠0 ,对一切 x∈ ( - ∞ , +∞ ) ,

恒有 f ( x + w) = f ( x ) ,则称 f ( x )为周期函数。 w称为 f ( x )的一个周期。而将最小的正周期

(如果存在 ) ,称为函数的周期。

②在几何上 ,周期函数的特点是 ,自变量每增加或减少一个周期后 ,图形重复出现。

3 .复合函数和反函数

(1 )复合函数

定义 1 .7  设有两个函数 y = f ( u) , u∈ Df ,和 u = g( x) , x∈Dg ,如果函数 u = g( x )的值

域 Rg 包含在函数 y = f ( u)的定义域 D f 中 ,即 Rg�D f ,则称函数 y = f [ g( x ) ] ,为函数 y = f

( u)和 u = g( x)复合而成的复合函数 , u称为中间变量。复合函数也可以由三个、四个甚至于

更多个函数复合而成。

(2 )反函数

①定义 1 .8  设 y = f ( x )为给定的一个函数 ,如果对其值域 R f 中的任一值 y ,都可通过 y

= f ( x)在其定义域 D f 中确定惟一的 x 与它对应 ,则得到一个定义在 R f 上的以 y 为自变量 ,

x为因变量的新函数 ,则称之为 y = f ( x)的反函数 ,记作 : x = f - 1 ( y )。习惯上 ,记作 : y = f - 1

( x)。其定义域为 R f ,值域为 D f。

②求反函数的方法 :第一步根据 y = f ( x)解出 x;第二步交换字母 :将 x与 y 交换。

③反函数存在定理 :若函数 y = f ( x ) , x∈D f。是严格单调增加 (或减少 )的 ,则存在反函

数 x = f
- 1

( y) , y∈ R f ,且此反函数也是严格单调增加 (或减少 )的。

4 .初等函数

(1 )基本初等函数  基本初等函数包括五种函数 :幂函数、指数函数、对数函数、三角函数

和反三角函数。

①幂函数 : y = x
α

(α为实常数 )。幂函数的定义域随α的值而定。但在区间 ( 0 , +∞ )内总

有定义。表 1 - 1 给出几种幂函数的情况。
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表 1 - 1

函数 y = x2 Ýy = x3 –y = x
1 N
2 y = x - 1 y = x - 2

定义域 ( - ∞ , + ∞ ) ( - ∞ , + ∞ ) [ 0 , + ∞ ) ( - ∞ , 0 )∪ (0 , + ∞ ) ( - ∞ , 0 )∪ ( 0 , + ∞ )

值域 [ 0 , + ∞ ) ( - ∞ , + ∞ ) [ 0 , + ∞ ) ( - ∞ , 0 )∪ (0 , + ∞ ) (0 , + ∞ )

奇偶性 偶函数 奇函数 非奇非偶 奇函数 偶函数

单调性 非单调函数 单调增函数 单调增函数 单调减函数 非单调函数

图象

从表中可以看出 :当α> 0 时 ,图象过点 (0 , 0 )和 ( 1 , 1)且在第一象限内递增 ;当α< 0 时 ,图

象过点 (1 , 1 )且在第一象限内递减。

幂函数都是无界函数。且当α≠0 时 ,幂函数都不是周期函数。

②指数函数 : y = ax  ( a > 0 且 a≠1 )。定义域为 ( - ∞ , +∞ ) ,值域为 ( 0 , + ∞ )。图象过

点 (0 , 1 )。当 a> 1 时 , y = a
x
为单调增函数 ;当 0 < a < 1 时 , y = a

x
为单调减函数。我们经常用

到以 e为底的指数函数 y = e
x
, e≈2 .718。 图 1 - 5 是 y = 2

x
和 y = (

1
2

)
x
的图象。

③对数函数 : y = loga x  ( a > 0 且 a≠1 )。对数函数 y = loga x 是指数函数 y = a
x
的反函

数。定义域为 (0 , +∞ ) ,值域为 ( - ∞ , +∞ )。图象过点 ( 1 , 0 )。当 a > 1 时 , y = loga x 为单调

增函数 ;当 0 < a< 1 时 , y = loga x 为单调减函数。我们经常用到以 e为底的对数函数 y = ln x ,

称为自然对数。图 1 - 6 是 y = log2 x和 y = log 1
2

x的图象。

图 1 - 5 图 1 - 6

④三角函数 :三角函数的定义域、值域、性质和图象如表 1 - 2。
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表 1 - 2

函数 定义域 值域 性质 图象

y = sin x ( - ∞ , + ∞ ) [ - 1 , 1]

有界函数

奇函数

周期为 2π的

周期函数

y = c os x ( - ∞ , + ∞ ) [ - 1 , 1]

有界函数

偶函数

周期为 2π的

周期函数

y = t an x
x≠ kπ+

π
2

k∈Z

( - ∞ , + ∞ )

无界函数

奇函数

周期为π的

周期函数

y = cot x
x≠ kπ

k∈Z
( - ∞ , + ∞ )

无界函数

奇函数

周期为π的

周期函数

y = sec x
x≠ kπ+

π
2

k∈Z

( - ∞ , - 1 ]

∪ [ 1 , + ∞ )

无界函数

偶函数

周期为 2π的

周期函数

y = csc x
x≠ kπ

k∈Z

( - ∞ , - 1]∪

[ 1 , + ∞ )

无界函数

奇函数

周期为 2π的

周期函数
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  ⑤反三角函数 :反三角函数的定义域、值域、性质和图象如表 1 - 3。

表 1 - 3

函数 定义域 值域 性质 图象

y = arcsin x [ - 1 , 1 ] [ -
π
2

,
π
2

]

有界函数

奇函数

单调增函数

y = arccos x [ - 1 , 1 ] [0 ,π]

有界函数

非奇非偶

单调减函数

y = arct an x ( - ∞ , + ∞ ) ( -
π
2

,
π
2

)

有界函数

奇函数

单调增函数

y = arccot x ( - ∞ , + ∞ ) (0 ,π)

有界函数

非奇非偶

单调减函数

(2 )初等函数  由基本初等函数和常数经过有限次四则运算和复合运算而得到的函数称

为初等函数。分段函数不是初等函数。

讲  解

1 .关于函数的概念

(1 )常量与变量  数量关系是数学研究的主要对象 ,而数量又分为常量和变量两种。但常

量和变量是相对的而不是绝对的。某一个量在这个研究过程中是常量 ,而在另一研究过程中

又可能是变量。例如一种商品的价格 ,在某一时刻购买该商品时 ,该商品的价格是常量 ;若研

究某商品价格随季节而变化的情况 ,则该商品的价格又为变量了。

这种情况反映到数学中来 ,我们在学习极限、导数、积分、偏导数、重积分等过程中 ,要随时

注意分清 :哪个量是常量 ,哪个量是变量。避免由于常量、变量相混导致的错误。

(2 )函数的两要素  在函数的定义中 ,关键是两要素 :定义域与对应律。这是判断两个函数
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是否相同的依据。例如 y = ln x
2
和 y = 2ln x ,前者的定义域为 : ( - ∞ , 0 )∪ (0 , +∞ ) ,而后者的定

义域为: (0 , +∞ )。因为定义域不同 ,所以这两个函数不同。为了便于判断 ,也可加上值域而成

为函数的三要素 :定义域、值域和对应法则。在这三个要素中 ,只要有一个要素不同 ,这两个函数

就不同。例如: y = x
2
和 y = x ,立即看出二者的值域不同 , 前者 R f = [ 0 , + ∞ ) ,后者 R f =

( - ∞ , +∞) ,因而不是相同的函数。其实质是对应律不同: y = x2 = | x | ,与 y = x。

(3 )确定函数的定义域  确定函数的定义域 ,就是在实数范围内 ,求出使函数表达式有意

义的自变量的取值范围。具体来说 ,在求函数的定义域时 ,应考虑以下几点 :

①分式函数的分母不得为零 ;    ②偶次根式中 ,被开方式不得为负 ;

③对数符号中的真数部分必须为正;  ④反正弦 ,反余弦符号下的式子 ,其绝对值不大于 1;

⑤若函数表达式有若干项 ,则其定义域应是各项自变量取值的交集。

(4 )函数符号的使用  函数 y = f ( x ) , x∈D f ,是“ y是 x 的函数”的数学表达式。 x称为自

变量 ; x的取值范围称为函数的定义域 ,记作 D f ; y称为因变量 ; y的取值范围称为函数的值

域 ,记作 R f ; f 称为对应法则。这就是函数的五个因素。其中 f 表示 y 与 x 的对应关系。例

如 , y = f ( x) = 2 x2 ,表示对于每一个自变量 x的值 ,平方后再 2 倍就是因变量 y的值。

f ( x)中的 x可以换成 D f 中的数值或表示数值的字母以及数学表达式 ,则表示将对应法

则 f 施用于那个数值或表示数值的字母以及数学表达式。

例如 , f ( x ) = x
3

则有 : f (2 ) = 2
3

= 8 ;   f ( - x ) = ( - x )
3

= - x
3

;

f ( x + 1 ) = ( x + 1)3 = x3 + 3 x2 + 3 x + 1 ;   f [ f ( x) ] = f ( x3 ) = ( x3 )3 = x9 ;

(5 )函数的表示  在函数的定义中没有给出函数的表示方法 ,在实际中主要用到三种表示

函数的方法 :解析法、列表法和图象法。

三种方法各有长短。解析法可以通过函数的表达式对函数进行分析和研究 ,确定其定义

域、值域 ,性质及图象的特点 ;列表法可以通过表格直接查到对应的函数值或自变量的值 ;但这

两种方法都不够直观。而图象法表示函数关系就很直观 ,因变量 y随自变量 x 变化的趋势从

图象中就看得很清楚。但若根据图象求对应的函数值或自变量的值 ,就会产生误差。

因此 ,在实际中一般都是三种方法结合起来使用。但是也应注意 :不是所有的函数都可以

用三种方法表示。

例如  ①某市某日气温 T随时间 t 变化的函数关系 ,一般就不能用解析式来表示。只能

列出表格或者画出图象。

②狄利克雷函数 :

y = D( x) =
1 ,    x为有理数

0 ,    x为无理数
  不能用图象来表示。

(6 )分段函数  数学中的概念都是从实践中抽象出来的 ,分段函数的概念也是如此。在实

际中有些函数关系是分段计算的。例如邮寄包裹等 ,反映到数学中来就是分段函数的概念。

分段函数是微积分研究的主要对象 ,应特别予以重视。分段函数不论分成几段 ,它都是一

个函数。因此其定义域是各段自变量取值的并集 ;分段函数在求函数值时 ,应先确定相应的表

达式 ,再代入求值 ;分段函数在画图时 ,应分段来画 ,并注意各段中自变量的取值范围。

若 x0 为分段函数 f ( x )的分段点 ,则判断极限 lim
x→ x

0

f ( x )是否存在 ;判断 f ( x )在 x0 处是否
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连续 ;判断 f ( x )在 x0 处是否可导等 ,这些都是微积分中的重要题型。

应记住分段函数 y = | x | =
 x ,   x≥0

- x ,   x < 0
,它在分段点 x = 0 处连续但是不可导。它说

明 :连续不一定可导。

2 .关于函数的几何特性

(1 )单调性  函数揭示的是因变量随自变量的变化而变化的情况。当自变量 x 增加时 ,

因变量 y是增加还是减少。若 y随 x 增加而增加 ,则称为单调递增 ;若 y随 x 增加而减少 ,则

称为单调递减。

函数的单调性是与区间相联系的。只有在整个定义域内函数均单调递增或单调递减 ,才

称此函数为单调函数。例如 , y = x
2
在 ( - ∞ , 0)内递减 ,在 [ 0 , + ∞ )内递增 ,因而 y = x

2
不是

单调函数。

在第一章中判断函数的单调性有两种方法。一种是根据定义 :设 x1 < x2 ∈ ( a, b) ,去比较

f ( x1 )与 f ( x2 )的大小 ;另一种是根据图象 :看函数的曲线是沿 x轴正方向上升 (递增 )还是下

降 (递减 )。这两种方法对于较复杂的函数 ,判断起来都很困难。在第四章中 ,根据导数的符号

来判断函数的单调性 ,就比较简单了。

(2 )有界性  对于有界性 ,首先应该清楚 :函数有界无界是对函数的值域而言 ,而不是对定

义域而言。若函数的值域受到限制 , A≤ f ( x )≤ B或 | f ( x) |≤M ,则称为有界函数。否则称为

无界函数。其次函数有界无界 ,不但和函数本身有关 ,而且和所考虑的区间有关。同一函数可

能在某一区间内是有界的 ,而在另一区间内又是无界的。例如 , y =
1
x

,在区间 ( 0 , 1 )内是无界

的 ,而在区间 [ 1 , +∞ )内是有界的。

若一个函数在其定义域内均有界 ,则称为有界函数。例如 ,由于 | sin x |≤1 , | cos x |≤1 ,因

此 y = sin x , y = cos x均为有界函数。有界函数的图象限制在一个带形区域 : A≤ f ( x )≤ B内 ;

而无界函数的图象可以向上或向下无限延伸。

在第二章中学习无穷小量时 ,无穷小量有一条性质 :有界函数与无穷小量的乘积为无穷小

量。这是求极限的一个重要方法。这里要注意 , y = sin x 和 y = cos x都是有界函数。在求极

限时 ,如果有 sin x或 cos x与无穷小量相乘 ,就可利用此性质求出极限为零。

(3 )奇偶性  应注意 ,函数按奇偶性可分为四种 :奇函数、偶函数、非奇非偶函数、既是奇函

数又是偶函数。常量函数 y = c  ( c为常数 )是偶函数。

判断函数的奇偶性时 ,若函数比较复杂 ,不能只是将 - x代 x ,这样判断不出奇偶性。而

应代入后再将 f ( - x)适当的变形 ,在变形的过程中 ,发现 f ( - x )与 f ( x)相同或相反的关系。

对于多项式函数而言 ,若其只含有奇次方项则为奇函数 ;只含有偶次方项则为偶函数 ;既

含有奇次方项又含有偶次方项则为非奇非偶函数。 (将常数项看做 x
0
项 ,即为偶次方项。)

还可利用下列结论判断函数的奇偶性 :

奇函数与奇函数之和为奇函数 ;      偶函数与偶函数之和为偶函数 ;

奇函数与偶函数之积为奇函数 ;      奇函数与奇函数之积为偶函数 ;

偶函数与偶函数之积为偶函数 ;      奇函数与奇函数复合为奇函数 ;

奇函数与偶函数复合为偶函数 ;      偶函数与偶函数复合为偶函数 ;

可导的奇函数的导数为偶函数 ;      可导的偶函数的导数为奇函数 ;
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