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序　　言

为振兴教育事业，实施科教兴国战略，深化教育体制和结构改革，在鸡西大学校领
导的关怀和督促下，在各同仁的支持下，我们全体教学一线的数学教师基于教学中积
累了大量的丰富教学经验，组织编写了本书。 本书是高等职业教育、高等专科教育、成
人高等教育工程类专科的基础教材之一。
编写时力求做到：努力体现教学大纲的基本要求，系统阐述大纲规定基础知识，基

本理论和基本技能；紧扣高等院校培养目标和规格要求，密切联系数学教学实际，在内
容上恰当运用近代数学的观点，思想和方法，培养学生的思维能力和应用能力；内容逻
辑环节紧凑，知识系统主次分明，详略适度。 教材内容充分体现了高职高专基础教学
以 “以应用为目的，以必需为度” 高职教学基本原则，以 “强化概念，注重应用” 为依
据，既考虑人才培养的应用性，又使学生具有一定可持续发展性。 有关定理、结论、方
法力求通俗易懂，避免繁琐推证。
本书具有以下特点：
（１）理论描述力求简约，具体讲解明晰易懂。
（２）突出强调数学概念与实际问题须联系。
（３）教学内容注重实际应用，例题、习题选择有利于学生对实际问题提炼数学模

型的能力培养。
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第一章 　 函数 　 极限 　 连续

函数是近代数学的基本概念之一．“高等数学” 就是以函数为主要研究对象的一门数学课程．
极限是贯穿“高等数学” 始终的一个重要概念，它是这门课程的基本推理工具．连续则是函数的一
个重要性态，连续函数是高等数学研究的主要对象．本章介绍函数、极限与连续的基本知识，为以后
的学习奠定必要的基础．

第一节 　 函 　数

一、 函数的概念

定义　设D为一个非空实数集合，若存在确定的对应规则 f，使得对于数集D中的任意一个实
数 x，按照 f都有唯一确定的实数 y与之对应，则称 f是定义在集合 D上的函数．

D称为函数 f的定义域，x称为自变量，y称为因变量，如果对于自变量 x的某个确定的值 x０，因
变量y能够得到一个确定的值，那么就称函数 f在x０处有定义，其因变量的值或函数 f的函数值记为

y｜x ＝x０， f（x） ｜x ＝x０ 或 f（x０）
实数集合 B ＝｛y｜y ＝f（x）， x∈ D｝ 称为函数 f的值域．f（x） 与 f二者并不相同，f（x） 是 f在

x的函数值．但是，人们往往是通过函数值研究函数的，因此，通常也称 f（x）是 x的函数，或者说 y是
x的函数，本书亦采用这种习惯的叙述方式．
表示函数的符号是任意选取的，除了常用的 f 外，还可以用其他的英文或希腊字母，如“g”、

“F”、“矱”、“Φ” 等等．如果在同一问题中，讨论到几个不同的函数，则必须用不同的记号分别表示
这些函数，以示区别．
由定义可以看出，函数是由定义域与对应规则确定的，因此，对于两个函数来说，当且仅当它们

的定义域和对应法则都分别相同时它们才表示同一函数，而与自变量及因变量用什么字母表示无
关．例如，y ＝f（x） 也可以用 y ＝f（θ） 表示．
在数学中，有时不考虑函数的实际意义而抽象地研究用算式表达的函数，这时约定函数的定义

域就是使得算式有意义的一切实数组成的集合，称为函数的自然定义域．例如 S ＝１
２ gt

２
的自然定

义域是（－∞， ＋∞），y ＝ １
１ －x２

的自然定义域区间是（－１， １）．人们通常用不等式、区间或集合

形式表示定义域．其中，满足不等式
｜x －x０ ｜＜δ

（其中 δ为大于 ０的常数） 的一切 x，称为点 x０ 的 δ邻域，记作 U（x０ ， δ），它的几何意义表示： 以 x０
为中心， δ为半径的开区间（x０ －δ， x０ ＋δ） 即 x０ －δ ＜x ＜x０ ＋δ［见图 １唱１（ａ）］．不等式 ０ ＜

｜x －a｜＜δ称为点 x０ 的 δ的空心邻域，记作 U^（x０ ， δ） 或 U
０

（x０ ， δ）， 如图 １唱１（ｂ） 所示．



（ａ） （ｂ）
图　１唱１

有时会遇到给定x值、对应的 y值有多个的情形，为了叙述方便称之为多值函数．而符合上述定
义的函数称为单值函数．对于多值的情形，我们可以限制 y的值域使之成为单值再进行研究．例如 y

＝ａｒｃｓｉｎx，则可限制 y∈ 〔－π
２ ，π２ 〕，而使它转化为函数 y ＝ａｒｃｓｉｎx，从而通过对 y ＝ａｒｃｓｉｎx的研

究，了解 y ＝ａｒｃｓｉｎx的性态．

例 1　已知 f（x） ＝１ －x
１ ＋x，求 f（０）、 f（ １

２ ）、 f（ １
x ）、 f（x ＋１）、 f（ t２ ）．

解　 f（０） ＝１ －０
１ ＋０ ＝１

f １
２

＝
１ －１

２

１ ＋１
２

＝ １
３ 　　　f １

x ＝
１ －１

x
１ ＋１

x
＝x －１
x ＋１

f（x ＋１） ＝１ －（x ＋１）
１ ＋（x ＋１） ＝－ x

x ＋２

f（ t２ ） ＝１ －t２
１ ＋t２

例 2　求下列函数的定义域：

（１） f（x） ＝ ３
５x２ ＋２x；　　　（２） f（x） ＝ x ＋３ ＋ｌｎ（x －２）．

解　（１） 该函数的定义域是满足式子 ５x２ ＋２x≠０的 x值的集合，解得 x≠－２
５ 且 x≠０，即

定义域为（－∞， －２
５ ） ∪ （－２

５ ，０） ∪ （０， ＋∞）．

（２） 该函数的定义域是满足不等式组
x ＋３ ≥０
x －２ ＞０

的 x值的全体，解此不等式组，得此定义域为 x ＞２，即（２， ＋∞）．
应当指出，在实际问题中，除了要根据解析式本身来确定自变量的取值范围外，还要考虑自变

量的实际意义．
具体表示一个函数时，可以用表格法、图形法、解析法（即算式表示法），有时也可用语言描述，

这些是大家在中学里已熟悉的内容，这里就不再详细说明了．

二、 分段函数

有些函数虽然也是以数学式子表示，但是它们在定义域的不同范围具有不同的表达式．这样的
函数叫分段函数，分段函数在数学上和工程技术中以及日常生活中都会经常遇到．

２ 第一章　函数　极限　连续
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例 3　旅客乘坐火车可免费携带不超过 ２０ ｋｇ 的物品，超过 ２０ ｋｇ 而不超过 ５０ ｋｇ 的部分每
千克交费a元，超过 ５０ ｋｇ部分每千克交费 b元，求运费与携带物品重量的函数关系．
解　设物品重量为 x ｋｇ，应交运费为 y元．由题意可知这时应考虑三种情况：
第一种情况是重量不超过 ２０ ｋｇ，这时

y ＝０， 　　　　x∈ ［０，２０］
第二种情况是重量大于 ２０ ｋｇ但不超过 ５０ ｋｇ，这时

y ＝（x －２０） ×a， 　　　　x∈ （２０，５０］
最后是重量超过 ５０ ｋｇ，这时

y ＝（５０ －２０） ×a ＋（x －５０） ×b，　　　　 x ＞５０
因此，所求的函数是一个分段函数

y ＝
０　　　　　　　　　　　　 x∈ ［０，２０］
a（x －２０） x∈ （２０，５０］
a（５０ －２０） ＋b（x －５０） x ＞５０

图　１唱２

例 4　设函数 f（x） ＝
１　　 （x ＞０）
０ （x ＝０）
－１ （x ＜０）

，求 f（２）、 f（０）、 f（－２）

及函数的定义域．
解　因为２ ∈（０， ＋∞），所以 f（２） ＝１、 f（０） ＝０，又因为－２

∈ （－∞，０），所以 f（－２） ＝－１，f（x） 的定义域为（－∞， ＋∞）．
在求分段函数的函数值时，应先确定自变量取值的所在范围，

再按相应的式子进行计算．
例 ４ 给出的函数称为符号函数，记为 ｓｇｎx，其定义域（ －∞，

图　１唱３

＋∞），值域为｛－１，０，１｝，图形如图 １唱２所示．
例 5　取整函数对任意的 x∈ R，用记号［x］ 表示不超过 x

的最大整数，从而得到定义在 R上的函数 y ＝［x］，称此函数为

取整函数，［x］ 称为 x的整数部分，例如 ５
７

＝０、 ［ ２］ ＝１、

［π］ ＝３、 ［－１］ ＝－１、 ［－３．５］ ＝－４．
y ＝［x］ 的定义域是 R，值域是 Z，图 １唱３是它的图形．取整

函数还可以表示成

y ＝［x］ ＝n，当 n∈ ［n，n ＋１），n ＝０， ±１， ±２，⋯

三、 函数的基本性态

１．奇偶性

设函数 y ＝f（x） 的定义域关于原点对称，若对于定义域中的任何 x，都有 f（x） ＝f（－x），则称
y ＝f（x）为偶函数；若有 f（－x） ＝－f（x），则称 f（x）为奇函数．不是偶函数也不是奇函数的函数，称
为非奇非偶函数．
偶函数的图形关于 y轴是对称的；奇函数的图形关于原点是对称的．
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２．单调性

设 x１ 和 x２ 为区间（a，b） 的任意两个数，若当 x１ ＜x２ 时，函数 y ＝f（x） 满足
f（x１ ） ＜f（x２ ）

则称该函数在区间（a，b） 内单调增加，或称递增；若当 x１ ＜x２ 时，有
f（x１ ） ＞f（x２ ）

则称该函数在区间（a，b） 内单调减少，或称递减．
单调增加或单调减少的函数均称为单调函数．

３．周期性

设函数 y ＝f（x）的定义域为 D，若存在一个不为零的数 T，使得对于定义域 D内的一切 x当（x
±T） ∈ D时，都有

f（x ＋T） ＝f（x）
则称 y ＝f（x） 为周期函数，T称为 f（x） 的周期．通常我们说周期函数的周期是指最小正周期．
例如，函数 ｓｉｎx、 ｃｏｓx都是以 ２π为周期的周期函数， ｔａｎx是以π为周期的周期函数．

４．函数的有界性

设函数 f（x） 在区间 I上有定义，若存在一个正数 M，当 x∈ I时，恒有
｜f（x） ｜≤ M

成立，则称 f（x）为在 I上的有界函数；若不存在这样的正数M，则称函数 f（x）为在 I上的无界函数．
例如，因为当 x∈（－∞， ＋∞）时，恒有｜ｓｉｎx｜≤１，所以函数 f（x） ＝ｓｉｎx在（－∞， ＋∞）内

是有界函数．又如 f（x） ＝ａｒｃｔａｎx在它的定义域内是有界的，而 f（x） ＝ｔａｎx在 －π
２ ，π２

内是无界

函数．

有的函数可能在定义域的某一部分有界，而在另一部分无界，例如 f（x） ＝ｔａｎx在 －π
３ ，π３

上

是有界的，而在 －π
２ ，π２

内是无界的，因此我们说一个函数是有界的或者无界的，应同时指出其

变量的相应范围．

四、 反函数和复合函数

１．反函数

设 y ＝f（x）为定义在D上的函数，其值域为 A．若对于数集 A中的每个 y，数集D中都有唯一的
一个数 x使 f（x） ＝y，这就是说变量 x是变量 y的函数．这个函数称为函数 y ＝f（x）的反函数，记为
x ＝f－１（y）．其定义域为 A，值域为 D．函数 y ＝f（x） 与 x ＝f－１（y） 二者的图形是相同的．
由于人们习惯于用 x表示自变量，用 y表示因变量，我们将函数 y ＝f（x） 的反函数 x ＝f－１（y）

用 y ＝f－１（x） 表示．这时二者的图形关于直线 y ＝x对称．
由函数 y ＝f（x）求它的反函数的步骤是：由方程 y ＝f（x）解出 x，得到 x ＝f－１（y）；将函数 x ＝

f－１（y） 中的 x和 y分别换成 y和 x，这样就得到反函数 y ＝f－１（x）．
２．复合函数

若函数 y ＝F（u） 的定义域为 U１ ，函数 u ＝φ（x） 的值域为 U２ ，其中 U２ 彻 U１ ，则 y通过变量 u
成为 x的函数，这个函数称为由函数 y ＝F（u） 和函数 u ＝φ（x） 构成的复合函数，记为
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y ＝F［φ（x）］
变量 u称为中间变量．
例 6　试求函数 y ＝u２ 与 u ＝ｃｏｓx构成的复合函数．
解　将 u ＝ｃｏｓx代入 y ＝u２

中，即为所求的复合函数 y ＝ｃｏｓ２x，其定义域为（－∞， ＋∞）．

例 7　指出 y ＝（３x ＋５）１０、 y ＝ ｌｏｇa（ｓｉｎx ＋２x） 是由哪些函数复合而成的．
解　y ＝（３x ＋５）１０

是由 y ＝u１０
和 u ＝３x ＋５ 复合而成的．

y ＝ ｌｏｇa（ｓｉｎx ＋２ x） 是由 y ＝ u、 u ＝ｌｏｇa v、 v ＝ｓｉｎx ＋２x
复合而成的．

五、 初等函数

１．基本初等函数及图形

在中学学过的幂函数 y ＝xa（a为任意实数）；指数函数 y ＝ax（a ＞０，且 a≠１）；对数函数 y ＝
ｌｏｇa x（a ＞０，且 a≠１）；三角函数 y ＝ｓｉｎx，y ＝ｃｏｓx，y ＝ｔａｎx，y ＝ｃｏｔx，y ＝ｓｅｃx，y ＝ｃｓｃx和反三
角函数 y ＝ａｒｃｓｉｎx，y ＝ａｒｃｃｏｓx，y ＝ａｒｃｔａｎx，y ＝ａｒｃｃｏｔx五类函数统称为基本初等函数．常值函数
和它们的图形分别如表 １唱１ 所示．

表 １唱１

函　数 定义域与值域 图　像 性　质

常值函数

y ＝C
（C为常数）

x∈ （－∞， ＋∞）
y ＝C

偶函数

幂函数

y ＝xμ
随μ而不同

当μ＞０时，函数在第一象限单调递增
当μ＜０时，函数在第一象限单调递减

指数函数

y ＝ax

（a ＞０，且 a≠１）

x∈ （－∞， ＋∞）
y∈ （０， ＋∞）

过点（１，０）
当 a ＞１时，单调递增
当 ０ ＜a ＜１时，单调递减

对数函数

y ＝ｌｏｇax
（a ＞０，且 a≠１）

x∈ （０， ＋∞）
y∈ （－∞， ＋∞）

过点（１，０）
当 a ＞１时，单调递增
当 ０ ＜a ＜１时，单调递减
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续　表

函　数 定义域与值域 图　像 性
　
质

三
角
函
数

正弦函数

y ＝ｓｉｎx
x∈ （－∞， ＋∞）
y∈ ［－１，１］

奇函数，周期为 ２π，有界
在［２kπ－π

２ ，２kπ＋π
２ ］（k∈ Z） 单调递

增

在［２kπ＋π
２ ，２kπ＋３π

２ ］（k∈ Z） 单调递

减

余弦函数

y ＝ｃｏｓx
x∈ （－∞， ＋∞）
y∈ ［－１，１］

偶函数，周期为 ２π，有界
在［２kπ，２kπ＋π］（k∈ Z） 单调递减
在［２kπ－π，２kπ］（k∈ Z） 单调递增

正切函数

y ＝ｔａｎx
x≠ kπ＋π

２
（k∈ Z）
y∈ （－∞， ＋∞）

奇函数，周期为π

在（kπ－π
２ ，kπ＋π

２ ）（k∈ Z） 单调递增

余切函数

y ＝ｃｏｔx
x≠ kπ（k∈ Z）
y∈ （－∞， ＋∞）

奇函数，周期为π
在（kπ，（k ＋１）π）（k∈ Z） 单调递减

反
三
角
函
数

反正弦函数

y ＝ａｒｃｓｉｎx
x∈ ［－１，１］

y∈ ［－π
２ ，π２ ］

奇函数，有界
单调递增

反余弦函数

y ＝ａｒｃｃｏｓx
x∈ ［－１，１］
y∈ ［０，π］

有界

单调递减

反正切函数

y ＝ａｒｃｔａｎx
x∈ （－∞， ＋∞）

y∈ （－π
２ ，π２ ）

奇函数，有界
单调递增

反余切函数

y ＝ａｒｃｃｏｔx
x∈ （－∞， ＋∞）
y∈ （０，π）

有界

单调递减
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２．初等函数

由基本初等函数及常数经过有限次四则运算和有限次复合构成，并且可以用一个数学式子表
示的函数，叫做初等函数．例如

y ＝ ｌｎ５x －３x ＋ｓｉｎ２x、　　y ＝
３
２x ＋ｔａｎ３x

x２ ｓｉｎx －２－x

等等，都是初等函数，不能用一个式子表示或不能用有限个式子表示的函数都不是初等函数．
最后，我们介绍工程技术上常用到的一类初等函数，即双曲函数及反函数．它们的定义是：

双曲正弦函数　　ｓｈx ＝ｅx －ｅ－x

２ ， x∈ （－∞， ＋∞）．

双曲余弦函数　　ｃｈx ＝ｅx ＋ｅ－x

２ ， x∈ （－∞， ＋∞）．

双曲正切函数　　ｔｈx ＝ｅx －ｅ－x

ｅx ＋ｅ－x 即
ｓｈx
ｃｈx ， x∈ （－∞， ＋∞）．

双曲余切函数　　ｃｏｔｈx ＝ｅx ＋ｅ－x

ｅx －ｅ－x 即
ｃｈx
ｓｈx ， x∈ （－∞，０） ∪ （０， ＋∞）．

双曲函数的图形如图 １唱４ 所示．

图　１唱４

这些函数之间存在着下述关系：
ｓｈ（x ±y） ＝ｓｈxｃｈy ±ｃｈxｓｈy ①
ｃｈ（x ±y） ＝ｃｈxｃｈy ±ｓｈxｓｈy ②

ｓｈ２x ＝２ｓｈxｃｈx ③
ｃｈ２x ＝ｃｈ２x ＋ｓｈ２x ④
ｃｈ２x －ｓｈ２x ＝１ ⑤

我们来证明第一个公式．由双曲函数的定义可得

ｓｈxｃｈy ＋ｃｈxｓｈy ＝ｅx －ｅ－x

２ · ｅy ＋ｅ－y

２ ＋ｅx ＋ｅ－x

２ · ｅy －ｅ－y

２

＝ｅx＋y －ｅy－x ＋ｅx－y －ｅ－（ x＋y）

４ ＋ｅx＋y ＋ｅy－x －ｅx－y －ｅ－（ x＋y）

４

＝ｅx＋y －ｅ－（ x＋y）

２ ＝ｓｈ（x ＋y）

其余的公式读者不难自行论证．
上述公式与三角函数的有关公式类似，只是公式①、公式④、公式⑤与三角函数的相应公式
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符号不同，注意两者的对照、比较，是易于记忆的．

函数 y ＝ｃｈx是偶函数，因为 ｃｈ（－x） ＝ｅ－x ＋ｅx
２ ＝ｃｈx．函数 y ＝ｓｈx、 y ＝ｔｈx、 y ＝ｃｏｔｈx为

奇函数，因为

ｓｈ（－x） ＝ｅ－x －ｅx
２ ＝－ｅx －ｅ－x

２ ＝－ｓｈx
ｔｈ（－x） ＝ｓｈ（－x）

ｃｈ（－x） ＝－ｓｈx
ｃｈx ＝－ｔｈx

ｃｏｔｈ（－x） ＝ｃｈ（－x）
ｓｈ（－x） ＝ ｃｈx

－ｓｈx ＝－ｃｏｔｈx
双曲函数不像三角函数那样具有周期性．
双曲函数的值域也与三角函数不同：y ＝ｓｈx的值取一切实数；y ＝ｃｈx的值为不小于 １的一切

实数；y ＝ｔｈx的值介于 －１与 １之间；y ＝ｃｏｔｈx的值在 x ＞０时大于 １，在 x ＜０ 时小于 －１．
双曲函数的反函数叫反双曲函数，分别记为 ａｒｓｈx、 ａｒｃｈx、 ａｒｔｈx、 ａｒｃｏｔｈx．反双曲函数还有以

下的表达式：

y ＝ａｒｓｈx ＝ｌｎ（x ＋ x２ ＋１） ⑥

y ＝ａｒｃｈx ＝ｌｎ（x ＋ x２ －１） ⑦

y ＝ａｒｔｈx ＝１
２ ｌｎ １ ＋x

１ －x ⑧

y ＝ａｒｃｏｔｈx ＝１
２ ｌｎ x ＋１

x －１ ⑨

下面我们给出公式⑥的推导：

在 y ＝ｓｈx ＝ｅx －ｅ－x

２ 中，令 ｅx ＝u，于是可得

u２ －２yu －１ ＝０

解之得 u ＝y ± y２ ＋１
因为 u ＝ｅx ＞０，所以上式取正号，即

u ＝y ＋ １ ＋y２

ｅx ＝y ＋ １ ＋y２

x ＝ｌｎ（y ＋ １ ＋y２ ）
故 y ＝ｓｈx的反函数为

y ＝ｌｎ（x ＋ １ ＋x２ ）

习题 1唱1
１．判断下列各题中的函数是否为同一函数，并说明理由．

（１） f（x） ＝x２ ＋２x －３
x ＋３ 与 y（x） ＝x －１．

（２） f（x） ＝ｌｇx３ 与 g（x） ＝３ｌｎx．
（３） f（x） ＝ｌｇx１０ 与 g（x） ＝１０ｌｇx．
（４） f（x） ＝（１ －ｃｏｓ２x） １

２ 与 g（x） ＝ｓｉｎx．

８ 第一章　函数　极限　连续



２．求下列函数的定义域：

（１） y ＝ x２
１ ＋x　　　　（２） y ＝ ３x －x２

（３） y ＝ x －２ ＋ １
x －３ ＋ｌｇ（５ －x）

（４） y ＝
－x　　　　 （－１ ≤ x≤０）

３ －x （０ ＜x ＜２）
３．确定下列函数的奇偶性：

（１） f（x） ＝
３
（１ －x）２ ＋

３
（１ ＋x）２

（２） f（x） ＝ｌｇ（x ＋ １ ＋x２ ）
（３） f（x） ＝ｓｉｎx ＋ｃｏｓx
４．求下列函数的反函数：
（１） f（x） ＝x２　（０ ≤ x ＜＋∞）
（２） f（x） ＝２x ＋１

（３） f（x） ＝１ ＋２ｓｉｎ x －１
x ＋１

５．设 f（x） ＝２x２ ＋２x －４，求 f（１）、 f（x２ ）、 f（a） ＋f（b）．
６．设 f（ｓｉｎx） ＝ｃｏｓ２x ＋１，求 f（ｃｏｓx）．
７．指出下列各题中函数的复合过程：

（１） y ＝ｃｏｓ５x　　（２） y ＝（２ －３x）
１
２ 　　（３） y ＝ｅｓｉｎ３x　　（４） y ＝ｌｎ（ａｒｃｔａｎ １ ＋x２ ）

第二节 　极限的概念

极限的概念与求一些量的精确值有关，它研究的是在自变量的某个变化过程中，函数的变化趋

　图　１唱５

势．下面我们先来看一个例子．
求由曲线 y ＝x２ 、 x ＝１及 x轴所围成的图形（该图形叫做曲边

三角形，见图 １唱４） 的面积．

解　将区间［０，１］ 等分为 n 个小区间 ０， １n ， １
n ，

２
n ，⋯，

n －１
n ，１ ，称为子区间，依次作 n个内接小矩形，如图１唱５所示，它们

的面积分别为：
１
n ×０， １n × １

n
２

， １n × ２
n

２

， １n × ３
n

２

，⋯， １n × n －１
n

２

．

若将这 n个小矩形的面积之和 Sn 作为曲边三形面积 S的近似值，则有：

　　　　　　　S≈ Sn ＝１
n × １

n
２

＋１
n × ２

n
２

＋⋯ ＋１
n × n －１

n
２

＝ １
n３ ［１

２ ＋２２ ＋⋯ ＋（n －１）２］

＝ １
n３ ·

n（n －１）（２n －１）
６
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＝１
６ １ －１

n ２ －１
n

由图 １唱５不难发现，n愈大，Sn 愈接近 S．显然，当 n无限地增大时，Sn 就无限地接近或者说趋向

于 S；另一方面，分析 Sn的表达式可知，当 n无限变大时，Sn无限地趋向于 １
３ ，于是可以断言，该曲边

三角形的面积 S为 １
３ ．

实际上，这里讨论的是当自变量 n在无限变大时，函数 Sn 的变化趋势．这种通过研究函数变化
趋势解决问题的方法叫极限方法．
一般地，极限概念指的是在自变量的某一变化过程中函数的变化趋势．下面，我们就函数在自

变量不同变化过程中的变化趋势问题分别加以讨论．

一、 数列极限

定义1　自变量为正整数的函数（整标函数）xn ＝f（n），n ＝１，２，３，⋯，其函数值按自变量 n由
小到大的顺序排成的一列数 x１ ，x２ ，x３ ，⋯，xn，⋯叫做数列，简记为｛xn｝．数列中的每一个数叫做数
列的项，第 n项 xn 叫做数列的通项或一般项．例如数列

（１） １， １２ ， １３ ，⋯， １n ，⋯，一般项 xn ＝１
n ；

（２） ２， １２ ， ４３ ，⋯，１ ＋（－１） n＋１

n ，⋯，一般项 xn ＝１ ＋（－１） n＋１

n ．

关于数列，我们关心的主要问题是当 n无限增大时，xn 的变化趋势是怎样的？特别地，xn是否无
限地接近某个定数？
观察以上两个数列的变化趋势，可以看出，当 n无限变大时，数列（１）无限地接近于０，数列（２）

无限地接近于１．由此可知，以上两个数列，当 n无限增大时，xn都分别无限接近于一个确定的常数．
一般地，有下面定义：
定义2　对于数列｛xn｝，当 n无限增大时，如果 xn无限地趋近于一个确定的常数 A，那么称当 n

趋于无穷大时，数列｛xn｝ 以 A为极限，记作
ｌｉｍ
n硳∞

xn ＝A或 xn硳A　（n硳∞）

亦称数列｛xn｝ 收敛于 A；如果数列｛xn｝ 没有极限，那么称数列｛xn｝ 是发散的．

以上两个数列的极限分别记为ｌｉｍ
n硳∞

１
n ＝０和ｌｉｍ

n硳∞
１ ＋（－１） n＋１

n ＝１．

例 1　观察下列数列的变化趋势，写出它们的极限．

（１） xn ＝１
n ；　（２） xn ＝２ －１

n２ ；　（３） xn ＝（－１） n １
３n ；　（４） xn ＝－３．

解　当 n无限增大时，从数列的变化趋势可知：

（１） ｌｉｍ
n硳∞

１
n ＝０；　　　　　 （２） ｌｉｍ

n硳∞
２ －１

n２ ＝２；

（３） ｌｉｍ
n硳∞

（－１） n １
３n ＝０；　　（４） ｌｉｍ

n硳∞
（－３） ＝－３．

由前面例举的例子可以推得下面的结论：

（１） ｌｉｍ
n硳∞

１
nα ＝０　 （α＞０）；
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（２） ｌｉｍ
n硳∞

εn ＝０ （｜ε ｜＜１）；

（３） ｌｉｍ
n硳∞

C ＝C （C为常数）．

注： 并不是所有的数列都有极限．例如，数列 xn ＝２n，当 n无限增大时，xn 也无限增大，不能无
限地接近于一个确定的常数，所以这个数列没有极限．

二、 函数极限

我们就自变量的不同变化情况给出函数极限的定义．

１．当 x硳∞时，函数的极限

定义 3　如果 x的绝对值无限增大时，函数 f（x）趋于一个确定的常数 A，那么称 x硳∞时函数
f（x） 以 A为极限．记作

ｌｉｍ
x硳∞

f（x） ＝A或 f（x）硳A　（x硳∞）

如果从某一时刻起，x只能取正值或负值趋于无穷大，那么有下面的定义：
定义 4　如果 x ＞０且无限增大时，函数 f（x）趋于一个确定的常数 A，那么称 x硳 ＋∞时函数

f（x） 以 A为极限，记作
ｌｉｍ
x硳＋∞

f（x） ＝A或 f（x）硳A　（x硳 ＋∞）

定义5　如果 x ＜０且 x的绝对值无限增大时，函数 f（x）趋于一个确定的常数 A，则称 x硳 －∞
时函数 f（x） 以 A为极限，记作

ｌｉｍ
x硳－∞

f（x） ＝A或 f（x）硳A　（x硳 －∞）

例 2　求ｌｉｍ
x→∞

１ ＋１
x２ ．

解　函数的图像如图 １唱６ 所示．x→＋∞时， １x２ 无限变小趋于 ０，则函数值趋于 １；当 x→－∞

时，函数值同样趋于 １，所以有

ｌｉｍ
x→∞

１ ＋１
x２

＝１

　　　　

图　１唱６　　　　　　　　　　　　　　图　１唱７

例 3　求 ｌｉｍ
x→－∞

３x．

解　如图 １唱７ 所示．当 x →－∞ 时，３x → ０，即 ｌｉｍ
x→－∞

３x ＝０；而当 x →＋∞ 时，３x →＋∞，

即 ｌｉｍ
x→＋∞

３x ＝＋∞．显然， ｌｉｍ
x→－∞

３x ≠ ｌｉｍ
x→＋∞

３x，从而有以下定理：
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定理 1　 ｌｉｍ
x→＋∞

f（x） ＝ ｌｉｍ
x→－∞

f（x） ＝A

　图　１唱８

２．x→ x０ 时函数的极限

例 4　考察 f（x） ＝２x２ －２
x －１ 当 x→１时的变化趋势．

解　当 x≠－１时，f（x） ＝２x２ －２
x －１ ＝２x ＋２，由图１唱８可知，当x→１时，

f（x） →４．

定义6　如果函数 f（x）在 x０ 的某一空心邻域 U^（x０ ，δ）内有定义，当自

变量 x在 U^（x０ ，δ） 内无限接近于 x０ 时，相应的函数值无限接近于确定的常
数 A，那么称 A为 x→ x０ 时函数 f（x） 的极限，记作

ｌｉｍ
x→x０

f（x） ＝A或 f（x） → A　（x→ x０ ）

从例 ４可知，f（x） 在 x０ 的极限是否存在与其在 x０ 处是否有定义无关．
由ｌｉｍ

x→x０
f（x） ＝A的定义及函数的图像可知：

　　　　 ｌｉｍ
x→x０

C ＝C　　　　　（C为常数）

ｌｉｍ
x→x０

x ＝x０　　　　

３．当 x→ x０ 时，f（x） 的左极限与右极限
上面讨论的极限，是 x从 x０的左右两侧同时趋于 x０时函数值的变化趋势，但有时我们需要考虑

x只从 x０ 的左侧趋于 x０（记为 x→ x０ －），或只从 x０ 的右侧趋于 x０ （记为 x→ x０ ＋）时函数值的变化趋
势．下面再给出 x→ x０ －

或 x→ x０ ＋
时函数极限的定义．

定义 7　如果 x→ x０ ＋ （或 x→ x０ －） 时，函数 f（x） 的值无限接近于某一个确定的常数 A，那么
称 A为 x→ x０ ＋ （或 x→ x０ －） 时函数 f（x） 的右（或左） 极限，记作

ｌｉｍ
x→x０ ＋

f（x） ＝A（ ｌｉｍ
x→x０－

f（x） ＝A） 或

f（x０ ＋０） ＝A（ f（x０ －０） ＝A）
定理 2　 ｌｉｍ

x→x０
f（x） ＝A的充分必要条件是

ｌｉｍ
x→x０ －

f（x） ＝ ｌｉｍ
x→x０ ＋

f（x） ＝A

例 5　设 f（x） ＝ x ＋２　 （x≥１）
３x （x ＜１）

．画出该函数的图形，并讨论 ｌｉｍ
x→１ ＋

f（x）、 ｌｉｍ
x→１ －

f（x）、 ｌｉｍ
x→１

f（x）是

否存在．
解　f（x） 的图形如图 １唱９所示．

　图　１唱９

由图可以看出

ｌｉｍ
x→１ －

f（x） ＝ ｌｉｍ
x→１ －

３x ＝３

ｌｉｍ
x→１＋

f（x） ＝ ｌｉｍ
x→１＋

（x ＋２） ＝３

左、右极限存在并且相等，所以ｌｉｍ
x→１

f（x） 存在，且ｌｉｍ
x→１

f（x） ＝３．

例 6　 设 f（x） ＝
x －１　 （x ＜０）
０ （x ＝０）
x ＋１ （x ＞０）

．画出该函数的图形，并判断
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