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内 容 提 要

本书是参照全国大学专科理工类教学大纲并考虑到高等职业大专的特

点编写的．
全书分上、下两册，共１２章，下册内容为：向量代数与空间解析几何，多

元函数微积分，无穷级数，微分方程，行列式与矩阵．
本书每节后配有一定数量的习题，每章后配有练习题及练习题、习题的

答案或提示．
本书可作为大学专科、高等职业教育专科及高等函授大学、夜大学、职工

大学、高等教育自学考试专科生的教材，也可供工程技术人员自学使用．



前 言

高等职业教育教材《高等数学》（上、下册）是参照全国大学专

科理工类高等数学教学大纲，并考虑到高等职业教育专科特点而

编写的．
本书可作为大学专科、高等职业教育、高等教育自学考试、函

授或夜大专科、成人脱产大专班等理工类的教材．
在编写本书时力求做到条理清楚、通俗易懂，注意把基本内容

写清楚、透彻，概念准确，重点突出．
考虑到教学及学生自学的需要，本书各节都配有一定数量的

习题，每章都配有较大量的练习题，并附有解答或提示．这些习题
可以帮助学生加深对基本内容的理解，加强对学生的基本运算能

力的训练，提高学生分析、解决问题的能力，逐步培养学生的自学

能力．
书中标有号的章节，可供有关专业选用．
全书分为上、下两册，共１２章．
本书在编写过程中得到天津大学出版社的大力支持，在此表

示诚挚的感谢．王升瑞、陈美英、胡克、戴一明等同志也为本书的出
版做了不少工作．
本书难免存在缺点与不足，欢迎读者批评指正．

编 者

２００１年１月于天津大学
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第８章 向量代数与空间解析几何

本章将讨论向量、向量的运算及空间的平面与直线方程，最后

介绍几种常用的二次曲面与空间曲线．

８．１ 空间直角坐标系

图８１

在空间中过定点犗作三条
互相垂直且有相同长度单位的

数轴犗狓，犗狔，犗狕，分别称为狓
轴（横轴），狔轴（纵轴），狕轴（竖
轴），统称为坐标轴．习惯上，把

狓轴、狔轴放置在水平面上，它
们的正方向按右手系规则确定

（即用右手握住狕轴，如果伸开
右手，且使四指指向狓轴的正

向，然后以π
２
的角度转向狔轴

正向，则拇指所指的方向就是狕轴的正向）（图８１），点犗 称为坐
标原点．这样就构成了空间直角坐标系．
任意两个坐标轴确定一个平面，称为坐标面，它们是狓犗狔，

狔犗狕，狕犗狓坐标面．三个坐标面把空间分成八个部分，每一部分称
为一个卦限，共有八个卦限，其顺序如图８２所示．
建立了空间直角坐标系后，就可以确定空间一点 犕 与有序

数组（狓，狔，狕）之间的对应关系．
设点犕 为空间内任一点，过点犕 做三个平面分别垂直三个

坐标轴且与坐标轴相交于点犘，犙，犚，设点犘，犙，犚在狓轴，狔轴，

１



图８２

狕轴上的坐标分别为狓，狔，狕，这
样空间内任一点 犕 和一组有序
实数狓，狔，狕对应；反之，设狓，狔，

狕是一组有序实数，则可在狓轴
取定坐标为狓的点犘，在狔轴取
定坐标为狔的点犙，在狕轴取定
坐标为狕的点犚，过点犘，犙，犚
分别做平面与狓轴，狔轴，狕轴垂
直，它们相交于惟一的一点 犕，
这样任一组有序实数狓，狔，狕就

惟一地确定了空间一点犕．因此取定坐标系以后，就建立起空间
的点犕 和一组有序实数狓，狔，狕之间的一一对应关系，称狓，狔，狕
为点犕 的坐标，记作犕（狓，狔，狕），其中狓为点犕 的横坐标，狔为
纵坐标，狕为竖坐标．

图８３

设有空间两点 犕１（狓１，狔１，

狕１），犕２（狓２，狔２，狕２），现在求这两
点间的距离犱．
设点犕１，犕２在狓犗狔坐标面

上的垂足分别为点犘１，犘２，过点

犕１作 犕１犖 平行于犘１犘２（图８
４），由于 犕１犖犕２ 是直角三角

形，且∠犕１犖犕２＝π２
，故由勾股

定理得

犱＝ ｜犕１犖｜２＋｜犖犕２｜槡 ２＝ ｜犘１犘２｜２＋｜犖犕２｜槡 ２，

其中，｜犘１犘２｜２＝（狓２－狓１）２＋（狔２－狔１）２，而

｜犖犕２｜＝｜犘２犕２｜－｜犘２犖｜＝｜狕２－狕１｜，
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图８４

故 犱＝ （狓２－狓１）２＋（狔２－狔１）２＋（狕２－狕１）槡 ２．
例如，点犕（狓，狔，狕）与坐标原点犗（０，０，０）的距离为

犱＝ 狓２＋狔２＋狕槡 ２．
例１ 已知两点犕１（－１，０，２），犕２（１，－１，０），求这两点间的

距离犱．
解 由两点间的距离公式，得

犱＝ （１＋１）２＋（－１－０）２＋（０－２）槡 ２ 槡＝ ４＋１＋４＝３．
例２ 在狔轴上求与点犕１（－２，０，３），犕２（３，－２，槡３）等距离

的点．
解 设所求点为犕（０，狔，０），由条件｜犕１犕｜＝｜犕２犕｜，有

（０＋２）２＋（狔－０）２＋（０－３）槡 ２＝ （０－３）２＋（狔＋２）２＋（ 槡０－３）槡 ２，

即 ４＋狔２槡 ＋９＝ ９＋（狔＋２）２槡 ＋３，

两端平方得４狔＝－３，所以狔＝－３４．

故所求点为 ０，－３４
，（ ）０ ．

例３ 证明三点犃（－１，１，２），犅（０，－１，０），犆（１，３，１）的连线
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所围成的三角形为等腰直角三角形．
解 ｜犃犅｜＝ （０＋１）２＋（－１－１）２＋（０－２）槡 ２ 槡＝ １＋４＋４＝３，

｜犃犆｜＝ （１＋１）２＋（３－１）２＋（１－２）槡 ２ 槡＝ ４＋４＋１＝３，

｜犅犆｜＝ （１－０）２＋（３＋１）２＋（１－０）槡 ２ 槡 槡＝ １＋１６＋１＝ １８，
且 ｜犃犅｜２＋｜犃犆｜２＝９＋９＝１８，｜犅犆｜２＝１８，
即 ｜犃犅｜２＋｜犃犆｜２＝｜犅犆｜２．
故连结三点犃，犅，犆所围成的三角形为等腰直角三角形．

习题８１

１．在空间直角坐标系中，指出下列各点在哪个卦限：犃（１，－２，３），犅（４，

１，－１），犆（－１，－２，－３），犇（２，－４，－１）．
２．狓犗狔，狔犗狕，狕犗狓坐标面上的点的坐标有什么特点．
３．狓，狔，狕轴上的点的坐标有什么特点．
４．求下列两点之间的距离：
（１）（０，０，０），（４，２，３）；
（２）（－２，４，－３），（０，０，０）；
（３）（－１，２，－１），（２，－４，１）．
５．在狕轴上求与两点犃（３，１，２）和犅（２，０，０）等距离的点．
６．证明以点犃（２，３，４），犅（３，４，２），犆（４，２，３）为顶点的三角形是一个等
边三角形．

８．２ 向量代数

８．２．１ 向量的基本概念
实际问题中所遇到的量分为两种：一种量只有大小，如时间、

温度、距离等，称为数量；另一种量不仅有大小还有方向，如位移、

力、速度等，称为向量．
向量的几何表示：向量可用有向线段表示（如图８５），有向线

段的长度表示向量的大小，称为向量的模，其方向表示向量的方
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图８５

向．如起点为犃，终点为犅的有向线
段所表示的向量记为 →犃犅，它的模记为

｜→犃犅｜，方向由犃到犅．有时也用带箭
头的字母或黑体字母表示，如→犪，→犫，
→犮，⋯，犪，犫，犮，⋯．
我们这里讨论的向量与起点无

关，在保持长度和方向不变的条件下

可以自由平移，这种向量称为自由向量．我们把方向相同或相反的
两个向量犪，犫称为平行向量，记为犪∥犫；把模相等且方向相同的
两个向量犪，犫，称为相等向量，记为犪＝犫；把与向量犪的模相等
但方向相反的向量称为犪的逆向量，记为－犪；把模等于１的向量
称为单位向量；把模等于零的向量称为零向量，记为狅，零向量的
方向任意．

８．２．２ 向量的加、减法及与数的乘法
８．２．２．１ 向量的加法
向量 →犗犃，→犗犅的和是以 →犗犃，→犗犅为邻边的平行四边形犗犃犆犅

的对角线即向量 →犗犆，记作
→犗犆＝ →犗犃＋ →犗犅．

图８６

这种用平行四边形对角线求

两向量和的方法称为平行四边形

法则．
由图８６可知，→犃犆＝ →犗犅，所

以又有 →犗犆＝ →犗犃＋ →犃犆，即以第一
个向量的终点为起点，做第二个向

量 →犃犆＝ →犗犅，连接犗犆，则 →犗犆就是 →犗犃与 →犗犅的和，并称这种求和方
法为三角形法则（图８６）．该法则可以推广到多个向量的求和，例
如求向量犪，犫，犮的和时，可将它们平行移动，使其首尾相接，然后
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图８７

以第一个向量的起点为起点，以最后一个

向量的终点为终点做向量即为犪，犫，犮三
向量的和，如图８７．
向量加法满足如下运算规律：

（１）犪＋犫＝犫＋犪（交换律）；
（２）（犪＋犫）＋犮＝犪＋（犫＋犮）（结合
律）；

（３）犪＋狅＝犪；
（４）犪＋（－犪）＝狅．

图８８

８．２．２．２ 向量的减法
向量的减法可作为加法的逆

运算．如果犫＋犮＝犪，则犮＝犪－犫．
将犪与犫平移使它们的起点重合，
则由犫的终点到犪的终点作一向
量就是犪－犫（图８８）．
８．２．２．３ 数与向量的乘积
数量λ与向量犪的乘积是一

个向量，记作λ犪，它的模｜λ犪｜＝｜λ｜｜犪｜，方向是：当λ＞０时与犪
同向；当λ＜０时与犪反向；当λ＝０时，λ犪为零向量．
数与向量的乘法满足如下的运算规律（λ，μ为实数）：
（１）λ（μ犪）＝（λμ）犪（结合律）；
（２）（λ＋μ）犪＝λ犪＋μ犪（对数量的分配律）；
（３）λ（犪＋犫）＝λ犪＋λ犫（对向量的分配律）．
把与犪同向且模为１的向量称为犪的单位向量，记为犪狅，显

然有犪狅＝ 犪｜犪｜
，或犪＝｜犪｜犪狅．

８．２．２．４ 向量在轴上的投影
设向量 →犃犅与轴犔 正向间的夹角为θ（０≤θ≤π），则称

６此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



｜→犃犅｜犮狅狊θ为向量 →犃犅在犔轴上的投影（图８９），记作犘狉犼犔 →犃犅，即

犘狉犼犔 →犃犅＝｜→犃犅｜犮狅狊θ．

图８９
显然向量在轴上的投影是一个数量．当θ为锐角时，投影为正；当

θ为钝角时，投影为负；当θ为直角时，投影为０．
８．２．２．５ 向量的坐标表示法
在空间直角坐标系的三个坐标轴上分别取与坐标轴同方向的

图８１０

单位向量，记为犻，犼，犽或→犻，→犼，
→犽，称为基本单位向量．对于空间
内任一个向量，将其平移使起点

落在原点犗，终点为犕，则 →犗犕
可用犻，犼，犽表示出来．
设点犕 的坐标为（狓，狔，狕），

过犕 点做三个平面分别垂直于
三个坐标轴且与坐标轴交于点

犘，犙，犚（图８１０），得到 →犗犕在
三个坐标轴上的投影分别为犗犘，犗犙，犗犚，且

→犗犘＝狓犻，→犗犙＝狔犼，→犗犚＝狕犽．
由向量的加法得到向量 →犗犕的坐标表示，即

→犗犕＝ →犗犘＋ →犘犖＋ →犖犕＝ →犗犘＋ →犗犙＋ →犗犚，
即 →犗犕＝狓犻＋狔犼＋狕犽＝｛狓，狔，狕｝．
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有序实数｛狓，狔，狕｝称为向量 →犗犕的坐标，→犗犘＝狓犻，→犗犙＝狔犼，→犗犚
＝狕犽分别称为向量 →犗犕在三个坐标轴上的分向量．
由两点距离公式得向量 →犗犕的模

｜ →犗犕｜＝ 狓２＋狔２＋狕槡 ２．
我们用 →犗犕与三个坐标轴的夹角α，β，γ（０≤α，β，γ≤π）确定

→犗犕
的方向，称α，β，γ为

→犗犕的方向角（图８１１），称犮狅狊α，犮狅狊β，犮狅狊γ
为 →犗犕的方向余弦．由图８１１可得

犮狅狊α＝ 狓
｜ →犗犕｜

＝ 狓
狓２＋狔２＋狕槡 ２

，

犮狅狊β＝ 狔
｜ →犗犕｜

＝ 狔
狓２＋狔２＋狕槡 ２

，

犮狅狊γ＝ 狕
｜ →犗犕｜

＝ 狕
狓２＋狔２＋狕槡 ２

．

图８１１

直接计算可得犮狅狊２α＋犮狅狊２β＋犮狅狊
２γ＝１．

设犪＝狓犻＋狔犼＋狕犽，则

犪狅＝ 犪｜犪｜＝
１
｜犪｜
（狓犻＋狔犼＋狕犽）＝ 狓｜犪｜犻＋

狔
｜犪｜犼＋

狕
｜犪｜犽

＝犮狅狊α犻＋犮狅狊β犼＋犮狅狊γ犽＝｛犮狅狊α，犮狅狊β，犮狅狊γ｝．
８



设 →犗犕＝狓１犻＋狔１犼＋狕１犽，→犗犖＝狓２犻＋狔２犼＋狕２犽，
则

→犗犕± →犗犖＝（狓１犻＋狔１犼＋狕１犽）±（狓２犻＋狔２犼＋狕２犽）

＝（狓１±狓２）犻＋（狔１±狔２）犼＋（狕１±狕２）犽．
λ →犗犕＝λ（狓１犻＋狔１犼＋狕１犽）＝λ狓１犻＋λ狔１犼＋λ狕２犽．

由上可知，向量的加、减及与数的乘积，只需对向量的各个坐标分

别进行加、减及与数进行乘积运算就可以了．
例１ 设两点犃（狓１，狔１，狕１），犅（狓２，狔２，狕２），求向量 →犃犅的坐

标．
解 →犗犃＝狓１犻＋狔１犼＋狕１犽，→犗犅＝狓２犻＋狔２犼＋狕２犽，

则由图８１２，得

图８１２
→犃犅＝ →犗犅－ →犗犃＝（狓２－狓１）犻＋（狔２－狔１）犼＋（狕２－狕１）犽．

或 →犃犅＝｛狓２－狓１，狔２－狔１，狕２－狕１｝．
向量的坐标也称为向量在坐标轴上的投影．
例２ 设给定两点犃（－１，０，槡２２），犅（０，－１，槡２），求 →犃犅的方

向余弦、方向角和（ →犃犅）狅．
解 →犃犅＝｛０＋１，－１－０，槡 槡２－２２｝＝｛１，－１， 槡－２｝，

｜→犃犅｜＝ １２＋（－１）２＋（ 槡－２）槡 ２＝２．
９



所以 犮狅狊α＝１２
，犮狅狊β＝－

１
２
，犮狅狊γ＝－槡２２

为 →犃犅的方向余弦．

方向角为α＝π３
，β＝

２
３π
，犮狅狊γ＝３４π．

（ →犃犅）狅＝｛犮狅狊α，犮狅狊β，犮狅狊γ｝＝ １
２
，－１２
，－槡２｛ ｝２ ．

例３ 已知向量犪的方向余弦犮狅狊α＝－１２
，犮狅狊γ＝１２

，且犪与

狔轴夹角为钝角，求犮狅狊β．

解 由犮狅狊２α＋犮狅狊２β＋犮狅狊
２γ＝１，得犮狅狊２β＝１－

１
４－

１
４＝

１
２
，

所以 犮狅狊β＝±
槡２
２
，又β为钝角，故犮狅狊β＝－

槡２
２．

８．２．２．６ 两向量的数量积

１．定义
两个非零向量犪，犫的数量积等于这两个向量的模和它们间

夹角余弦的乘积，记为犪·犫或犪犫，即

犪·犫＝｜犪｜｜犫｜犮狅狊（犪，犫
∧
）．

这里（犪，犫
∧
）表示犪与犫间的夹角，且０≤（犪，犫

∧
）≤π．

零向量与任何向量的数量积定义为０．

当犪≠狅时，由于｜犫｜犮狅狊（犪，犫
∧
）是向量犫在向量犪方向上的投

影，从而有

犪·犫＝｜犪｜犘狉犼犪犫．
同理，当犫≠狅时，犪·犫＝｜犫｜犘狉犼犫犪．
由此又可以推出

犘狉犼犪犫＝犪狅·犫，犘狉犼犫犪＝犫
狅·犪．

２．数量积满足下列运算规律
（１）犪·犫＝犫·犪（交换率）；

０１



（２）犪·（犫＋犮）＝犪·犫＋犪·犮（分配率）；
（３）λ（犪·犫）＝（λ犪）·犫（结合率）．

显然有 犪·犪＝｜犪｜｜犪｜犮狅狊（犪，犪
∧
）＝｜犪｜２犮狅狊０＝｜犪｜２，

且可得到以下结论．
两个非零向量犪与犫垂直（记为犪⊥犫）的充分必要条件为

犪·犫＝０．

证 如果犪⊥犫，则 （犪，犫）
∧

＝π２
，犮狅狊（犪，犫）

∧
＝０，

犪·犫＝｜犪｜｜犫｜犮狅狊（犪，犫
∧
）＝０．

反之，如果犪·犫＝０，即｜犪｜｜犫｜犮狅狊（犪，犫）
∧

＝０，而｜犪｜≠０，｜犫｜

≠０，只有犮狅狊（犪，犫
∧
）＝０，而０≤（犪，犫

∧
）≤π，于是有（犪，犫）

∧
＝π２
，即

犪⊥犫．
由此可得到犻·犼＝０，犼·犽＝０，犽·犻＝０．

犻·犻＝｜犻｜｜犻｜犮狅狊（犻，犻
∧
）＝１×１×犮狅狊０＝１，犼·犼＝１，犽·犽＝１．

３．数量积的坐标表示式
设犪＝狓１犻＋狔１犼＋狕１犽，犫＝狓２犻＋狔２犼＋狕２犽，则

犪·犫＝（狓１犻＋狔１犼＋狕１犽）·（狓２犻＋狔２犼＋狕２犽）

＝狓１狓２犻·犻＋狓１狔２犻·犼＋狓１狕２犻·犽＋狔１狓２犼·犻＋狔１狔２犼·犼
＋狔１狕２犼·犽＋狕１狓２犽·犻＋狕１狔２犽·犼＋狕１狕２犽·犽

＝狓１狓２＋狔１狔２＋狕１狕２．
由此可得上述两非零向量垂直的充分必要条件又可表示为

狓１狓２＋狔１狔２＋狕１狕２＝０．

由犪·犫＝｜犪｜｜犫｜犮狅狊（犪，犫
∧
），可得两向量犪，犫夹角余弦

犮狅狊（犪，犫
∧
）＝

犪·犫
｜犪｜｜犫｜＝

狓１狓２＋狔１狔２＋狕１狕２
狓２１＋狔２１＋狕槡 ２

１ 狓２２＋狔２２＋狕槡 ２
２

．
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例４ 已知三点犃（１，０，１），犅（２，１，１），犆（０，０，０），求 →犃犅与

→犃犆的夹角（ →犃犅，→犃犆
∧
）．

解 →犃犅＝犻＋犼，→犃犆＝－犻－犽，

｜→犃犅｜＝ １２＋１２＋０槡 ２ 槡＝２，

｜→犃犆｜＝ （－１）２＋０２＋（－１）槡 ２ 槡＝２，
→犃犅·→犃犆＝１×（－１）＋１×０＋０×（－１）＝－１．

故 犮狅狊（ →犃犅，→犃犆
∧
）＝

→犃犅·→犃犆
｜→犃犅｜｜→犃犆｜

＝ －１
槡２·槡２

＝－１２．

（ →犃犅，→犃犆
∧
）＝２３π．

例５ 设犪＝｛２，－１，３｝，犫＝｛１，－１，－１｝，问犪与犫是否互
相垂直？

解 由犪·犫＝２×１＋（－１）×（－１）＋３×（－１）＝２＋１－３＝０，
知犪与犫互相垂直．
８．２．２．７ 两向量的向量积（叉积）

１．定义
两向量犪与犫的向量积是一个向量犮，记作犮＝犪×犫．

犮的模：｜犮｜＝｜犪｜｜犫｜狊犻狀（犪，犫
∧
）（０≤（犪，犫

∧
）≤π）．

犮的方向：犮⊥犪，犮⊥犫，即犮垂直犪与犫决定的平面，犮的指向

犪，犫，犮构成右手系（即若右手食指指向犪，中指指向犫，则拇指指
向犮，图８１３）．
２．向量积满足下列运算规律：
（１）犪×犫＝－犫×犪（犪×犫与犫×犪模相等，方向相反）；
（２）（λ犪）×犫＝λ（犪×犫）＝犪×（λ犫）（结合率）；
（３）犪×（犫＋犮）＝犪×犫＋犪×犮，
（犪＋犫）×犮＝犪×犮＋犫×犮（分配率）．
由向量积的定义得，两个非零向量犪与犫互相平行的充要条

２１此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


