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内容简介

本书是华南理工大学“国家工科数学课程教学基地”建设的改革教材之一，也是广东省优秀课程“高等
数学”系列教材之一．本书根据原国家教委颁发的枟高等工业学校高等数学课程教学基本要求枠，本着深化
课程体系与教学内容改革的精神编写．在编写时，注重课程体系结构的优化；对重要数学概念的阐述，突出
数学思想与方法；加强对数学应用意识和能力的培养；注重教学的适用性．

本书共分两册．上册包括函数、极限与连续，一元函数微分学，一元函数积分学与微分方程；下册包括
向量代数、空间解析几何，多元函数微分学，多元函数积分学与无穷级数．每节配有习题，每章配有复习题，
书末附习题答案．

本书结构严谨，论证清晰，叙述详尽，便于在教学改革中使用；例题典型，富有启发性，可读性强，便于
自学．本书可作为高等理工科院校本科教材，也可供工程技术人员、自学者及报考研究生的读者参考．
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总　　序

自 １９９５年以来， 华南理工大学数学科学学院 （原应用数学系） 的老
师们为建设国家工科数学课程教学基地不懈努力， 在教育改革中做出了
显著的成绩。 “国家工科数学课程教学基地建设系列教材” 的出版， 就是
这些成果的重要部分。

２１世纪是全球化、 信息化的时代， 数学科学在科学技术中占有核心
地位， 成为直接的生产力。 大学数学课程在高等教育中起着关键的作用，
对学生素质的提高和创新能力的培养起着越来越重要的作用。
提高大学数学的教学质量， 是一项艰巨、 重要的任务。 大学数学的

教学， 应该使学生在理解数学思想、 数学建模和运算能力等方面得到最
基本的训练。 为使学生理解数学思想， 必须讲清基本概念， 并通过必要
的逻辑推理训练使学生理解基本概念和基本定理。 通过数学建模的学习，
学生可以了解数学的来源， 并且学会运用数学。 运算能力的培养是提高
数学素质的基础。 当然， 这三方面综合能力的培养是一个有机的整体，
根据不同专业的要求和学生的实际情况可以有所侧重。
为了适应新形势， 本系列教材力求反映数学与其他学科的最新发展，

删减过时的内容， 介绍各种数学软件的应用， 充分使用多媒体等技术。
本系列教材的出版， 反映了我院教师多年来教学改革的成果， 也吸

取了不少兄弟院校同行的宝贵经验。 限于我们的水平， 其中疏漏在所难
免， 恳请国内外专家、 同行指正。 本系列教材的出版得到华南理工大学
领导与华南理工大学出版社的大力支持， 特此表示感谢。

华南理工大学数学科学学院

２００４ 年 ８ 月
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前　　言
华南理工大学自 １９９９年通过教育部本科教学工作优秀评价以来， 在较高

的起点上进一步推进本科教学改革和建设， 正逐步建立和完善研究型本科教
学体系．

高等数学课程是我校理科 （非数学类）、 工科乃至文科以及经济管理类各
专业的一门主要基础理论课程， 对培养学生的研究型思维、 创新能力， 提高
学生综合素质具有重要的奠基作用．

本书根据原国家教委颁发的 枟高等工业学校高等数学课程教学基本要
求枠， 本着教育创新、 深化改革的精神， 在我校 “国家工科数学课程教学基
地” 建设的教改实践中编写出来， 具有以下突出特点：

一、 注重基本概念阐述， 突出数学建模思想与方法， 着力于探究式学习
能力的培养

为适应我国高等教育大众化的趋势， 确实保证教学质量； 同时， 也为实
施研究型教学， 给学生提供探究学习的基本素材， 本书注重对数学概念的详
尽阐述．数学概念的引进， 尽量从实际问题入手， 尽量借助几何图形的直观
性， 力争使抽象的数学概念形象化； 尽量按辩证唯物论的认识论来引进数学
概念， 做到由特殊到一般， 再由一般回到特殊， 力争使抽象的数学概念具体
化．数学概念的引进， 强调从实际问题的分析中提出数学问题， 然后选择恰
当的数学方法加以解决， 突出数学建模的思维程序．只有使学生深刻、 透彻
地理解数学的基本概念， 方谈得上数学素质的培养、 教学的创新， 才能确保
教学质量这条生命线．

二、 突出数学思想方法， 启迪创新思维， 着力于数学素质与能力的培养
本书在对数学概念详尽阐述的基础上， 注重揭示重要数学概念的本质，

着重讲解在解决实际问题时有重要应用价值的数学思想和方法．在极限概念
中渗透逼近思想， 在微分概念中渗透线性化思想， 在极值问题中渗透最优化
思想， 在微积分与微分方程应用中突出微元分析法等．为适应我校培养、 造
就大批拔尖创新人才的需求， 本书由浅入深， 形成渐进 “台阶”， 逐步提高教
学基本要求．据此， 本书适当选择部分要求略高的教学内容和例题， 着重思
维方法的训练， 使学生在抽象思维、 逻辑思维和严谨性方面受到必要的熏陶，
这是创新人才所必需的．

在使用本书时， 各专业应根据教学要求在内容上作适当的取舍 （特别是



加上星号 （倡） 的章节）．本书力求做到低起点， 然后由浅入深， 循序渐进，
让读者有较大的发挥空间， 最后升华到一定的高度．

三、 注重课程体系结构与教学内容的整体优化
在教材编写过程中， 我们抓住均匀变化与非均匀变化这对矛盾的转化，

并把它作为主线．力求突出微分与积分这对高等数学的重点， 把定积分与不
定积分合为一章， 将它们的计算方法结合在一起讨论， 这样使知识结构更具
条理性、 系统性， 理论阐述更为深刻、 完整．重视相关内容的内在联系与合
理融合， 将重积分、 第一类曲线积分与第一类曲面积分统一成多元数量值函
数积分， 并讨论它们的共同性质、 统一的物理应用公式； 将第二类曲线积分
与第二类曲面积分统一成多元向量值函数积分， 并把它们和向量场的研究密
切结合， 同时也与物理学的实际应用形式相一致．教学内容和体系的这种整
合优化， 符合现代数学的发展趋势．

为突出数学思想与方法， 对运算技巧作适当淡化， 使内容更贴近教学实
际．

本书分上、 下两册．下册包括向量代数、 空间解析几何， 多元函数微分
学， 多元函数积分学与无穷级数．下册由陈凤平、 傅一平、 杨立洪主编， 参
加编写的有陈凤平、 傅一平、 杨立洪、 王全迪、 黄新耀、 郭艾．我们特别感
谢主审人洪潮兴教授， 他花费了大量的时间和精力， 对书稿进行了非常认真
细致的审查， 提出了许多宝贵的意见和建议， 对提高本书的质量起了十分重
要的作用．

我们在多年的教学和研究中， 采用和参考多种国内外的高等数学教材及
其他参考书， 受益匪浅， 在编写本书时也无不受这些优秀教材的启发和指引，
在此对这些优秀教材的作者表示感谢．

本书是我校 “国家工科数学课程教学基地” 建设的改革教材之一， 得到
华南理工大学教务处、 数学科学学院等多方面的关怀和支持， 在此向有关方
面表示感谢．

本书也是广东省优秀课程 “高等数学” 立体化系列教材之一， 它凝聚了
常年在华南理工大学高等数学教学第一线工作的老师们的教学经验， 是高等
数学教研室老师们集体智慧的结晶．

由于我们水平所限， 书中疏漏之处在所难免， 敬请同行专家及读者批评
指正．

编　者
２００５ 年 １ 月



目　　录
第五章　向量代数与空间解析几何 （１）………………………………………………………

　第一节　向量及其线性运算 （１）……………………………………………………………

　　一、 向量的概念 （１） 　二、 向量的线性运算 （２） 　三、 数轴上的向量 （４）
习题 ５ １ （５）

　第二节　点的坐标与向量的坐标 （５）………………………………………………………

　　一、 空间直角坐标系 （５） 　二、 向量的坐标 （６） 　三、 向量线性运算的
坐标表示 （７） 　四、 向量的模、 方向角和投影 （８） 　习题 ５ ２ （１１）

　第三节　向量的乘法运算 （１２）………………………………………………………………

　　一、 两向量的数量积 （内积、 点积） （１２） 　二、 两向量的向量积 （外积， 叉
积） （１５） 　三、 向量的混合积 （１７） 　习题 ５ ３ （１８）

　第四节　平　面 （１８）…………………………………………………………………………

　　一、 平面的点法式方程 （１９） 　二、 平面的一般式方程 （２１） 　三、 两平面
的夹角 （２２） 　四、 点到平面的距离 （２２３） 　习题 ５ ４ （２４）

　第五节　直　线 （２５）…………………………………………………………………………

　　一、 直线的方程 （２５） 　二、 空间两直线的夹角及两直线的位置关系 （２７）
三、 直线与平面的夹角及直线与平面的位置关系 （２７） 　四、 点到直线
的距离 （２８） 　五、 过直线的平面束 （２９） 　习题 ５ ５ （３２）

　第六节　曲面及其方程 （３３）…………………………………………………………………

　　一、 曲面方程的概念 （３３） 　二、 柱面 （３３） 　三、 旋转曲面 （３５）
四、 二次曲面 （３６） 　习题 ５ ６ （３９）

　第七节　空间曲线及其方程 （４０）……………………………………………………………

　　一、 空间曲线的一般式方程 （４０） 　二、 空间曲线的参数方程 （４０）
三、 空间曲线在坐标面上的投影 （４１） 　习题 ５ ７ （４３）

　复习题五 （４４）…………………………………………………………………………………

第六章　多元函数微分学 （４６）…………………………………………………………………

　第一节　多元函数 （４６）………………………………………………………………………

　　一、 平面点集 （４６） 　二、 多元函数概念 （４８） 　三、 多元函数的极限 （５０）
四、 多元函数的连续性 （５３） 　　习题 ６ １ （５５）

　第二节　偏 导 数 （５７）………………………………………………………………………

　　一、 偏导数的定义及其计算方法 （５７） 　二、 二元函数偏导数的几何意义 （６１）
三、 多元函数连续与可偏导没有必然联系 （６１） 　四、 高阶偏导数 （６２）



习题 ６ ２ （６５）
　第三节　全微分及其应用 （６７）………………………………………………………………

　　一、 全微分定义 （６７） 　二、 全微分存在的必要条件 （６８） 　三、 全微分存在
的充分条件 （７０） 　倡

四、 全微分在近似计算中的应用 （７２） 　习题 ６ ３ （７３）
　第四节　多元复合函数的求导法则 （７４）……………………………………………………

　　一、 复合函数求导的链式法则 （７４） 　二、 复合函数的高阶偏导数 （８０）
三、 一阶全微分形式的不变性 （８２） 　习题 ６ ４ （８３）

　第五节　隐函数求导法 （８５）…………………………………………………………………

　　一、 一个方程的情形 （８５） 　二、 方程组的情形 （８９） 　习题 ６ ５ （９３）
　第六节　方向导数与梯度 （９４）………………………………………………………………

　　一、 方向导数 （９４） 　二、 梯度 （９８） 　习题 ６ ６ （１０１）
　第七节　偏导数的几何应用 （１０２）…………………………………………………………

　　一、 空间曲线的切线与法平面 （１０２） 　二、 曲面的切平面与法线 （１０６）
习题 ６ ７ （１１１）

　第八节　多元函数的极值 （１１２）……………………………………………………………

　　一、 多元函数的极值 （１１２） 　二、 条件极值和拉格朗日乘数法 （１１６）
三、 有界闭区域上函数的最值 （１２１） 　习题 ６ ８ （１２３）

　第九节倡 　二元函数的泰勒公式 （１２４）………………………………………………………

　　一、 二元函数的泰勒公式 （１２４） 　二、 极值充分条件的说明 （１２７）
习题 ６ ９ （１２８）

　第十节　最小二乘法 （１２８）…………………………………………………………………

　　习题 ６ １０ （１３１）
　复习题六 （１３２）………………………………………………………………………………

第七章　多元数量值函数积分学 （１３４）………………………………………………………

　第一节　多元数量值函数积分的概念与性质 （１３４）………………………………………

　　一、 引例　非均匀物体的质量问题 （１１３４） 　二、 多元数量值函数积分的
概念 （１３７） 　三、 多元数量值函数积分的性质 （１３９） 　习题 ７ １ （１４０）

　第二节　二重积分的计算 （１４１）……………………………………………………………

　　一、 二重积分的几何意义 （１４１） 　二、 在直角坐标系下计算二重积分 （１４３）
三、 在极坐标系下计算二重积分 （１５２） 　倡

四、 二重积分的换元法 （１５７）
习题 ７ ２ （１５８）

　第三节　三重积分的计算 （１６０）……………………………………………………………

　　一、 在直角坐标系下计算三重积分 （１６０） 　二、 在柱面坐标系下计算三重
积分 （１６５） 　三、 在球面坐标系下计算三重积分 （１６９） 　倡

四、 三重积分的
换元法 （１７３） 　习题 ７ ３ （１７４）

　第四节　第一型曲线积分的计算 （１７５）……………………………………………………

２ 高等数学 （下册）

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



　　习题 ７ ４ （１７９）
　第五节　第一型曲面积分的计算 （１７９）……………………………………………………

　　一、 曲面的面积 （１８０） 　二、 第一型曲面积分的计算 （１８２） 　习题 ７ ５ （１８６）
　第六节　积分在物理上的应用 （１８６）………………………………………………………

　　一、 重心 （１８６） 　二、 转动惯量 （１８８） 　三、 引力 （１９０） 　习题 ７ ６ （１９１）
　复习题七 （１９２）………………………………………………………………………………

第八章　第二型曲线、 曲面积分 （１９４）………………………………………………………

　第一节　第二型曲线积分 （１９４）……………………………………………………………

　　一、 引例 （变力做功问题） （１９４） 　二、 第二型曲线积分的概念 （１９５）
三、 第二型曲线积分的性质 （１９７） 　四、 第二型曲线积分的计算法 （１９８）
习题 ８ １ （２０３）

　第二节　格林 （Ｇｒｅｅｎ） 公式及其应用 （２０４）………………………………………………

　　一、 格林公式 （２０４） 　二、 两型曲线积分的关系 （２０９） 　习题 ８ ２ （２１１）
　第三节　曲线积分与路径的无关性 （２１２）…………………………………………………

　　一、 第二型曲线积分与路径无关的条件 （２１３） 　二、 全微分求积与势函数
的概念 （２１７） 　三、 一阶全微分方程 （２１９） 　习题 ８ ３ （２２３）

　第四节　第二型曲面积分 （２２４）……………………………………………………………

　　一、 有向曲面 （２２４） 　二、 第二型曲面积分的概念 （２２５） 　三、 第二型曲面积
分的性质 （２２７） 　四、 第二型曲面积分的计算法 （２２７） 　习题 ８ ４ （２３３）

　第五节　高斯公式和斯托克斯公式 （２３４）…………………………………………………

　　一、 高斯 （Ｇａｕｓｓ） 公式 （２３４） 　二、 斯托克斯 （Ｓｔｏｋｅｓ） 公式 （２３９） 　习题 ８ ５
（２４４）

　倡
第六节　场论初步 （２４５）……………………………………………………………………

　　一、 等值面与向量线 （２４５） 　二、 向量场的散度 （２４６） 　三、 向量场的旋度
（２５０）
四、 几类特殊的场 （２５３） 　习题 ８ ６ （２５６）

　复习题八 （２５６）………………………………………………………………………………

第九章　无 穷 级 数 （２５９）……………………………………………………………………

　第一节　常数项级数的概念及性质 （２５９）…………………………………………………

　　一、 无穷级数的概念 （２５９） 　二、 无穷级数的收敛性 （２６０） 　三、 级数收敛的
必要条件 （２６３） 　四、 级数的基本性质 （２６４） 　习题 ９ １ （２６６）

　第二节　正项级数及其收敛判别法 （２６７）…………………………………………………

　　一、 比较判别法 （２６８） 　二、 比值判别法 （２７１） 　倡
三、 根据判别法 （２７３）

习题 ９ ２ （２７６）
　第三节　任意项级数及其收敛判别法 （２７８）………………………………………………

　　一、 交错级数及其收敛判别法 （２７８） 　二、 绝对收敛与条件收敛 （２８０）

３目　　录



习题 ９ ３ （２８３）
　第四节　幂 级 数 （２８４）………………………………………………………………………

　　一、 函数项级数的概念 （２８４） 　二、 幂级数及其收敛性 （２８５）
三、 幂级数的运算 （２８９） 　习题 ９ ４ （２９３）

　第五节　函数展开为幂级数 （２９４）…………………………………………………………

　　一、 泰勒级数 （２９５） 　二、 函数展开成幂级数 （２９７） 　习题 ９ ５ （３０２）
　倡
第六节　函数的幂级数展开式的应用 （３０３）………………………………………………

　　一、 近似计算 （３０３） 　二、 欧拉公式 （３０６） 　习题 ９ ６ （３０７）
　第七节　傅里叶 （Ｆａｕｒｉｅｒ） 级数 （３０７）……………………………………………………

　　一、 三角函数系的正交性 （３０７） 　二、 函数展开为傅里叶系数 （３０８）
习题 ９ ７ （３１４）

　第八节　正弦级数与余弦级数 （３１５）………………………………………………………

　　习题 ９ ８ （３１９）
　倡
第九节　傅里叶级数的复数形式 （３２０）……………………………………………………　　

　复习题九 （３２２）………………………………………………………………………………

习题答案与提示 （３２６）…………………………………………………………………………

４ 高等数学 （下册）



第五章　向量代数与空间解析几何
与平面解析几何类似， 空间解析几何是用代数的方法来研究几何的问题．通过在空间

建立坐标系， 将空间的点用坐标表示， 从而使空间几何图形的性质可以通过点坐标之间的
代数关系加以讨论、 研究．

人们已经看到， 平面解析几何的知识对学习一元函数微积分所发挥的重大作用．为讨
论多元函数， 有必要学习空间解析几何的知识， 而且空间解析几何知识应用广泛， 对于后
续课程的学习也是必不可少的．

本章首先引入在工程技术上应用广泛的向量的概念， 介绍向量的线性运算； 然后建立
空间直角坐标系， 将向量线性运算代数化， 同时还讨论向量的乘法， 即向量的数量积与向
量积； 接着以向量为工具讨论空间的平面和直线； 最后介绍曲面和曲线， 在曲面方程中着
重讨论二次曲面方程．

第一节　向量及其线性运算
一、 向量的概念
由物理学可知， 力和速度都是既要考虑数值大小、 又要考虑方向的量．这类既有数值

图 ５ １

大小、 又有方向的量叫做向量．向量可以用有向线段来表示， 有向
线段的指向表示向量的方向， 有向线段的长度表示向量的数值大小，
如图 ５ １ 所示．向量通常用黑体字母或上方加箭头的字母表示， 如
a， v， F 或 a， v， F， 也可以用AB来表示以 A 为始点、 B 为终点的
向量．

向量 a 的大小称为向量的模， 记为 ｜a ｜．
模为零的向量称为零向量， 记为0， 以后简记为 ０．零向量没有确定的方向， 也可以

看作方向是任意的．
模为 １ 的向量称为单位向量．
与向量 a 的模相等、 方向相反的向量称为 a 的负向量， 记为 －a．
如果两个向量 a 和 b， 它们的模相等， 方向又相同 （即在同一直线上或在两平行直线

上且指向相同）， 就说这两个向量是相等的， 记为 a ＝b．根据此规定， 两个向量相等并不
需要它们在位置上完全重合， 只要求这两个向量经过平移后重合， 即一个向量可平行移动
到空间任何位置， 所得向量与原向量均相等．换句话说， 向量与它的起点无关， 这样的向
量称为自由向量．本章所讨论的向量都是自由向量．



二、 向量的线性运算
１畅向量的加法
由物理学中力、 速度的合成法， 可引出向量加法的如下定义．
定义 1　对于向量 a， b， 任选一点 A作向量AB等于 a， 作向量BC等于 b， 把AC表示的

向量 c称为 a 与 b 的和， 记作 c ＝a ＋b， 如图 ５ ２ 所示．

　　图 ５ ２　　　　　　　　　　　　　　　　图 ５ ３
这一规则叫做向量加法的三角形法则．
注： 从同一始点 O 作OA＝a， OB ＝b， 以 OA， OB 为邻边的平行四边形 OACB 的对角

线OC也表示向量 a 与 b 的和 （图 ５ ３）， 这叫做向量加法的平行四边形法则．
向量加法的运算律：
（１） 交换律　a ＋b ＝b ＋a．
（２） 结合律　 （a ＋b） ＋c ＝a ＋ （b ＋c）．
（３） a ＋０ ＝a．
（４） a ＋ （ －a） ＝０．
由向量加法的定义知交换律显然成立．
结合律的证明： 作OA等于 a， AB等于 b， BC等于 c， 如图 ５ ４ 所示， 则OB等于 a ＋

b， OC等于 （a ＋b） ＋c； 又AC等于 b ＋c， OC等于 a ＋ （b ＋c）， 因此有 （a ＋b） ＋c ＝a
＋ （b ＋c）．
如果给出 n （n≥３） 个向量， 由于向量的加法符合交换律与结合律， 于是 n 个向量

a１ ， a２ ， …， an （n≥３） 相加可写成
a１ ＋a２ ＋… ＋an，

按向量相加的三角形法则， 可得 n 个向量相加的法则如下： 以前一向量的终点作为次后一
个向量的起点， 接连相继作出向量 a１ ， a２ ， …， an， 再以首个向量的起点为起点， 向最后
一个向量的终点作向量， 这个向量即为所求的和， 如图 ５ ５ 所示．

s ＝a１ ＋a２ ＋a３ ＋a４ ＋a５ ＝OA５
规定两个向量 b 与 a 的差

b －a ＝b ＋ （ －a），
如图 ５ ６ 所示．

容易看出， 对于任意向量 a， b， 都有
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　　图 ５ ４　　　　　　　　　　　图 ５ ５　　　　　　　　　　　图 ５ ６
｜a ±b ｜≤ ｜a ｜＋｜b ｜，

这个不等式称为三角形不等式， 它是用向量的形式表示三角形的一边不大于另两边的和．
２畅向量与数的乘法
定义 2　实数λ与向量 a 的乘积 （数乘） 是一个向量， 记为 λa， 它的模与方向规定

如下：
１°．　 ｜λa ｜＝｜λ｜｜a ｜．
２°．　当 λ＞０ 时， λa 与 a 方向相同； 当 λ＜０ 时， λa 与 a 方向相反； 当 λ＝０ 时，

λa 为零向量．
向量与数的乘法满足下列运算律：
对于任意向量 a， b 和任意实数 λ， 总有
（１） １· a ＝a．
（２） λ（μa） ＝μ（λa） ＝ （λμ） a．
（３） （λ＋μ） a ＝λa ＋μa．
（４） λ（a ＋b） ＝λa ＋λb．
它们可以用定义 １ 及定义 ２ 验证， 这里从略．
对于非零向量 a， 取 λ＝ １

｜a ｜， 则向量 １
｜a ｜a 是与 a 同方向的单位向量， 记为 a°．

即有

a°＝ １
｜a ｜a．

由定义 ２ 知， 如果 λa ＝０， 则 λ＝０ 或 a ＝０．由于向量 λa 与 a 平行， 因此常用向量
与数的乘积来说明两个向量的平行关系．即有

定理 1　设向量 a≠０， 那么向量 b 平行于 a 的充分必要条件是： 存在惟一的实数 λ，
使 b ＝λa．

证　条件的充分性是显然的， 下面证明条件的必要性．
若 a 与 b 同向， 则 b°＝a°， 从而有
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b ＝｜b ｜b°＝｜b ｜a°＝｜b ｜· （ ｜a ｜－１ a） ＝ （ ｜b ｜｜a ｜－１ ） a，
取 λ＝｜b ｜｜a ｜－１ ， 即得 b ＝λa．

若 a 与 b 反向， 证明类似．下面再证明λ的惟一性．
假如 b ＝λa ＝μa， 则 （λ－μ） a ＝０， 因为 a≠０， 所以 λ－μ＝０， 即 λ＝μ．

例 1　如图 ５ ７ 所示， 已知△ABC 及一点 O， 试证： 点 O 是△ABC 的重心的充
要条件是OA＋OB＋OC ＝０．

图 ５ ７

证　 ［必要性］ 　设点 O 是△ABC 的重心，
P， Q， R 分别是三边 BC， CA， AB 的中点， 则
OA＝２

３ PA＝
２
３ （PB ＋BA） ＝２

３
１
２ CB ＋BA

＝１
３ CB ＋２

３ BA．
同理得到

OB ＝１
３ AC＋２

３ CB，
OC ＝１

３ BA ＋
２
３ AC．

于是有

OA＋OB ＋OC ＝１
３ （CB＋AC ＋BA） ＋２

３ （BA＋CB ＋AC）
＝CB ＋BA＋AC＝CA＋AC ＝０．

［充分性］ 　设OA ＋OB ＋OC ＝０， 而△ABC 的重心为点 O倡 ， 则由必要性知O倡 A ＋
O倡 B＋O倡C ＝０．但是

OA＝OO倡 ＋O倡 A， 　OB ＝OO倡 ＋O倡 B， 　OC ＝OO倡 ＋O倡C，
因此

OA＋OB ＋OC ＝３ OO倡 ＋O倡 A＋O倡B ＋O倡C，
即有 OO倡 ＝０．
故点 O 与点 O倡

重合．
三、 数轴上的向量
由于单位向量是确定了单位长度的向量， 因此， 只要给定一个点及一个单位向量就可

确定一数轴．记 Ox 轴上的单位向量为 e， 原点为 O， 则不论点 M （对应坐标为 u） 在数轴

图 ５ ８

何处， 如图 ５ ８ 所示， 由定理 １ 知数轴
上的向量OM可以惟一地表示为OM ＝λe．

又因 ｜u ｜＝｜λ｜＝ OM ， 且当 λ
＞０ 时， OM与 e同方向， 故 u ＞０， 即λ＝
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u； 而当 λ＜０ 时， OM与 e反方向， 从而 u ＜０， 也是 λ＝u； 当点 M 与点 O 重合， OM ＝０
＝０e．
综上所述， 不论 M 在数轴上何处， 都有

OM ＝ue．
这样就建立了数轴 Ox上的向量OM与点 M 的坐标 u 之间的一一对应关系．

进一步， 如果 M１ ， M２ 是 Ox 轴上坐标依次为 u１ ， u２ 的两个点， 那么数轴上的向量
M１M２可以惟一地表示为

M１M２ ＝ （u２ －u１ ） e．
事实上， 因为OM１ ＝u１ e， OM２ ＝u２ e， 而M１M２ ＝OM２ －OM１ ， 于是M１M２ ＝u２ e －u１ e ＝

（u２ －u１ ） e．
这表明在数轴上有可能将复杂的向量几何运算转化为简单的代数运算．

习题 5 1

１畅用向量法证明梯形两腰中点连线平行于上、 下底且等于它们长度和的一半．
２畅设 u ＝a －b ＋２c， v ＝－a＋３b －c．试用 a， b， c表示 ２u－３v．
３畅在△ABC中， 点 D， E分别在边 BC与 CA上， 且 BD＝１

３ BC， CE＝１
３ CA， AD与 BE交于 R．试

证： RD＝１７ AD， RE＝４７ BE．
４畅把△ABC的 BC边五等分， 设分点依次为 D１， D２， D３， D４， 再把各分点与点 A连接．试以AB＝

c， BC＝a表示向量 D１A， D２A， D３A和 D４A．

第二节　点的坐标与向量的坐标
向量的几何运算虽直观， 但不如数的代数运算简洁．在第一节中已经看到在数轴上向

量的几何运算可以转化为简单的代数运算， 本节利用坐标法把空间中的向量的几何运算代
数化．
一、 空间直角坐标系
过空间一个定点 O， 作三条互相垂直的数轴， 这三条轴分别叫做 x 轴 （横轴）、 y 轴

（纵轴） 和 z 轴 （竖轴）．它们适合：
（１） 都以 O 为原点；
（２） 有相同的单位长；
（３） Ox， Oy， Oz 轴的正向成右手系， 即以右手握住 z 轴， 当右手的四个手指从 x 轴

正向以
π
２ 角度转向 y轴正向时， 大拇指的指向就是 z 轴的正向， 如图 ５ ９ 所示．
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图 ５ ９

这样的三条坐标轴就组成了一个空间直角坐标

系， 称为 O xyz 坐标系．点 O 叫做坐标原点 （简
称原点）．

三条坐标轴中的任意两条确定的平面称为坐标

面．x轴与 y轴所确定的坐标面叫做xOy面， y 轴与
z 轴和 z 轴与 x轴所确定的坐标面， 分别叫做 yOz面
和 zOx面．习惯上将xOy面置于水平面的位置．三
个坐标面将空间分成八个部分， 每一部分叫做一个
卦限．以正的 x轴、 正的 y 轴及正的 z 轴为棱的卦
限叫做第一卦限； 以负的 x 轴、 正的 y 轴及正的 z
轴为棱的卦限叫做第二卦限； 以负的 x 轴、 负的 y 轴及正的 z 轴为棱的卦限叫做第三卦
限； 以正的 x轴、 负的 y 轴及正的 z轴为棱的卦限叫做第四卦限．而第一、 二、 三、 四卦
限的下面依次为第五、 六、 七、 八卦限．这八个卦限分别用字母Ⅰ、 Ⅱ、 Ⅲ、 Ⅳ、 Ⅴ、
Ⅵ、 Ⅶ、 Ⅷ表示， 如图 ５ １０ 所示．

图 ５ １０　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　图 ５ １１
设 M 为空间一定点， 过点 M 作三个平面分别垂直于 x 轴、 y 轴和 z 轴， 它们与 x 轴、

y轴、 z轴的交点依次为 P， Q， R．点 P， Q， R 分别称为点 M 在 x 轴、 y 轴和 z 轴上的投
影点．这三点在 x轴、 y轴、 z轴上的坐标依次为 x， y， z， 于是空间的一点 M 就惟一地确
定了一个有序数组 x， y， z．

反过来， 对于给定的有序数组 x， y， z， 可以在 x 轴上取坐标为 x 的点 P， 在 y 轴上
取坐标为 y的点 Q， 在 z 轴上取坐标为 z 的点 R， 然后过点 P， Q， R 分别作垂直于 x 轴、 y
轴和 z 轴的三个平面， 这三个平面的交点 M 便是由有序数组 x， y， z确定的惟一的点， 如
图 ５ １１ 所示．

这样就建立了空间的点 M 和有序数组 x， y， z 之间的一一对应关系．这组数 x， y， z
称为点 M 的空间直角坐标， 并依次称 x， y， z 为点 M 的横坐标、 纵坐标和竖坐标．把点
M 记为 M （x， y， z）．
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二、 向量的坐标
在空间直角坐标系 O xyz 中， 分别记 i， j， k 为与 x 轴、 y 轴、 z 轴的正向同方向的

图 ５ １２

单位向量．任给向量 a， 有对应点 M， 使得OM ＝
a．以 OM 为对角线、 三条坐标轴为棱作长方体
RHMK －OPNQ， 如图 ５ １２ 所示， 则点 M 在 x
轴、 y轴、 z 轴上的投影点分别为 P， Q 和 R．设
P， Q， R 在 x轴、 y 轴、 z 轴上的坐标分别为 ax，
ay， a z （即点 M 的坐标为 （ ax， ay， a z ））， 则由
数轴上的向量的表示知， OP， OQ， OR可以惟一
地表示为

OP ＝ax i， 　OQ ＝ay j， 　OR ＝a zk．
而按向量的加法有

a ＝OM ＝OP ＋PN ＋NM ＝OP＋OQ ＋OR，
因此 a ＝ax i ＋ay j ＋a zk．
上式称为向量 a 的坐标分解式， ax i， ay j， a zk 分别称为向量 a 沿三个坐标轴方向的分向
量．

给定向量 a， 由 a ＝OM就确定了点 M 及数轴上的向量OP， OQ， OR （三个分向量），
进而确定了有序数组 ax， ay， a z； 反之， 给定了有序数组 ax， ay， a z， 由 a ＝ax i ＋ay j ＋
a zk 就确定了向量 a．于是， 向量 a 与有序数组 ax， ay， a z 之间有一一对应关系．把有序
数组 ax， ay， a z 称为向量 a 的坐标， 记为 a ＝ ｛ax， ay， a z｝．

空间任意一点 M （ x， y， z）， 都对应着一个向量 r ＝OM （点 O 为原点）， 称为点 M
的向径．由向量坐标的定义知， r ＝ ｛x， y， z｝．
三、 向量线性运算的坐标表示
在引入了向量的坐标后， 向量的几何运算就可以化为向量坐标的代数运算．
设 a ＝ ｛ax， ay， a z｝， 　b ＝ ｛bx， by， b z｝．

即 a ＝ax i ＋ay j ＋a zk， 　b ＝bx i ＋by j ＋b zk．
由向量的加法运算与向量的数乘运算规律， 有

a ＋b ＝（ax ＋bx） i ＋（ay ＋by） j ＋（a z ＋b z）k，
a －b ＝（ax －bx） i ＋（ay －by） j ＋（a z －b z）k，

λa ＝（λax） i ＋（λay） j ＋（λa z）k，
即 a ＋b ＝｛ax ＋bx，ay ＋b y，a z ＋b z｝，

a －b ＝｛ax －bx，ay －b y，a z －b z｝，
λa ＝｛λax，λay，λa z｝．

　　应用向量的坐标， 由第一节的定理 １ 得到， 当向量 a≠０ 时， 向量 b 平行于向量 a 的
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充分必要条件为向量 b 与 a 对应的坐标成比例， 即
bx
ax

＝byay ＝
b倡z
a z

（１）
定理　向量的坐标等于其终点坐标减去始点坐标．
证　对于向量AB， 设 A （x１ ， y１ ， z１）， B （x２， y２， z２ ）， 则向径

OA＝ ｛x１ ， y１ ， z１ ｝， OB ＝ ｛x２ ， y２， z２ ｝．
因为AB＝OB －OA， 所以

AB ＝ ｛x２ －x１ ， y２ －y１ ， z２ －z１ ｝．
例 1　设有两点 A （x１ ， y１ ， z１ ） 及 B （ x２， y２ ， z２ ）， 又 λ为一实数且 λ≠ －１， M 为

线段 AB 或其延长线上的一点， 且满足
AM∶MB＝λ，

求点 M 的坐标．
解　设 M 点的坐标为 （x， y， z）， 则

AM ＝ ｛x－x１ ， y －y１ ， z －z１ ｝， MB ＝ ｛x２ －x， y２ －y， z２ －z｝．

图 ５ １３

如图 ５ １３ 所示， 依题意有
AM ＝λMB，

故 ｛x －x１ ， y－y１ ， z－z１ ｝ ＝λ ｛ x２ －x， y２ －y， z２ －
z｝，
所以 x －x１ ＝λ（x２ －x），

y －y１ ＝λ（y２ －y），
z －z１ ＝λ（ z２ －z），

故得

x＝x１ ＋λx２
１ ＋λ ，

y＝y１ ＋λy２
１ ＋λ ，

z＝z１ ＋λz２
１ ＋λ．

点 M 称为有向线段 AB 的定比分点．
当 λ＝１ 时， 得有向线段 AB 的中点坐标为

x＝x１ ＋x２２ ， y＝y１ ＋y２２ ， z＝z１ ＋z２２ ．

四、 向量的模、 方向角和投影
１畅向量的模与两点间的距离公式
设向量
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