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前言   本教材是以 1996 年国家教委组织制定的高等工程专科学

校《高等数学课程教学基本要求》为依据, 由具有丰富的高职

高专教学经验的教师编写而成 . 由于高职高专类学校所设专

业较多,为了适合不同专业、不同层次的教学,编写教师根据多

年的教学经验,对教学内容进行了较为恰当的处理 . 该教材具

有以下特点:

1. 极限理论以描述性定义为主线, 对数学要求不高而教

学时数又少的专业,讲解极限时可完全采用描述性定义 . 教材

中函数的极限部分,仅对 x→x0 的情形既给出了描述性定义又

给出了精确定义 ( 即 ε-δ定义 ) . 这样处理后,使抽象的 ε-δ语

言有了具体意义,教学实践证明, 这种方式与单纯只讲精确定

义的方式相比,前者令学生更容易接受, 对大部分专业,教学时

可采用这种模式 . 这样处理的另一个好处是, 尽管只对 x→x0

这一种情形介绍了精确定义, 但对极限理论中的重要结论, 如

极限与无穷小的关系定理、无穷小的性质以及极限的运算法则

等都可以证明了 .

2. 由于高职高专类学校的学生数学基础参差不齐, 为了

适应不同层次的教学, 教材中对习题的编排采用了由浅入深、

循序渐进、逐步深入的原则 . 例如, 对导数部分的习题,首先设

计了一些题型用以熟悉函数的导数以及函数在给定的导数的

四种记号,熟悉已推出的导数公式 . 然后编写一些用来熟悉导

数的四则运算法则,但同时又能巩固导数公式的习题 . 最后选

取复合函数的导数的习题时,又考虑到巩固所有的导数公式及

四则运算法则 . 许多学生想问“学习导数有什么用”, 导数的

应用这一章非常明确地回答了这一问题,同时, 该章的内容、习

题的选取仍然没有忘记巩固导数的公式及运算法则 . 通过这

种螺旋式的循环,使学生对重点内容达到熟练掌握的程度 .

3. 本教材中编入了导数及定积分在经济管理以及其他领

域中的应用,这样既拓宽了教材的使用范围, 又增强了数学课

与专业课之间的联系 .
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  4. 大部分高职高专类学校都存在教学内容多而教学时数

少的矛盾,为了解决这一矛盾,编写教材时既考虑到要符合教

学要求,又照顾了在实际教学时的可操作性, 对后续课程没有

影响或影响不大的内容做了适当的删减 . 比较典型的是空间

解析几何中建立平面方程、直线方程, 研究平面与平面、直线与

直线以及直线与平面的夹角的内容,这些知识的学习对逻辑推

理能力、空间想象能力的提高是非常有用的, 但是删除这些内

容不会影响多元函数微积分内容的学习 . 通过削枝强干、删繁

就简,希望在较少的时间内尽可能完成教学要求的主要内容 .

参加编写的教师有杨盛祥 ( 编写第 1 章、第 8 章及第 10

章) 、陈琳( 编写第 2 章及第 11 章) 、成和平 ( 编写第 3 章) 、洪

洁( 编写第 4 章及第 9 章) 、颜文勇( 编写第 5 章及第 6 章 ) 、陈

晓敏( 编写第 7 章) .

西南交通大学杨元教授仔细审阅了全书,在此表示衷心感

谢 .

由于我们的水平有限,时间仓促, 错误在所难免,恳请读者

批评指正 .

编 者

2003 年 12 月
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数学发展简介

  高等数学通常仅是相对初等数学而言的, 其内容并无确切所指,作为高等学校教学科目的

高等数学, 通常包含微积分、微分方程、解析几何及级数的初步知识 . 高等数学主要产生于 17

世纪, 18 世纪发展成熟 . 高等数学建立过程中第一个决定性的步骤是解析几何的创立, 这一

时期的杰出人物是笛卡尔和费尔马 . 法国数学家笛卡尔把变量引入数学, 建立了数和形之间

的关系, 这样,运用所有的代数方法解决几何问题成为可能 . 笛卡尔的同胞费尔马具体地研究

了直线、圆和其他圆锥曲线的方程,发现了坐标轴可以平移、旋转,并以此来简化方程 . 17 世纪

后半期, 英国数学家、物理学家牛顿从物理观点出发来研究数学, 从而创立了微积分学.德国数

学家莱布尼兹则是从几何问题 ( 如曲线的切线, 面积等) 入手, 提出了微积分的基本概念 . 微

积分在 18 世纪得到了巨大的发展,沿着牛顿、莱布尼兹开创的道路, 经过许多数学家( 如拉格

朗日、柯西、达朗贝尔、拉普拉斯、斯托克斯、维尔斯特拉斯等) 的共同努力, 使微积分的理论逐

渐完善、严密,应用更加广泛 .

中国是一个有着悠久历史和灿烂文化的文明古国, 中国古代的四大发明曾经极大地推动

了世界文明的进步 . 同样, 作为中国文化的重要组成部分, 中国古代数学, 由于其自身的历史

渊源和独特的发展过程, 形成了与西方迥然不同的风格,成为世界数学发展的历史长河中的一

支不容忽视的源头 . 根据古籍记载、考古发现及其他文字资料推测, 至少在公元前 3000 年左

右, 在中华古老的土地上就有了十进位记数法,开始使用分数及几何工具规和矩 . 庄子关于极

限的论述“一尺之棰, 日取其半,万世不竭”更是世界数学史早期最光辉的数学思想之一, 与西

方 17 世纪才提出的无穷小的概念相比, 早 2 000 多年 . 三国时期的刘徽对《九章算术》做了最

好的注释, 他为了计算圆周率提出了“割圆术”, 在中国数学史上, 首次将极限概念用于近似计

算, 刘徽是中国早期对数学理论进行了深入研究的最杰出的数学家之一 . 南北朝时期的祖冲

之最杰出的成就是关于圆周率的计算, 他把这一重要的数值精确到小数点后第 6 位,这一关于

π的近似值的世界记录被祖冲之保持了近一千年, 他儿子祖暅提出的“祖暅原理”, 直到1 100

多年后才由意大利数学家卡瓦列发现 . 宋元时期中国基本上是以代数为主要研究对象, 这一

时期, 关于高次方程的数值解法、线性方程组的解法、高阶等差数列、组合数学等, 都达到了当

时世界的最高水平 . 宋元高峰时期出现了许多杰出人物, 秦九韶研究的同余式问题,其成果已

灿烂夺目, 直到 500 年后, 经瑞士数学家欧拉、法国数学家拉格朗日和德国数学家高斯三代巨

匠前后 60 多年的努力, 才比较系统地建立起一次同余式的理论 . 南宋末期的杨辉比西方早半
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个世纪提出了杨辉三角形( 西方称之为帕斯卡三角形) , 元代数学家朱世杰对四元高次方程组

提出的“相消法”, 近 500 年后才由法国的贝佐特给出了初步方案 . 遗憾的是, 明清时期的统

治阶级为了维护其统治地位, 规定科举制必须采用“八股”文体, 而鄙夷天文、数学等专门学问

为“奇技淫巧”, 加上生产水平低下与数学理论高度发展相脱节的实际状况, 致使中国数学由

宋元时期的蓬勃发展而走向衰落 . 当我们准备学习西方数学家创立的微积分时, 看到中国古

代数学的辉煌和近代与西方的差距是非常必要的 .
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第 9 章
多元函数微分学

  在上册中, 我们所讨论的函数都只含有一个自变量, 这一类函数叫做一元函数. 但是在自

然科学和工程技术实践中, 许多问题往往涉及多个因素,常常出现一个变量依赖于多个变量的

情况, 这就出现了含有多个自变量的函数,即多元函数.

本章将在一元函数微分学的基础上, 讨论多元函数微分法及其应用.多元函数同一元函数

有着密切的联系, 我们常常把多元函数的问题转化为一元函数的问题,用一元函数的微分法加

以解决. 同时还应注意到多元函数的自变量不止一个, 而是很多个, 因此它与一元函数有着本

质的区别.

因为从一元函数到二元函数会产生许多新的问题, 而从二元函数到二元以上的多元函数

则可以类推, 故本章以二元函数为代表来讨论多元函数微分学.

9. 1 多元函数的基本概念

一、区域

在一元函数的讨论中, 邻域及区间是经常用到的概念,类似地, 讨论多元函数时,经常用到

图 9-1

邻域及区域的概念. 邻域及区域都是符合一定条件的点集.

为简单直观起见, 我们就用点集的概念来说明邻域和区域的

概念.

在解析几何中, 一个二元有序数组 ( x, y) 对应于平面上

一个点, 这种点的集合称为平面点集.类似地, 一个三元有序

数组( x, y, z) 对应于空间中一个点, 这种点的集合称为空间

点集.

例如, 平面点集 A = { ( x, y) | x
2

+ y
2

< 1}表示 xOy平面

上以原点为圆心, 半径为 1 的圆的内部, 且不包含圆周 x
2

+

y
2

= 1 的所有点的集合, 如图 9-1 所示. 平面点集B = { ( x,

y) | x > 0, y > 0}表示 xOy 平面上第一象限内所有点的集合

1
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图 9-2

( 不包含 x轴, y轴上的点 ) , 如图 9-2 所示. 空间点集 D = {( x, y,

z) | x
2

+ y
2

+ z
2
≤1}表示 Oxyz空间中以原点为球心, 半径为 1 的球

的内部且包含球面的所有点的集合.

一般地,平面区域是指平面上由一条曲线或几条曲线围成的

部分.区域可以是有限的, 例如上述的圆形区域、球形区域等等,

这种区域称之为有界区域. 区域也可以延伸到无穷远处, 例如整

个 xOy平面,空间中的第一卦限等等, 这种区域是无限的,称之为

无界区域.围成区域的曲线称为区域边界. 包括全部边界的区域

称为闭区域,不包括边界上任何点的区域称为开区域.

与点 P 0 ( x0 , y0 ) 距离小于 δ的点 P ( x, y) 的全体, 称为点 P 0

的 δ邻域, 记作 U( P 0 ,δ) ,即

U( P 0 , δ) = { ( x, y) | ( x - x0 )
2

+ ( y - y0 )
2

< δ}

从图形上看, U( P 0 ,δ)就是以点 P 0 ( x0 , y0 ) 为中心、δ> 0 为半径的圆的内部的点 P ( x, y) 的全

体. 如果不强调邻域半径 δ, 则用 U( P 0 ) 表示点 P 0 的 δ邻域.

上述关于平面区域的概念可类似地推广到空间中去.

二、多元函数的概念

在很多自然现象和实际问题中, 经常会遇到多个变量之间的依赖关系.

例 1 正圆锥体体积 V和它的底半径 r、高 h之间具有关系

V =
1
3
πr

2
h

这里, V随着 r、h的变化而变化, 当 r、h 在一定范围 ( r > 0 , h > 0 ) 取定一对值时, V的值就随之

而确定. 即当取定二元有序数组( r, h) 时, V便有确定的值与之对应.这里底半径 r 和高 h 是相

互独立的, 它们之间不存在依赖关系.

例 2 设 R是电阻 R1、R2 并联后的总电阻,由电学知道, 它们之间具有关系

R =
R1 R2

R1 + R2

这里, R随着 R1 , R2 的变化而变化, 当 R1 , R2 在一定范围( R1 > 0, R2 > 0) 取定一对值时, R的值

就随之确定. 即当取定二元有序数组 ( R1 , R2 ) 时, R 便有确定的值与之对应. 这里 R1 , R2 是相

互独立的, 它们之间不存在依赖关系.

上面两例的具体意义虽各不相同, 但它们却有共同的性质,抽出这些共性就得出以下二元

函数的定义.

定义 1 设有变量 x、y和 z. 如果当变量 x、y在一定范围内任意取定一对值( x, y) 时, 变量

z按照一定的法则, 总有确定的数值与这对值相对应,则 z叫做 x, y的二元函数, 记作

z = f( x, y)  或  z = z( x, y)

其中, x、y叫做自变量,而 z叫做因变量. 自变量 x、y的变化范围叫做函数的定义域.

类似地, 可以定义三元函数 u = f( x, y, z) 以及三元以上的函数. 二元及二元以上的函数统

称为多元函数.

如果对于点 P ( x, y) , 函数 z = f( x, y) 有确定的值与它对应, 就说函数 z = f( x, y) 在点

2
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P ( x, y) 处有定义.函数的定义域就是使函数有定义的点的全体. 故二元函数 z = f( x, y) 的定义

域一般是 xOy 平面上的平面区域. 类似地, 三元函数 u = f( x, y, z) 的定义域一般是空间中的

区域.

图 9-3

关于函数的定义域, 与一元函数类似, 可以做如下约定:

在讨论用算式表达的多元函数时, 就以使这个算式有确定值

的自变量的变化范围所确定的点集为这个函数的定义域.

例 3 求函数 z = ln[ x( x + y) ] 的定义域.

解 这是复合函数 z = lnu,其中 u = x( x + y) .

由对数函数知 u > 0, 即 x( x + y) > 0, 于是有

x > 0

x + y > 0
 或  

x < 0

x + y < 0

故函数的定义域为 D = { ( x, y) | x + y > 0 且 x > 0 或 x + y < 0

且 x < 0} ( 图 9-3 ) .

图 9-4

例 4 求函数 z =
4 - x

2
- y

2

x - y
的定义域.

解 z可以看做两个函数的商 z =
z1

z2

,其中

z1 = 4 - x
2

- y
2
,  z2 = x - y

所以, z1 的定义域为 D1 = { ( x, y) | x
2

+ y
2
≤4}

z2 的定义域为 D2 = { ( x, y) | x > y且 y≥0}

z的定义域是 z1 , z2 定义域的公共部分( 图 9-4) , 即

D = { ( x, y) | x
2

+ y
2
≤ 4且 x > y, y≥ 0}

  大家知道, 在直角坐标系中,一元函数 y = f( x) 的图形是平面上的一条曲线. 那么, 对于二

元函数 z = f( x, y) ,其图形是什么呢? 设二元函数

z = f( x, y)  ( x, y) ∈ D

图 9-5

在定义域 D 内取定一点 P ( x, y) , 在空间可以作出一点

M( x, y, f( x, y) ) 与它对应, 当点 P ( x, y) 在 D内变动时,

点 M( x, y, f( x, y) ) 就相应地在空间中变动, 一般说来,

它的轨迹是一个曲面. 故二元函数表示空间直角坐标系

中的一个曲面 ( 图 9-5) . 例如, 由空间解析几何知道, 线

性函数 z = a x + by + c的图形是一个平面.

三、二元函数的极限

一元函数的极限的定义为: 设函数 f( x) 在 x0 附近

有定义 ( 但在 x0 处不一定有定义) , 如果当 x 无限趋于

x0 时,函数值 f( x) 无限趋于某个确定的常数 A, 则称 A

是函数 f( x) 当 x趋于 x0 时的极限,记为

3
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lim
x→ x0

f( x) = A或 f( x) → A(当 x→ x0 )

  类似地, 可以推出二元函数的极限的定义.

定义 2 设函数 z = f( x, y) 在点 P 0 ( x0 , y0 )的某个邻域内有定义[ 在点 P 0 ( x0 , y0 ) 处不一定

有定义] , P( x, y) 是该邻域内异于 P 0 ( x0 , y0 ) 的任意一点.如果当点 P( x, y)以任何方式无限趋

于点 P 0 ( x0 , y0 ) 时,相应的函数值 f( x, y)无限趋于一个确定的常数 A,则称 A是函数 f( x, y) 当

x→x0 , y→y0 时的极限,记作

lim
x→ x

0
y→ y0

f( x, y) = A 或  f( x, y) → A( 当 x→ x0 , y→ y0 )

  与一元函数极限的概念相仿, 还可以用“ε-δ”的方式对二元函数的极限作如下定义.

定义 2′ 设函数 z = f( x, y) 的定义域为 M, 假定函数 z = f( x, y) 在点 P 0 ( x0 , y0 ) 的某个邻域

内有定义[ 但在点 P 0 ( x0 , y0 ) 处不一定有定义] ,如果对于任意给定的 ε> 0, 总存在 δ> 0, 使得

对于适合不等式

0 < ( x - x0 )
2

+ ( y - y0 )
2

< δ( 或 0 < | PP 0 | < δ)

的一切点 P ( x, y) ∈M, 恒有

| f( x, y) - A | < ε

成立, 则称 A是函数 f( x, y) 当 x→x0 , y→y0 时的极限, 记作

lim
x→ x0
y→ y

0

f( x, y) = A或 lim
P→ P 0

f( x, y) = A

  为了区别于一元函数的极限, 把二元函数的极限叫做二重极限.

例 5 证明 lim
x→0
y→0

x
2
y

x
2

+ y
2 = 0.

解 因为 x
2

+ y
2
≥2 | xy | , 所以

0≤
x

2
y

x
2

+ y
2 ≤

| x |
2

( x, y不能同时为零)

而 lim
x→0

| x |
2

= 0

根据夹逼定理, 即得

lim
x→0
y→0

x
2
y

x
2

+ y
2 = 0

  必须注意, 虽然二元函数的极限的定义与一元函数的极限的定义极为相似,但却有着本质

的区别. 对于一元函数在 x = x0 点极限存在的充分必要条件是函数在 x0 的左右极限存在且相

等. 即对一元函数来说, x趋向于 x0 的方式只有两种, 只要 x沿 x轴从 x0 的左右两个方向趋向

于 x0 就够了.

但是对于二元函数的极限就要复杂得多, 动点 P ( x, y) 必须要以各种可能的方式趋向于定

点 P 0 ( x0 , y0 ) 时, 函数 f( x, y) 的极限都要存在且相等, 这时 lim
P →P 0

f( x, y) 才能够存在. 因此, 如果

动点 P ( x, y) 以某种特殊方式,例如沿着一条定直线或定曲线趋于定点 P 0 ( x0 , y0 ) 时, 即使函

数无限接近某一确定值, 还不能由此断定函数的极限存在.但是, 如果当动点 P ( x, y) 以不同方

式趋于定点 P 0 ( x0 , y0 ) 时,函数趋向于不同值, 那么就可以断定这个函数当 P→P 0 时的极限不

存在.
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例 6 函数 f( x, y) =

xy
x

2
+ y

2 , x
2

+ y
2
≠0

0, x
2

+ y
2

= 0

当 x→0, y→0 时,极限是否存在?

解 当点 P ( x, y) 沿 x轴( y = 0) 趋向点( 0, 0) 时, 有

lim
x→0
y = 0

xy

x
2

+ y
2 = 0

当点 P ( x, y) 沿 y轴( x = 0) 趋向点( 0, 0) 时, 有

lim
x = 0
y→0

xy
x

2
+ y

2 = 0

当点 P ( x, y) 沿直线 y = kx趋向点( 0, 0) 时,有

lim
x→0
y = kx

xy
x

2
+ y

2 = lim
x→0

kx
2

x
2

+ k
2
x

2 =
k

1 + k
2

显然, 它是随着 k值的不同而改变的. 故点 P( x, y) 虽然沿两种特殊方式( 沿 x轴或沿 y轴) 趋

于原点时函数的极限存在并且相等, 但该函数的极限并不存在.

四、二元函数的连续性

和一元函数一样, 二元函数在一点连续的概念也可以利用函数的极限来定义.

定义 3 设有二元函数 z = f( x, y) ,如果: ( 1) 函数 z = f( x, y) 在点 P 0 ( x0 , y0 ) 及其某个邻域

内有定义; ( 2) lim
x→x0
y→y0

f( x, y) 存在; ( 3) lim
x→ x0
y→ y0

f( x, y) = f( x0 , y0 ) , 则称函数 z = f( x, y) 在点 P 0 ( x0 , y0 )

处是连续的.

设自变量在点 P 0 ( x0 , y0 ) 有改变量 Δx、Δy, 对应的函数 z = f( x, y) 也有一个改变量 Δz,

于是

Δz = f( x0 + Δx, y0 + Δy) - f( x0 , y0 )

则称 Δz是函数 z = f( x, y) 在点 P 0 ( x0 , y0 ) 处的全增量.

对于上述二元函数的点连续的概念, 可以令 x = x0 +Δx, y = y0 + Δy. 则式 lim
x→x0
y→y

0

f( x, y) =

f( x0 , y0 ) 可以写成

lim
Δx→ 0
Δy→ 0

[ f( x0 + Δx, y0 + Δy) - f( x0 , y0 ) ] = lim
Δx→ 0
Δy→ 0

Δz = 0

因此, 上面的定义 3 又可以写成:

定义 3′ 设函数 z = f( x, y) 在点 P 0 ( x0 , y0 ) 及其某个邻域内有定义,如果

lim
Δx→0
Δy→0

Δz = 0

则称函数 z = f( x, y) 在点 P 0 ( x0 , y0 )处是连续的.

如果函数 z = f( x, y) 在区域 D内每一点处都连续,则称函数在区域 D内连续.

和一元函数一样, 连续函数经过有限次四则运算后仍为连续函数( 对于除法, 假定分母函

数不为零) . 连续函数的复合函数也是连续函数.

如果一个二元函数是可用 x, y的一个数学式子来表示的函数, 而且这个式子分别由关于

x, y的基本初等函数经过有限次的四则运算与复合运算所构成, 则称此函数为二元初等函数.
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例如

sin( x + y) , e
x + y

, ln( 1 + x
2

+ y
2
) ,

cos xy

x + y
2

等都是二元初等函数.

可以证明, 如果一个二元初等函数在一个区域内有定义,则此二元函数在该区域内是连续

的. 由此结论,如果 z = f( x, y) 是一个二元初等函数. P 0 ( x0 , y0 ) 是函数 z = f( x, y) 的定义区域内

的某个点, 则 z = f( x, y)在 P 0 ( x0 , y0 ) 处连续,故

lim
x→ x0
y→ y0

f( x, y) = f( x0 , y0 )

  例 7 设 f( x, y) =
x + y

xy
,求lim

x→ 1
y→ 2

f( x, y) .

解 由于 f( x, y) 是初等函数, 且点( 1 , 2) 在其定义区域内, 故 f( x, y) 在点 ( 1, 2) 处连续.

因此

lim
x→1
y→2

f( x, y) = f( 1, 2) =
1 + 2
1× 2

=
3
2

  与一元函数一样, 在有界闭区域上的二元连续函数有下面两个性质:

性质 1( 最大值和最小值定理)  定义在有界闭区域 D上的二元连续函数, 必取得最大值

和最小值.

性质 2( 介值定理)  定义在有界闭区域 D上的二元连续函数, 必取得介于函数最大值和

最小值之间任何值.

9. 2 偏 导 数

一、偏导数概念

1 .偏导数的定义及其计算法

在研究一元函数的变化率时引入了导数的概念. 对于多元函数同样需要研究其关于自变

量的变化率问题. 但多元函数的变化率不止一个, 多元函数与自变量的关系比一元函数要复

杂些.

研究多元函数对其中一个自变量的变化率, 应把另外的自变量看做常数. 以二元函数

z = f( x, y) 为例. 如果把 y看做常量, 它就是 x的一元函数,这个函数对 x的导数就称为该二元

函数关于 x的偏导数,即有下述定义:

定义 设函数 z = f( x, y) 在区域 D内有定义, ( x0 , y0 ) 是 D内一点. 令 y固定为常数 y0 ,则

z = f( x, y0 ) 是 x的函数:

z = f( x, y0 ) = φ( x)

如果这个一元函数 φ( x) 在点 x0 处可导,即极限

lim
h→0

φ( x0 + h) - φ( x0 )

h
= lim

h→0

f( x0 + h, y0 ) - f( x0 , y0 )

h

6
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存在, 则称这个极限为函数 z = f( x, y)在点( x0 , y0 ) 处对 x的偏导数, 记作

�z
�x x = x0

y = y0

,
�f
�x x = x0

y = y0

, z′x x = x0
y = y0

或 f′x ( x0 , y0 )

即 f′x ( x0 , y0 ) = lim
h→0

f( x0 + h, y0 ) - f( x0 , y0 )

h

  类似地, 函数 z = f( x, y)在点( x0 , y0 ) 处对 y的偏导数 f′y ( x0 , y0 )定义为

f′y ( x0 , y0 ) = lim
k→0

f( x0 , y0 + k) - f( x0 , y0 )

k

这个偏导数也可记作

�z
�y x = x0

y = y0

,
�f
�y x = x0

y = y0

或 z′y x = x0
y = y0

  如果函数 z = f( x, y) 在区域 D内每一点( x, y) 处对 x的偏导数都存在, 那么对于 D内的每

个点( x, y) , 使 z = f( x, y) 在该点处对 x的偏导数与它对应, 这样就在 D内定义了一个新的函

数, 这函数称为 z = f( x, y)对 x的偏导函数,记作

�z
�x

,
�f
�x

, z′x 或 f′x ( x, y)

  类似地, 函数 z = f( x, y)对 y的偏导函数,记作

�z
�y

,
�f
�y

, z′y 或 f′y ( x, y)

  在不引起混淆的时候, 有时也将 z′x , f′x ( x, y) 分别简记为 zx , fx .

由偏导数的定义可知, 在点( x0 , y0 ) 处关于 x的偏导数 f′x ( x0 , y0 ) 就是偏导函数 f′x ( x, y)

在点( x0 , y0 ) 的函数值,而 f′y ( x0 , y0 ) 就是偏导函数 f′y ( x, y) 在点( x0 , y0 ) 的函数值. 偏导函数

也简称为偏导数.

根据偏导数的定义可知, 求 z = f( x, y) 的偏导数, 并不需要新的方法,只需将其他自变量看

做常数, 仅对一个变量求导.因此, 一元函数的求导法则和求导公式,对二元函数的偏导数仍然

适用.

偏导数的概念可以推广到二元以上的函数. 例如,三元函数

w = f( x, y, z)

对 x的偏导函数定义为

f′x ( x, y, z) = lim
h→ 0

f( x + h, y, z) - f( x, y, z)
h

三元函数的偏导数仍是将其他自变量看做常数, 仅对一个变量求导.它的求法也还是一元函数

的微分法的问题.

例 1 求 z = x
2

+ 3xy + e
y
在点( 1, 2) 处的偏导数.

解 为求
�z
�x

, 把 y看做常数, 对 x求导, 得

�z
�x

= 2 x + 3y

�z
�x x = 1

y = 2

= 2× 1 + 3× 2 = 8
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为求
�z
�y

, 把 x看做常数, 对 y求导, 得

�z
�y

= 3 x + e
y

�z
�y x = 1

y = 2

= 3 + e
2

  例 2 求 z = arctan
y
x
的偏导数.

解 
�z
�x

=
1

1 +
y
x

2 -
y
x

2 = -
y

x
2

+ y
2

  
�z
�y

=
1

1 +
y
x

2

1
x

=
x

x
2

+ y
2

例 3 设 z = x
y
( x > 0, x≠1) ,验证

x
y
�z
�x

+
1

lnx
�z
�y

= 2z

  证 因为
�z
�x

= yx
y - 1

,
�z
�y

= x
y
lnx,所以

x
y
�z
�x

+
1

lnx
�z
�y

=
x
y

yx
y - 1

+
1

lnx
x

y
lnx = x

y
+ x

y
= 2z.

  例 4 求 w = x
2

+ xyz + y
3

+ z的偏导数.

解 
�w
�x

= 2x + yz,
�w
�y

= xz + 3 y
2
,
�w
�z

= xy +
1

2 z
.

要注意:多元函数的偏导数符号
�z
�x

,
�z
�y
是一个整体符号, 不能分开, 单独的�z, �x和�y都是

没有意义的.

2 .连续与偏导数存在的关系

在一元函数中, 可导必连续,但连续不一定可导. 但对多元函数来说,连续不是偏导数存在

的必要条件, 偏导数存在也不是连续的充分条件.

在多元函数中, 连续不能保证偏导数存在.例如函数

z = x
2

+ y
2

在( 0 , 0) 点连续, 但是在该点处其偏导数却不存在.因为

�z
�x x = 0

y = 0

= lim
Δx→0

( 0 + Δx)
2

+ 0
2

- 0
Δx

= lim
Δx→ 0

| Δx |
Δx

( 不存在) .

同理
�z
�y x = 0

y = 0

( 不存在) .

对于多元函数来说, 即使它在某点的各个偏导数都存在,也不能保证它在该点连续. 例如,

函数

f( x, y) =

xy
x

2
+ y

2 , x
2

+ y
2
≠ 0

0, x
2

+ y
2

= 0
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在点( 0 , 0) 处对 x的偏导数为

f′x ( 0, 0) = lim
Δx→0

( 0 + Δx) ·0
( 0 + Δx)

2
+ 0

2 - 0

Δx
= lim
Δx→ 0

0
Δx

= 0

同理 f′y ( 0, 0) = lim
Δy→0

0·( 0 + Δy)

0
2

+ ( 0 + Δy)
2 - 0

Δy
= lim
Δy→ 0

0
Δy

= 0

可是在 9. 1 节的例 6 中知道,该函数在( x, y)→( 0 , 0 )时极限不存在, 因此该函数在点( 0, 0) 处

不连续.

二、二元函数偏导数的几何意义

偏导数 fx ( x0 , y0 )的几何意义是曲面

z = f( x, y)

被平面 y = y0 所截得的曲线在点 M0 处的切线 M0 Tx 对 x 轴的斜率 ( 图 9-6 ) . 同样, 偏导数

fy ( x0 , y0 ) 的几何意义是曲面

z = f( x, y)

被平面 x = x0 所截得的曲线在点 M0 处的切线 M0 Ty 对 y轴的斜率( 图 9-7) .

       图 9-6                       图 9-7

三、高阶偏导数

设函数 z = f( x, y) 在区域 D内具有偏导数:

�z
�x

= f′x ( x, y) ,   
�z
�y

= f′y ( x, y)

这两个偏导数在 D内都是 x, y的函数. 如果这两个函数的偏导数也存在,则称这两个函数的偏

导数为原来函数 z = f( x, y) 的二阶偏导数.根据对自变量求导次序的不同, 可以有下列四个二

阶偏导数:
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( 1 )
�
�x
�z
�x

=
�

2
z

�x
2 = f″xx ( x, y) ;

( 2 )
�
�y
�z
�x

=
�

2
z
�x�y

= f″xy ( x, y) ;

( 3 )
�
�x
�z
�y

=
�

2
z
�y�x

= f″yx ( x, y) ;

( 4 )
�
�y
�z
�y

=
�

2
z
�y

2 = f″yy ( x, y) .

其中第二, 第三两个偏导数称为混合偏导数.

类似上述方法, 还可以定义三阶、四阶以及任意阶偏导数. 二阶及二阶以上的偏导数统称

为高阶偏导数.

例 5 设 z = xln( xy) , 求它的二阶偏导数及
�

3
z
�x

3 .

解 
�z
�x

= ln( xy) + 1,  
�z
�y

=
x
y

  
�

2
z

�x
2 =

1
x

,
�

2
z
�x�y

=
1
y

,
�

2
z
�y�x

=
1
y

,
�

2
z

�y
2 = -

x

y
2 ,
�

3
z

�x
3 = -

1

x
2

该例中两个混合偏导相等, 即
�

2
z
�x�y

=
�

2
z
�y�x

. 这不是偶然的,事实上有下述定理:

定理 如果函数 z = f( x, y) 的两个混合偏导数
�

2
z
�x�y

,
�

2
z
�y�x
在区域 D内连续, 那么在该区域

内这两个混合偏导数必相等.

上述定理说明二阶混合偏导数在连续条件下与求导的次序无关.

例 6 设 u = zarctan
x
y

, 验证:
�

2
u

�x
2 +
�

2
u

�y
2 +
�

2
u

�z
2 = 0

证明 
�u
�x

= z

1
y

1 +
x

2

y
2

=
zy

x
2

+ y
2 ,  
�

2
u
�x

2 = -
2zyx

( x
2

+ y
2
)

2

�u
�y

= z
-

x
y

2

1 +
x

2

y
2

= -
zx

x
2

+ y
2 ,  
�

2
u
�y

2 =
2zyx

( x
2

+ y
2
)

2

�u
�z

= arctan
x
y

,  
�

2
u
�z

2 = 0

因此 
�

2
u
�x

2 +
�

2
u
�y

2 +
�

2
u
�z

2 = -
2 zyx

( x
2

+ y
2
)

2 +
2 zyx

( x
2

+ y
2
)

2 + 0 = 0

9. 3 全 微 分

二元函数的全微分是一元函数的微分的推广. 类似于一元函数的微分的定义,可以定义二
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元函数 z = f( x, y) 在点( x0 , y0 ) 处的全微分.

定义 若函数 z = f( x, y) 在点( x0 , y0 ) 处的全增量

Δz = f( x0 + Δx, y0 + Δy) - f( x0 , y0 )

可表示为 Δz = AΔx + BΔy + o( ρ)

其中, A, B与 Δx, Δy 无关, 而 o ( ρ) 是 ρ= ( Δx)
2

+ ( Δy)
2
的高阶无穷小量, 则称函数 z =

f( x, y) 在点( x0 , y0 )可微分, 而 AΔx + BΔy 称为函数 z = f( x, y) 在点 ( x0 , y0 ) 的全微分, 记作

dz, 即

dz = AΔx + BΔy

  若函数 z = f( x, y) 在区域 D内每一点可微,则称函数在 D内可微.

定理 1 若函数 z = f( x, y) 在点( x0 , y0 ) 处可微,则函数 z = f( x, y) 在点( x0 , y0 ) 处连续.

证 由于 z = f( x, y) 在点( x0 , y0 ) 处可微,则

Δz = AΔx + BΔy + o( ρ)   ( ρ= ( Δx)
2

+ ( Δy)
2
)

显然, 当 Δx→0, Δy→0 时,有 ρ→0, 于是有

lim
Δx→0
Δy→0

Δz = lim
Δx→0
Δy→0

[ AΔx + BΔy + o( ρ) ]

= lim
Δx→0
Δy→0

( AΔx + BΔy) + lim
Δx→0
Δy→0

o( ρ) = 0

因此, 函数 z = f( x, y)在点( x0 , y0 ) 处连续.

定理 2 若函数 z = f( x, y) 在点( x0 , y0 ) 处可微,则函数 z = f( x, y) 在点( x0 , y0 ) 必存在偏导

数, 且 A =
�z
�x x = x0

y = y0

, B =
�z
�y x = x0

y = y0

证 因为函数 z = f( x, y) 在点( x0 , y0 ) 处可微,则其全增量可表示为

Δz = AΔx + BΔy + o( ρ)  ( ρ= ( Δx)
2

+ ( Δy)
2
)

其中, A, B与 Δx,Δy无关, lim
Δx→0
Δy→0

o( ρ)
ρ

= 0.

  上式对于任意的 Δx, Δy都成立, 现令 Δy = 0, 则ρ= |Δx | . 这时有

lim
Δx→0

f( x0 + Δx, y0 ) - f( x0 , y0 )

Δx

= lim
Δx→0

f( x0 + Δx, y0 + 0 ) - f( x0 , y0 )

Δx

= lim
Δx→0

AΔx + B·0 + o( | Δx | )
Δx

= A + lim
Δx→0

o( | Δx | )
Δx

= A + lim
Δx→ 0

o( | Δx | )
| Δx |

| Δx |
Δx

= A

上式表明
�z
�x x = x0

y = y0

= A

同理可证 
�z
�y x = x0

y = y0

存在,且 
�z
�y x = x0

y = y0

= B.

将定理 2 中的定点( x0 , y0 ) 换成任意点( x, y) , 定理 2 就给出了全微分存在时计算全微分

的公式:
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