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前   言

近年来 ,随着教育事业的发展 ,我国研究生的报考和招收人数逐

年增多 ,这无论是对高校在校学生 ,还是对已经工作的往届大学毕业

生和自学者来讲 ,都提供了继续深造的机会 .

“高等数学”是大学理工科和部分文科 (如经济、管理等 )专业的

重要基础课 ,也是大多数专业研究生入学考试的必试科目 .但其内容

较为庞杂 ,涉及分支也多 ,且题目灵活性大 .对于报考者来讲 ,他们当

然希望能有一份较简明的提纲 ,为他们复习提供某些线索 ,为他们应

试传输点滴信息———至少可在不太长的时间内 ,能对高等数学内容

有所浏览 ,对其中的方法有所回顾 .本书正是基于这一点而写的 .

笔者一方面以提要方式 (主要通过图表 )对高等数学主要内容给

以综合简述 ,另外还从历年研究生入学试题中筛选了一部分较有代

表性的题目作为例子或习题 (相对来讲 ,习题量较大 ,读者可根据情

况选择其中一部分练习 ) .这些题目难度稍大、技巧性强 ,又多为综合

问题 ,因而有的较难划分它属于哪个章节 ,这样对某些题目来讲 , 在

内容顺序上会稍有打乱 (这类题目我们往往把它放在特点较为突出

的章节中 ) ,它对学过高等数学的读者来讲 ,是不会有困难的 .还应指

出一点 ,这儿给出的解法 ,可能不是最简的 .书末附有近年来部分院

校的完整试题 ,供读者参考 .

愿望与实效之间会有多大差距 ,这期待着读者的评鉴了 .

高等数学教研室主任吴士培先生始终关心本书的编写工作 ,沈

阳机电学院的黄有群先生对本书的构思提出过许多有益的建议 , 东

北工学院数学系副主任黄士壁副教授对本书初稿提出许多宝贵的修

改意见 ,笔者在此均表谢意 .

吴振奎

1983 年 8月于辽宁大学数学系
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再 版 小 记

提起数学学习的重要性自不待言 ,当今高校几乎所有专业皆开

设此基础课程 .

1982 年 ,余在辽宁大学供职 .正课之暇 ,为全校部分打算报考研

究生的同学 ,开设了“高等数学复习及试题选讲”选修课 ,目的想从知

识上给学生们一个小结 ,方法上给他们一点开拓 ,技巧上给他们些微

启迪 .

当时课讲得很辛苦 ,但学生们学得极认真 .教者与学者不断交

流、研讨、切磋 ,使得两遍下来 ,讲义便已形成 ,且由辽宁科学技术出

版社于 1984 年出版 ,转年增订本再印 .

尔后 ,笔者调天津工作 ,种种原因 ,加之机会未逮与环境不霁 ,使

笔者终与此项工作无缘 .

一晃 20 余年 ,时过境迁 ,感触良多 .

近年来大学扩招后 ,由于办学条件的限制 ,学生们对数学学习普

遍感到困难 ,不少学生都希望能有一本数学复习用书 ,希望这本书的

知识面能广些 ,内容丰富些 , 层次稍高些 ,它不仅对在校学生的复习

迎考 ,对于考研甚至参加数学竞赛的学子也能有益 ,因为他们都将同

样面临复习、考试 ,尽管是不同的层次的考试 .

应勤宏韬智文化传播公司之邀 ,笔者有幸将此书稿修订再次奉

献给广大读者 .为此笔者对原书大动刀斧 ,以使之更适应新时代、新

潮流、新情况 .

与旧版相较 ,本书按学科拆分成三册 ,即高等数学 (微积分 )、线

性代数和概率论与数理统计 .此外我们在每章增加了以下内容 :

(1 )经典问题解析 ;

(2 )1987 年以后全国硕士生招生数学统考试题选讲 ;

(3 )国内外大学生数学竞赛题赏析 .

1



俗说“温故知新”,历史也许不会重复 ,但考试却不然 ,几年、十几

年前的题目 ,又会被改头换面地拿出来 ,甚至原封不动的“克隆”.了

解这些看上去也许有些“陈旧”的试题 ,细细品味 , 有时仍感新鲜、别

致 ,不信就请查一查近年的考卷 ,你总会有“似曾相识”之感 , 因为数

学内容就那么多 ,好的试题也就那么一些 .正如时尚的流行 , 一个周

期下来 ,便是旧时尚的复制与翻版 (当然不是简单的重复 ) .

又云“登高望远”,对考研题乃至竞赛题的了解与赏析 ,往往会使

我们开阔眼界、打通思路 ,因为这些题目中的匠心、立意、解法、技巧 ,

不仅使我们会有茅塞顿开之感 ,有时更会使我们恍然大悟 ,甚至大吃

一惊 ,啊哈 ! 原来如此 .

本书编写过程参阅了大量文献 ,北京文登学校也提供了极为宝

贵的资料 ,笔者仅向他们致以谢意 .

尽管笔者十分努力 ,但精力与体力已使我感到力不从心 .然而我

仍旧会努力 ,且仍旧在努力 .

但愿此书的出版能唤起笔者对在辽宁大学工作的那段美好时光

的追忆 ,对昔日的挚友、同仁的怀念 ,借此也向他们捎去一些祝福 .

笔者也殷切期待着读者的建议、批评和指教 ,让我们一起将这本

小书修订成功 !

吴振奎

2004年 7 月于天津
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一、函数、极限、连续

内  容  提  要

(一 ) 集合及运算

集合是现代数学中最基本的概念 ,其观点和方法已渗透到数学的许多分支

中去 .通常用“具有某种特定性质事物 (对象) 的全体”去描述集合 .集合简称集 ,

通常用大写字母 A , B , C ,⋯ 表示 .构成集合的事物称为元素 ,通常用 a , b , c,⋯

小写字母表示 .

若 a是 A的元素 ,称 a属于 A ,记 a∈ A ;若 a不是 A的元素 ,称 a不属于

A ,记作 a A .

又 A = { a | a具有 P} 表示集合 A由满足条件 P的元素组成 .

不含任何元素的集合叫空集 ,记作 � .

又若 x ∈ A ,必有 x ∈ B ,则称 A是 B的子集 ,记 A � B .

当 A � B ,且 B� A 时 ,称集合 A , B相等 ,记 A = B .

集合的运算指交、并、差等 :

X : { x | x∈ A 或 x ∈ B} 称集合 A , B的并 ,记 A ∪ B ;

Y : { y | y ∈ A 或 y∈ B} 称集合 A , B的交 ,记 A ∩ B ;

Z : { z | z ∈ A 或 z B} 称集合 A , B的差 ,记 A - B或 A \ B;

又若 S 是全空间 ,则任一集合 A� S ,称 S - A为 A的余集或补集 ,记 A .

·1·



(二 ) 函数概念

1 .函数
X , Y 两个集合 ,若对 X中每一元素 x ,通过法则 (映射) f对应到 Y中一个元

素 y ,则称 f为定义在 X上的一个函数 ,记 y = f ( x ) ( x又称自变量 , y称因变量 )

X称为函数定义域 .而 Y = { y | y = f ( x ) , x∈ X}称为函数的值域 .变量

也称为元 .随自变量个数不同函数又分一元函数、二元函数 ⋯⋯ 多元函数 .

注  这儿 X中的元素 x可以是 n维空间中的点 ,这样一来定义就包括了一

元函数、二元函数、多元函数等 .

2 .函数的表示法
解析法 (又称公式法 ,它有显式、隐式、参数式之分)、列表法 ,图象法等 .

3 .函数的几种特性

单、多值性  对定义域 X中每一个 x ,只确定惟一的 y的函数叫单值函数 ;否则
称为多值函数

奇 偶 性
 f ( - x) = f ( x)称 f ( x)为偶函数, f ( - x ) = - f ( x)称 f ( x)为
奇函数(对所有 x∈ X)

单 调 性
对于 X内任两点 x1 �< x2 ,若
f ( x1 ) < f ( x2 ) [ f ( x1 ) ≤ f ( x2 ) ]称函数 f ( x) 单增[不减] ;
f ( x1 ) > f ( x2 ) [ f ( x1 ) ≥ f ( x2 ) ]称函数 f ( x) 单减[不增]

有 界 性  若 | f ( x ) |≤ M( M是正的常数)对所有 x∈ X成立,则 f ( x )在
X上有界 ;否则称无界

周 期 性
若 f ( x + T) = f ( x ) ,对所有 x∈ X成立 ,称 f ( x )为周期函数 .
满足上式的最小正数 T(如果存在) 称为该函数的周期

齐 次 性
对多元函数 f ( x1 ~, x2 ,⋯ , xn ) 来说, 若 f ( tx1 , tx2 ,⋯ , txn ) =
tk f ( x1 , x2 ,⋯, xn ) ,称该函数为 k次齐次函数

4 .反函数、复合函数
复合函数是由函数 y = f ( u) , u = φ( x ) 经过中间变量 u而组合成的函数

y = f [φ( x ) ] .

·2·



注意当 x ∈ X (或其一部分 ) 时 ,φ( x ) 的值域包含在 f ( u) 的定义域中时 ,

函数才能复合 .

自变量 因变量 定义域 值  域 表达式

函 数 x y X Y y = f ( x )

反函数 y x Y (或部分) X(或部分) x = f - 1 �( y)

  注  函数与反函数是相对的 ,它们的位置可互换 .

5 .显函数、隐函数

定   义 表  示  式

显函数  已解出因变量为自变量的解析表达式所
表示的函数

y = f ( x1 W, x2 ,⋯, xn )

隐函数
 未解出因变量,而是用方程表示自变量与
因变量间的关系的函数

F( x1 �, x2 ,⋯, xn , y) = 0

6 .初等函数
基本初等函数是指幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数等 .

初等函数由基本初等函数经有限次代数运算或函数复合得到的函数 .

基本初等函数

幂函数 y = x
α

(α为实数)

指数函数 y = ax ( a > 0 , a≠ 1)

对数函数 y = log a x ( a > 0, a≠ 1)

三角函数 y = sin x, cos x,⋯

反三角函数 y = arcsin x, arccos x,⋯
(
四
则
运
算
)

(
函
数
复
合
)   

初等函数

(三 ) 极限的概念

1 .极限
极限分数列极限和函数极限 ,详见下表 :

数列的极限

 对一个数列{ xn },若任给ε> 0 �,存在自然数 N = N(ε) ,使当 n >
N时 ,不等式 | xn - A | < ε恒成立,则称 A为{ xn }当 n→∞时的
极限,记为

lim
n→∞

xn = A或 xn→ A(当 n→∞时)

·3·
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续表

函数的极限

 若任给ε> 0 9,总存在δ> 0 ,使当 0 < | x - x0 | < δ时,不等式
| f ( x) - A | 恒成立,则称 A为 f ( x )当 x→ x0时的极限,记为

lim
x→ x0

f ( x) = A或 f ( x )→ A (当 x→ x0 时)

当 x从 x0 左(右)边趋向于 x0时 f ( x)的极限称为左(右)极限 ,记
为

lim
x→ x0 - 0

f ( x) ( lim
x→ x0 + 0

f ( x ) )

  注 1  一些常见数列的极限 ,如 :

( 1) lim
n→∞

1
n

= 0 ; q(2) lim
n→∞

q
n

= 0 ( | q | < 1 ) ;

( 3) lim
n→∞

n
a = 1 ( a > 1) ; (4) lim

n→∞

n
n = 1 .

注 2  这儿函数极限定义只给了其中的一种情形 ,对于其他情形可见下表 .

任给 存在 当自变量
变化到

恒有关系
式成立

结   论 记   号

ε> 0 t

δ> 0 m

N > 0 y

0 �< | x - x0 | < δ

| x | > N

x > N

x < - N

| f ( x) - A | < ε

A为 x→ x0 �时
f ( x )的极限

A为 x→∞时
f ( x )的极限

A为 x→+ ∞时
f ( x )的极限

A为 x→ - ∞时
f ( x )的极限

lim
x→ x0 �

f ( x) = A

lim
x→∞

f ( x ) = A

lim
x→+∞

f ( x ) = A

lim
x→ - ∞

f ( x ) = A

  注 3  若数列{ xn }看成自变量只取自然数的函数 : xn = f ( n) ,则数列极限

可看作一种函数极限 .然而应注意 :函数的自变量取连续变化的实值 ,而数列中

n 只取自然数 .

2 .极限的运算
若 lim f ( x ) = A , limφ( x ) = B ,则

( 1) lim[ f ( x )±φ( x ) ] = lim f ( x )± limφ( x ) = A± B ;

( 2) lim c f ( x ) = clim f ( x ) = cA ;

( 3) lim f ( x )·φ( x ) = lim f ( x )· limφ( x ) = A· B ;

( 4) lim
f ( x )
φ( x )

=
lim f ( x )
limφ( x )

=
A
B

( B≠ 0) .

这儿 lim下未写 x的趋向 ,表示 x → x0 , x → ∞ , x→ + ∞ 中的一种 .
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3 .两个重要的极限

lim
x→0

sin x
x

= 1  lim
x→∞

1 +
1
x

x

= e

4 .无穷大量、无穷小量及其阶

无穷小量

无穷大量

limα( x ) = 0 �

lim g( x ) = ∞

关 系

lim
1 �
α( x )

= ∞

lim
1

g( x )
= 0

无穷小量α( x ) ,β( x ) 的阶

比  值 定   义 记  号

lim
α( x)
β( x )

= 0 �α( x )是比β( x )高阶无穷小 α( x ) = o[β( x ) ]

= A≠ 0 mα( x )与β( x)是同阶无穷小 α( x) = O[β( x) ] *

= 1 �α( x )与β( x)是等价无穷小 α( x )～β( x)

lim
α( x)
β

k
( x )

= A≠ 0 1

( k > 0)

α( x )是β( x) 的 k阶无穷小 α( x ) = O[βk ( x ) ]

 * 更确切地讲 ,若 lim
α( x )
β( x )

= A≠ 0 ,则记α( x ) = O * [β( x ) ] ;若
α( x )
β( x )
≤ M ≠

0 ,则记 α( x ) = O[β( x ) ] .

  无穷小量的性质 :

( 1) 有限个无穷小量的代数和仍是无穷小量 ;

( 2) 有限个无穷小量的乘积仍是无穷小量 ;

( 3) 无穷小量与有界量的乘积仍是无穷小量 .

注  lim
x→ a

f ( x ) = A (有极限 ) � x → a时 f ( x ) - A 是无穷小量 .

5 .极限存在的判定
( 1) (柯西 (Cauchy) 准则 ) lim

x→∞
f ( x ) 存在 � N(ε) > 0 ,使任何 x1 ≥ N ,

x2 ≥ N 时 , | f ( x1 ) - f ( x2 ) | < ε恒成立 .

( 2) (单调有界函数有极限 ) ( a , b) 内单调有界函数 f ( x ) 存在 lim
x→ a+ 0

f ( x ) 和

lim
x→ b - 0

f ( x ) .
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  ( 3) (压挤或夹逼准则 ) lim g( x ) = lim h( x ) = A ,又 g( x ) ≤ f ( x ) ≤ h( x ) ,

则 lim f ( x ) = A .

( 4) lim
x→ x0

f ( x ) 存在 � lim
x→ x0 - 0

f ( x ) = lim
x→ x 0 + 0

f ( x ) .

6 .极限的常用求法

方   法 例   子

利用定义

(ε- δ( N)方法)

若{ xn}满足 lim
n→∞

( xn - xn - 2 )) = 0,则 lim
n→∞

xn - xn - 1

n
= 0

(国防科技大学, 1981)

利用极限的基
本性质和法则

求 lim
x→∞

x4 �

a
x
2

( a > 1) (中南矿冶学院, 1982)

连续函数求极限 求lim
x→0 8

sin x
x

1

x
2

(大连铁道学院, 1989)

利用两个重要极限

lim
x→0 >

sin x
x

= 1

lim
x→∞

1 +
1
x

x

= e

求 lim
x→∞

cos
θ
n

n

(东北重型机械学院, 1981 �)

求 lim
x→∞

(2 - x) tan
πx

2 (一机部 1981—1982年出国进修生)

利用适当的函数变换
(化去不定型的不定性
或变化不定型类型)

求 lim
x→ - 1 `

x3 - 4 x2 - x + 4
x + 1

(哈尔滨工业大学, 1981)

求lim
x→1

(1 - x ) tan
π
2

x[提示:令 1 - x = u]

(湘潭大学, 1981)

洛必达(L′Hospital)
法  则 求lim

x→0 8

sin x - tan x
x - sin x

(国防科技大学, 1983)

极限判别准则
 设对 n = 1 \, 2,⋯均有 0 < xn < 1,且 xn+ 1 = - x

2
n +

2 xn ,则 lim
n→∞

xn = 1 (湘潭大学, 1981)
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续表
方   法 例   子

等价无穷
小 代 换 求lim

x→0 E

ln( sin2 x - ex ) - x
ln( x2 + e2 x ) - 2 x

(湖南大学, 1983)

用左右极
限 关 系 设 y =

2 �
1
x - 1

2
1
x + 1

,

 1,
 

x≠ 0;

x = 0 .
求 lim

x→0
y (厦门大学, 1980)

用级数敛散性 求证 lim
n→∞

2 �n

n !
= 0

(成都地质学院 , 1979;山东矿冶学院, 1982)

适当放缩
(利用不等式) 求lim

x→0 E
x sin

1
x2 (湘潭大学, 1982)

利用积分 求lim
n→0 E

1 + 2 + 3 + ⋯ + n

n n
(华东水利学院, 1980)

  注  表中方法的详细使用情况 ,请见后文或相应章节及例子 (关于洛必达

法则内容见下一章 ) .

(四 ) 函数的连续性
1 .连续性的概念及连续函数
设函数 f ( x ) 在 x0 的某邻域内有定义 ,且 lim

x→ x
0

f ( x ) = f ( x0 ) ,称 f ( x ) 在点

x0 处连续 .

若函数 f ( x ) 在某区间的每一点都连续 ,则说函数在该区间上连续 ,且称

f ( x ) 为该区间上的连续函数 .

2 .左、右连续及函数连续条件

右连续

若 lim
x→ x

0 +0
f ( x ) = f ( x0 )

左连续

若 lim
x→ x0 - 0

f ( x ) = f ( x0 )

—

—

函数在 x0连续

lim
x→ x0 + 0

f ( x) �= lim
x→ x0 - 0

f ( x )

= f ( x0 )     

�

�

�

lim
x→ x0

f ( x) = f ( x0 )

lim
Δ x→0
Δf ( x ) = 0

f ( x) = f ( x0 ) +α
当 x→ x0 时α→ 0
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3 .函数的间断点

函数的间断点 间断点的分类
 ① f ( x )在 x0 �无定义;
 ② f ( x )在 x0有定义,但 lim

x→ x0

f ( x)不存

在;
 ③ f ( x )在 x0 有定义 , lim

x→ x0

f ( x ) 存在 ,

但 lim
x→ x

0

f ( x )≠ f ( x0 )(可去间断点) ;

 ④ lim
x→ x

0 + 0
f ( x) ≠ lim

x→ x
0 - 0

f ( x )

 满足③、④的间断点称为第

一类间断点,其余的间断点称

为第二类间断点

4 .一致连续
函数 f ( x ) 在区间 I 上有定义 ,若对任给 ε > 0 ,存在 δ > 0 ,使对任意

x1 , x2 ∈ I ,当 | x1 - x2 | < δ时 ,总有 | f ( x1 ) - f ( x2 ) | < ε成立 ,则称

f ( x ) 在 I 上一致连续 .

5 .闭区间连续函数的基本性质

最大最小
值定理

 若 f ( x)在[ a, b] 上连续 ,则 f ( x )在该区间至少取得最大、最
小值各一次(它们分别记为 M, m) [由此可推出 | f ( x ) |≤ M(有
界性)]

介值定理
 若 m≤ f ( x)≤ M,又μ∈ [ m , M] ,则[ a, b]上至少有一点ξ,
使 f (ξ) = μ.
 特别地 ,若 f ( a) f ( b) < 0 �,则有ξ∈ [ a, b] ,使 f (ξ) = 0

一致连续 闭区间上的连续函数,在该区间一致连续

  

连
续
函
数
性
质

局部性质  f ( x) 在 x0 的邻域有 f ( x ) > 0(或 f ( x ) < 0) (局部保号性)

闭区间整体性质

最(大、小)值定理

介值定理

一致连续定理

6 .连续函数的性质

四则运算
的连续性

 若 f1 �( x) , f2 ( x ) 在某一区间上连续,则αf1 ( x)±βf2 ( x) ,

f1 ( x )· f2 ( x ) , f1 ( x)�/f2 ( x ) ( f2 ( x )≠ 0)

也连续(在同一区间) ,这里α,β为常数

复合函数
 若 y = f ( z) 在 z0 R连续 , z = φ( x) 在 x0 连续,且 z0 =

φ( x0 ) ,则 y = f [φ( x) ]在 x0连续

反 函 数
 若 y = f ( x ) 在[ a, b] 上单增(减)、连续 ,则其反函数 x =

f - 1 u( y) 在其值域上也单增(减)、连续
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7 .初等函数的连续性
( 1) 基本初等函数在其定义城内是连续的 ;

( 2) 初等函数在其定义域内是连续的 .

经 典 问 题 解 析

一、函数及其表达式

1 .函数表达式

例 1  设函数 f ( x ) =
x

x - 1
,试求 f{ f ( f [ f ( x ) ] ) }和 f

1
f ( x )

( x≠ 0且

x ≠ 1) .

解  由 f ( x ) =
x

x - 1
=

1

1 -
1
x

, 有
1

f ( x )
= 1 -

1
x

, 则

f [ f ( x ) ] =
1

1 -
1

f ( x )

=
1

1 - 1 -
1
x

= x .

故 f ( f [ f ( x ) ] ) = f ( x ) .

从而  f{ f ( f [ f ( x ) ] )} =
1

1 -
1

f ( x )

= x .

而  f
1

f ( x )
= f 1 -

1
x

=
1 -

1
x

1 -
1
x

- 1
= 1 - x  ( x ≠ 0且 x ≠ 1 ) .

注  由解题过程不难发现 :

f ( f (⋯ f ( x ) )
k重

) =
f ( x ) , k为奇数 ;

x , k为偶数 .

严格地证明 ,还要用数学归纳法去完成 .

例 2  若 f x + y ,
y
x

= x2 - y2 ,求 f ( x , y ) .

解  设 x + y = u ,
y
x

= v , 解得 x =
u

1 + v
, y =

uv
1 + v

.

故    f ( u , v ) =
u

1 + v

2

-
uv

1 + v

2

=
(1 - v ) u2

1 + v
,
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