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前   言

在科学技术飞速发展的今天 ,人们越来越意识到数学的重要。

数学不仅在各行各业中有着广泛的应用 ,而且对培养具备创新能

力的人才具有不可替代的作用。因此 ,数学在高等继续教育的工

科类、经济类、管理类等有关专业的教学计划里占有较大的比重。

基于此 ,广东工业大学高等继续教育学院组织部分有多年丰富教

学经验的教师成立了教材编写组 ,依照教育部颁布的现行高等数

学课程教学的基本要求 ,编写了适合高等学校培养人才需要的《高

等数学》教材。

本教材具有如下的特色 :一是具有可读性。力求整套教材在

要求上做到适合专科教育的特点 ;在内容上力求做到认真精选 ,数

学思想严谨 ,重点突出 ;在语言叙述上力求做到明确简练 ,深入浅

出。二是具有适用性。对于基本概念尽量用直观的几何例题和实

际问题加以引入 ;对于基本理论尽量强化其应用性 ;对于基本运算

尽量强调数学思路的清晰。因此整套教材通过数学知识的传授 ,

注重加强对学生各种能力的培养 ,使之更能适应现代化建设对人

才在素质方面的各种要求。三是具有灵活性。整套教材分上、下

两册 ,教学学时为 130～140。部分教学内容 (打“ *”号者 )可供不

同层次 (如脱产、业余、夜大和函授等 )和不同专业 (工科类专科各

专业 )灵活地加以选用。同时 ,为了便于学生的自学与复习 ,在每

章末均编写了总习题 ,其中有填空题、选择题、计算题和证明题等。

书末还附有习题与总习题的解答。

为了指导学生的学习 ,我们还编写了与教材相配套的《高等数
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学学习指导》。其内容包括疑难解答、例题演示和习题提示等 (习

题均来源于本教材 )。这样可使学生比较灵活、独立自主地从中学

到更多有益的知识与方法。

参加本套教材编写工作的有 :张式强、徐志庭、郝同壬、陈耀灼

和吴为汉等同志。整套教材由华南理工大学汪国强教授担任主

审。广东工业大学高等继续教育学院有关负责同志对本教材的编

写与出版工作给予了具体指导与帮助。应用数学系对编写工作给

予了大力支持。在此谨向他们表示衷心的感谢。

尽管编者有力求把书编好的愿望 ,但由于水平所限 ,书中难免

有不妥之处 ,敬请同行赐教 ,欢迎批评指正。

编  者

2003 年 6 月
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第一章  函数、极限与连续

函数是高等数学研究的主要对象 .函数、极限、连续、导数、微

分、不定积分和定积分这七个概念构成一元函数微积分学的框架 .

本章将介绍函数、极限与函数的连续性等基本概念 ,以及它们的一

些性质 .

§1_1  函   数

一、函数概念

在中学数学中已初步学习了函数概念 ,下面给出函数的一般

性定义 .

定义  设 x 和 y 是两个变量 , D 是一个给定的数集 .如果对

于每个数 x∈ D ,变量 y按照一定的法则总有确定的数值和它对

应 ,则 � ��称 y 是 x 的函数 ,记作 y = f ( x ) .数集 D 叫做这个函数的

� 吕定义域 . x 叫做 � 吕自变量 , y 叫做 � 吕因变量 ,与 x0 相对应的 y 值记为

y0 ,或 f ( x0 ) , y | x = x
0
,称 f ( x0 )为 x = x0 时 ,函数 y = f ( x )的函

数值 .函数值的全体组成的集合称为 � ��值域 ,记为 W .

如果函数 y = f ( x )在 x = x0 时 y 有确定的值 y0 与之对应 ,

称函数在点 x = x0 有定义或有意义 .因此 ,函数的定义域就是使

函数 f ( x )有定义的 x 值的全体组成的集合 .一般情况下定义域

常用区间表示 .满足不等式 a < x < b 的实数集合记为 ( a , b) ,称

为开区间 ;满足不等式 a≤ x≤ b 的实数集合记为 [ a , b] , 称为闭
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区间 ;类似的有半开闭区间 [ a , b) , ( a , b] ; a、b 称为区间端点 .

b - a称为区间的长度 .除此之外 , 满足不等式 x≥ a 的集合记为

[ a , +∞ ) ,满足 x < b 的集合记为 ( - ∞ , b)而 ( - ∞ , + ∞ )表示

全体实数集合 .满足不等式 | x - x0 | <δ(δ> 0 )的实数集合 ,在实

数轴上表示以 x0 为中心 , 长度为 2δ的开区间 ( x0 - δ, x0 +δ) ,

称为 x0 的δ邻域 ,记为 U ( x0 ,δ) . x0 称为领域中心 ,δ称为邻域

半径 ;而满足不等式 0 < | x - x0 | <δ的实数集合表示为 ( x0 - δ,

x0 )∪ ( x0 , x0 +δ)是 x0 的去心邻域 ,记为 U ( x̂0 ,δ) .

对函数的概念 ,下面作进一步的说明 .

1 . 函数符号

函数的实质是对应关系 ,深入理解函数符号十分重要 .符号

y = f ( x )只表示 y是 x 的函数 ,并不是 y等于 f 和 x 的乘积 . f 与

f ( x )的含义是有区别的 . f 表示自变量与因变量的对应关系或法

则 ;而 f ( x )则是自变量 x 对应的函数值 .因此 ,对给定的某一个

实数 x , f ( x )是一个数 .但是 ,出于叙述的方便与对变量 x 取值的

任意性 ,有时也将 f ( x )说成函数 .在同一个问题中 f ( x )是指一

个函数还是指一个函数值 ,则可以结合上下文来理解 .今后在叙述

上有时说函数 y = f ( x ) ,有时也说函数 f ( x )或函数 f ,其含义都

一样 .

2 . 函数三要素

函数有三个要素 ,即定义域 D、对应法则 f 及值域 W .如果已

知 D及 f ,当然可以确定 W .因此 ,也有人说函数有两个要素 ,即

定义域 D及对应法则 f .给出一个函数的关键是给出定义域 D 和

对应法则 f , 至于用什么字母表示自变量及因变量无关重要 .如

y = cos x和 s = cos t都是余弦函数 .

我们可以根据函数三个要素是否相等来判别两个函数是否相

同 .例如 , y = x 与 y =
x2

x
的定义域不同 ,前者 D = ( - ∞ , +∞ ) ,后
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者 D = ( - ∞ , 0)∪ (0 , +∞ ) ,因此这两个函数不相同 .

又例如 , y = cos x 与 y = 1 - sin
2

x是否为同一个函数呢 ? 因

为 y = 1 - sin
2

x = | cos x | , 这两个函数值域不同 .前者 W =

[ - 1 ,1 ] ,后者 W = [ 0 , 1] ,故这两个函数不是同一个函数 .

又例如 , y = sin2 x 与 y = 2sin xcos x 是不是相同函数呢 ? 它们

的定义域 D都是 ( - ∞ , +∞ ) ,值域都是 W = [ - 1 , 1 ] .如何判定

这两个函数的对应法则是否相等呢 ?

一般的判定方法是 :如果函数 y = f ( x )和 y = g( x )定义域内

任何一个 x 值对应的函数值总满足 f ( x ) = g( x ) ,则认为这两个

函数对应法则相等 ;至于它们的对应方式如何 ,对应方法繁简是无

关重要的 ,即只看最后结果 .

因此对于 y = sin2 x 与 y = 2sin xcos x ,由于它们的定义域同为

( - ∞ , +∞ ) ,定义域内任一实数 x 恒有 sin2 x = 2sin xcos x ,所以

它们的对应法则相同 ,故这两个函数是相同的函数 .

如果自变量在定义域内任取一个值时 ,对应的函数值只有一

个 ,这种函数叫单值函数 ,否则叫多值函数 , 如 y = ± 1 - x
2

,

y = arcsin x .如没有特别说明 ,使用“函数”这一词都是指单值函

数 .

3 . 对应法则表达形式

对应法则 f 是因变量 y 和自变量 x 的函数关系的体现 ,它是

函数概念中最本质的要素 .对应法则的表达形式是各种各样的 ,通

常函数有如下三种表示方法 .

(1 )图示法 .用直角坐标中的曲线表示函数的方法 ,叫函数的

� 臞图示法 .

(2 )表格法 .如常见的对数表、三角函数表等都是把自变量一

系列值与对应的函数值列成表 ,这种表示的方法叫 � 茡表格法 .

(3 )公式法 .如果两个变量之间的对应法则借助公式给出 ,要
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对自变量施行哪些数学运算 ,以及应按照怎样的次序来进行这些

运算 ,方能得出函数的对应值 ,则称之为 � 睹用公式表示函数 .如 y =

x2 + 1 是用公式来表示函数的对应法则 .

函数表示方法有多种 ,一个函数往往可以同时用三种形式表

示 .在实际应用中 ,必须从实际出发 ,选用适当的方式或互相配合 ,

综合使用上述三种方式 .在概念上要区别函数定义与它的表达形

式 .

如果对应法则可以用自变量 x 的算式明显表示 ,这样的函数

叫 � �=显函数 ,如 y = x2 + 1 所表示的函数称为显函数 .如果对应法则

由 x、y 之间的一个二元方程 F( x , y ) = 0 来确定 ,则这样的函数

称为由方程 F( x , y ) = 0 所确定的隐函数 ,如 x y - sin ( x + y ) = 0

或 y - x
2

- 1 = 0 所表示的函数称为 � �#隐函数 .

把一个隐函数化为显函数 ,叫做隐函数的显化 .如由 y - x
2

-

1 = 0 可解出 y = x
2

+ 1 ,但由方程 F( x , y ) = 0 确定的隐函数不一

定能显化 ,如方程 xy - sin( x + y ) = 0 确定的隐函数就不能显化 .

在科学技术及经济领域中 ,还常遇到自变量在不同范围内用

不同式子分段表示的一类函数 ,称为 � 繷分段函数 .

例如 ,我国工薪人员应纳多少税呢 ? 根据中华人民共和国个

人所得税法规定 :个人工资、薪金所得应纳个人所得税 ;应纳税所

得额的计算为 :工资、薪金所得 ,以每月收入额减除 800 元后的余

额 ,为应纳税所得额 .最后列出 1 _1 的税率表 .

表 1_1  个人所得税税表 (工资、薪金所得适用 )

级  数 全月应纳税所得额 税率 ( % )

1 N不超过 500 �元的 5 z

2 N超过 500 �元到 2 000 元的部分 10 �

3 N超过 2 &000元到 5 000 元的部分 15 �

4 N超过 5 &000元到 20 000 元的部分 20 �

4
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续表 1 _1    

级  数 全月应纳税所得额 税率 ( % )

5 N超过 20 T000 元到 40 000 元的部分 25 �

6 N超过 40 T000 元到 60 000 元的部分 30 �

7 N超过 60 T000 元到 80 000 元的部分 35 �

8 N超过 80 T000 元到 100 000 元的部分 40 �

9 N超过 100 �000 元的部分 45 �

若某人的月工资、薪金所得为 x 元 ,他应缴纳的税款 y 与其

工资、薪金所得 x 之间的关系 ,可按下列方法确定 :

按税法规定 ,当 x≤800 元时 ,不必纳税 ,所以这时 y = 0;

当 800 < x≤1 300 元时 ,纳税部分是 x - 800 ,税率为 5 % ,所

以 y = ( x - 800)×
5

100
;

当 1 300 < x≤2 800 元时 ,其中 800 元不纳税 , 500 元应纳 5 %

的税 ,即 500×
5

100
= 25(元 ) .再多的部分 ,即 x - 1 300 按 10%纳

税 .所以他应纳的税款为 y = 25 + ( x - 1 300 )×
10

100
(元 ) .

因此月工资、薪金不超过 2800 元与应缴纳税款的函数关系为

y =

0 , 0 ≤ x ≤ 800

( x - 800)×
5

100
, 800 < x ≤ 1 300

25 + ( x - 1 300 )×
10
100

, 1 300 < x ≤ 2 800

读者可以按照同样方法找出月工资、薪金超过 2 800 元与缴纳税

款的函数关系 (资料来源 :税制改革文件汇编·北京市税务局海淀

区分局 ) .

这种分段收费的方法在经济领域中常用 .如为了充分利用电

力资源、水资源、旅游资源或运输资源等 ,往往采用分段收费方法
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来达到鼓励或控制人们对资源的消耗 .

4 . 函数的定义域

在实际问题中 ,定义域往往是反映函数关系的使用范围 ,只有

自变量在定义域中取值时 ,函数关系才有实际意义 .因此 ,研究函

数关系时 ,应注意其定义域 .考察函数的定义域 ,必须注意以下两

个方面 :

(1)联系函数所反映的实际问题 ,其定义域由实际意义来确定 .

例如 ,圆面积 A 和直径 d 有函数关系 : A =
πd

2

4
.其定义域

D = ( 0 , l ] ,而不是使该式运算有意义的范围 ( - ∞ , +∞ ) .

(2 )一般在数学上研究函数 ,其定义域由函数式本身来确定 ,

即要算式有意义的自变量所允许的范围 ,叫自然定义域 .例如 ,在

用分式所表示的函数中 ,分母不能为零 ;用根式表示的函数中 ,负

数不能开偶次方根 ;用对数式表示的函数中 ,真数要大于零 ;用反

三角函数式表示的函数中 ,要符合反三角函数的定义 ;如果函数表

达式中含有分式、根式或反三角函数式 ,则应取各部分定义域的公

共部分 .

例 1  求下列函数的定义域 :

(1 ) y =
1

4 - x
2 + x + 2;

(2 ) y = lg
x

x - 1
;

(3 ) y = arcsin
x + 1

3
.

解  (1 )求定义域相当于解不等式组 :

4 - x
2
≠ 0

x + 2 ≥ 0
,  即  

x ≠± 2

x ≥ - 2

所以函数的定义域 D = ( - 2 ,2 )∪ ( 2 , +∞ ) .

(2 )因为
x

x - 1
> 0 ,即
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x > 0

x - 1 > 0
 或  

x < 0

x - 1 < 0

所以函数的定义域 D = ( - ∞ , 0)∪ (1 , +∞ ) .

(3 )因为 - 1≤
x + 1

3
≤1 ,所以 - 3≤ x + 1≤3 ,即 - 4≤ x≤2 .

因此 ,函数的定义域 D = [ - 4 , 2] .

例 2  求分段函数 f ( x ) =
1 - x2 , | x |≤1

x
2

- 1, 1 < | x | < 2
的定义域 .

解  分段函数的定义域 ,等于各段函数定义域的并 .第一段为

| x |≤1 ,即 - 1≤ x≤1 .第二段为 1 < | x | < 2 ,相当于解不等式组 :

1 < | x |

| x | < 2
, 即

x > 1 或 x < - 1

- 2 < x < 2

也即
x > 1

- 2 < x < 2
, 或

x < - 1

- 2 < x < 2

故 1 < x < 2 或 - 2 < x < - 1

  第一段与第二段定义域之并为该函数的定义域 D = ( - 2 ,2) .

例 3  设 f ( x - 2) = x
2

- 3 x + 3 ,求 f ( x )及 f ( x0 + h) - f( x0 ) .

解  令 x - 2 = u ,则 x = u + 2 ,代入已知式得

f ( u ) = f ( x - 2 ) = x
2

- 3 x + 3 = ( u + 2)
2

- 3 ( u + 2) + 3

= u
2

+ u + 1

故 f ( x ) = x2 + x + 1

f ( x0 + h) - f ( x0 ) = ( x0 + h)
2

+ ( x0 + h) + 1 - x
2
0 - x0 - 1

= h( 2 x0 + h + 1 )

二、函数的几何特性

1 . 单调性

设函数 f ( x )的定义域为 D ,区间 I� D .如果对于区间 I 上

任意两点 x1 及 x2 ,当 x1 < x2 时 ,恒有 f ( x1 ) < f ( x2 ) ,则称函数
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f ( x )在区间 I 上是严格 � �!单调增加的 ;如果对于区间 I 上任意两点

x1 及 x2 ,当 x1 < x2 时 ,恒有 f ( x1 ) > f ( x2 ) ,则称函数 f ( x )在区

间 I上是严格 � 穝单调减少的 .严格 � 穝单调增加和严格 � 穝单调减少的函数

统称为严格 � ��单调函数 .

在几何上 ,单调增加的函数 , 它的图形是随着 x 的增加而上

升的曲线 ;单调减少的函数 ,它的图形是随着 x 的增加而下降的

曲线 .

例如 ,函数 f ( x ) = x
2
在区间 [ 0 , +∞ )上是严格单调增加的 ;

在 ( - ∞ , 0 )上是严格单调减少的 ;在区间 ( - ∞ , + ∞ )内函数

f ( x ) = x
2
不是单调的 (见图 1 _1) .一个函数之严格单调增或严格

单调减一定不能脱离所指定的范围 .

图 1 _1                图 1 _2

例 4  证明函数 f ( x ) = x
3
在 ( - ∞ , + ∞ )内是严格单调增

加的 .

证  设 x1 , x2 是 ( - ∞ , + ∞ )内任意两点 ,当 x1 < x2 时 ,需

要证 f ( x1 ) = x3
1 < x3

2 = f ( x2 ) ,即证 x3
1 - x3

2 < 0 .

事实上 ,由于 x
3
1 - x

3
2 = ( x1 - x2 ) ( x

2
1 + x1 x2 + x

2
2 ) ,而 x1 -

x2 < 0 , x
2
1 + x1 x2 + x

2
2 = x1 +

1
2

x2

2

+
3
4

x
2
2 > 0 ,所以 x

3
1 - x

3
2 <
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0 ,即 x
3
1 < x

3
2 (见图 1 _2) .从而证明了 f ( x ) = x

3
在 ( - ∞ , +∞ )内

是严格单调增加的 .

2 . 有界性

设函数 f ( x )的定义域为 D ,数集 X� D ,如果存在正数 M ,

使得任一 x� X 所对应的函数值都满足不等式 | f ( x ) |≤ M ,则称

� 笽函数 f ( x )在 X 上有界 .如果这样的 M 不存在 ,就称函数 f ( x )在

X 上无界 .这就是说 ,如果对于任何正数 M , 总存在 x1� X , 使

| f ( x1 ) | > M ,那么 � 簩函数 f ( x )在 X 上无界 .

在几何上 ,如果函数的图形介于两水平直线 y = M 与 y =

- M之间 ,则函数是有界的 .

例如 ,函数 f ( x ) = sin x 在 ( - ∞ , +∞ )内是有界的 ,因为无

论 x 取任何实数 , | sin x |≤1 都成立 .函数 f ( x ) =
1
x
在开区间 ( 0 ,

1)内无界 ,因为不存在这样的正数 M , 使
1
x
≤ M 对于 ( 0 , 1 )内

的一切 x 都成立 , 而在 ( 1 , 2 )内 f ( x ) =
1
x
是无界的 .又如函数

y = cos x - 1在其定义域内也是有界函数 .

注意 :函数的有界性是对定义域 D内某个数集 X 而言 ,当然

X 可以是整个定义域或定义域中某个区间 ,或由离散点所组成的

数集 .

3 . 奇偶性

设函数 f ( x )的定义域 D关于原点对称 (即若 x∈ D ,则必有

- x∈ D ) .如果对于定义域 D 的任何 x 值恒有 f ( - x ) = f ( x ) ,

则称 f ( x )为 � 摹偶函数 ;如果恒有 f ( - x ) = - f ( x ) ,则称 f ( x )为 � 摹奇 � �

函数 .

也就是说 ,对于给定的函数 ,当自变量 x 换为 - x 时 ,如果函

数值不变号 ,则该函数为偶函数 ;如果函数值符号改变 ,则该函数

为 � �(奇函数 .
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在几何上 ,对于偶函数 ,由于在 x 和 - x 处函数值相等 ,故其

图形关于 y轴对称 (见图 1 _3 ) .对于奇函数 ,由于 x 和 - x 处的函

数值符号不同 ,其图形关于原点对称 ,即当把右半平面图形绕原点

旋转 180°后恰与左半平面的图形重合 (见图 1 _4) .

图 1_3               图 1_4

例如 ,函数 y = sin x 是奇函数 ;函数 y = cos x 是偶函数 ;函数

y = sin x + cos x 既非奇函数 ,也非偶函数 ; y = 0 既是奇函数也是

偶函数 .而函数 f ( x ) =
1

1 + x
2 , x∈ ( - 2 , 3) ,由于定义域不对称于

原点 O ,因此它既不是偶函数也不是奇函数 .

例 5  判别函数 f ( x ) = lg( x + 1 + x
2

)的奇偶性 .

解  函数定义域为 D = ( - ∞ , +∞ ) ,设 x 是 D上任一点 .因

为 f ( - x ) = lg( - x + 1 + x2 ) = lg
( 1 + x

2
- x ) ( 1 + x

2
+ x )

1 + x
2

+ x
=

lg
1

x + 1 + x
2

= - lg ( x + 1 + x
2

) = - f ( x ) ,所以函数 f ( x )是

奇函数 .

例 6  证明定义在对称区间 ( - l , l )上的任意函数可表示为

一个偶函数与一个奇函数的和 .

证  设 f ( x )是一定义在 ( - l , l )上的一个任意函数 .

因为

f ( x ) =
2 f ( x )

2
=

f ( x ) + f ( - x ) - f ( - x ) + f ( x )

2
=

01
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