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第一章　函　　数

函数是高等数学研究的对象，因此，函数的概念是高等数学中最重要的概念之一．本章
将首先给出函数的定义．高等数学中多数研究的是初等函数．本章将复习各类基本初等函数
及其图形，介绍复合函数，最后给出初等函数的概念．

第一节　函数的定义

一、 定义的引出

在同一种自然现象或技术过程中，往往同时有几个变量，而且这几个变量通常并不是互
不相干地、孤立地在变化着，而是相互联系地、遵循着一定的规律在变化着．下面先就两个变
量的情形（多于两个变量的情形在第八章中介绍）举几个例子．
例1　真空中自由落体下落的时间 t和下落的路程 s都是变量，并且这两个变量并不是

孤立地变化着，而是遵循自由落体运动的规律

s ＝１
２ gt２

相互联系地变化着，其中 g是重力加速度．
例 2　一个 １０ Ω的电阻，使用不同的电压通电，用电流表测得电压 U和电流 I 的关系

如表 １桘１所示．
在这个问题中，电压 U和电流 I都是变量，并且是遵循表 １桘１ 所示的规律（U为５ Ｖ时，I

为 ０畅５５ Ａ，U为 １０ Ｖ时，I为 １畅０４ Ａ⋯⋯）相互联系地变化着．

表 1桘1

U／Ｖ ５  １０ w１５ 行２０ *２５ 儍３０ 祆
I／Ａ ０ 挝挝畅５５ １ ''畅０４ １ ��畅４５ ２ 谮谮畅０１ ２ 33畅４５ ３ 湝湝畅０１

图 １桘１

例 3　某气象观测站用自动温度记录仪，记录得到某日某地区的气温变化如图 １桘１ 所
示．这里时间 t 和温度 T 都是变量，并且遵
循图示规律相互联系地变化着．
上述诸例，虽然实际意义各不相同，但

是它们的共同点是：含有两个变量，不妨叫
做 x和 y，当某一变量（如 x）每取定一值时，
另一变量（如 y）总有确定的值和它相对应．
我们把变量 y叫做变量 x的函数（如前述诸
例中，路程是时间的函数；电流是电压的函

—１—
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数；温度是时间的函数）．这就是函数定义的粗略说法．
然而当我们更加深入地考虑上述诸例之后，发现在函数的概念中有两个要素．
首先，第一个变量所能取的值，是有范围限制的．如例 １ 中的 t 只能取在开始下落的时

刻到着地的时刻之间；例 ２中的 U只取了 ５，１０，１５，２０，２５，３０六个值；例 ３中的 t只取 ０ ～２４
小时之间的值．因此，第一个变量的变化范围应该是函数概念中的一个要素．
其次，两个变量之间都存在着一个对应规律．如例 １ 中的对应规律是“ t 平方后乘 g／２

得 s”；例 ２ 中的对应规律如表 １桘１ 所示；例 ３中的对应规律如图 １桘１ 所示．因此，两个变量之
间的对应规律应该是函数概念的另一个要素．
显然，这两个要素应该反映在函数的定义中．于是，抛开上述诸例的实际意义，就可以抽

象得到函数的确切定义了．

二、 函数的定义

定义 1　若变量 x在某范围内每取定一值①后，根据某一对应规律，变量 y 总有确定的
值与之对应，就称 y是 x的函数．

x叫做自变量，y叫做因变量．x的变化范围叫做这个函数的定义域．
该定义言简而意深．下面通过一组问题来深入领会它的含义．
（１） y ＝C（C是常数）是否表示了 x和 y之间的函数关系？
有人可能会想：在上式 y ＝C 中，根本就没有出现 x，因此不表示 x 和 y 之间的函数关

系．如果这样想，那就错了．因为是否表示 x和 y之间的函数关系，应该根据函数的定义来回
答．而在函数的定义中，并没有要求自变量 x 变化时，函数 y 的值一定要变．重要的是，对自
变量 x可能取的每一个值，函数 y总有确定的值与之对应．现在对于任一实数 x，y总有确定
的值 C与之对应．因此，常数可以作为函数的特例．

（２） y ＝± ４ －x２
是否表示了 x和 y之间的函数关系？

有人可能会因为该式右端有正负号而犹豫．其实，在函数的定义中，并没有要求 y 到底
有几个确定的对应值，所以回答应该是肯定的．
如果 x在定义域内任取一个值后，y都只有一个确定的值与之对应，则称此函数是单值

的；否则称为多值的．
今后若无特殊声明，所讲的函数均指单值函数．希望读者记住．

（３） y ＝ ２ x， ０≤x≤１，
１ ＋x， x ＞１，

是否表示了 x和 y之间的函数关系？

该问题的回答仍然应该是肯定的．这是因为在函数的定义中，并没有要求必须用什么方
式来表示函数．
此类函数，今后常会遇到，它叫做分段函数，即在不同的范围内，用不同的式子来表示一

个（注意：并不是两个）函数．如上述函数是确定在区间［０， ＋∞）上的一个函数，当自变量 x
取闭区间［０，１］上的数值时，对应的函数 y的值由式子 y ＝２ x确定；当 x取区间（１， ＋∞）内
的数值时，y由式子 y ＝１ ＋x确定．它的图形如图 １桘２所示．

—２—
① 本书仅在实数范围内研究问题，因此，凡书中提到的“数值”，均指实数值．



图 １桘２

（４） x２ ＋y２ ＝－１是否表示了 x和 y之间的函数关系？
有人可能会被该式的表面现象所迷惑，而错误地得出了肯

定的回答．其实，因为不论 x取何值，该式左端总不会是负的，也
就是说根本没有定义域．根据函数的定义得知少了一个要素，因
此不能说 y是 x的函数．

（５） y１ ＝x ＋１和 y２ ＝
x２ －１
x －１是否表示同一个函数？

有人可能会想：由于第二个式子右端的分子和分母约去x －１
后，和第一个式子的右端就相同了，因此表示同一个函数．然而
这种想法是不对的．正确的回答应该是：由于 y１ 的定义域是整个
实数轴，而 y２ 的定义域是整个实数轴除去 x ＝１ 这一点，因为它
们的定义域不同，所以不表示同一个函数．

（６） y１ ＝x和 y２ ＝ x２
是否表示同一个函数？

首先看到，这两个函数的定义域是相同的（整个实数轴）．那么它们是否表示了同一个
函数呢？ 在函数的定义中，除定义域这个要素外，还有一个要素，那就是两个变量间的对应
规律．而这两个函数的对应规律是不同的，前者由 x直接得到 y１ ；后者由 x平方后再开方才
得 y２．故 y１ 的值取在（ －∞，＋∞）中，而 y２ 的值取在［０， ＋∞）中（这是因为 y２ ＝ x２ ＝｜x
｜），所以正确的回答应该是：不表示同一个函数．
通过上述问题的讨论，读者可能已经体会到为什么说函数的定义是“言简而意深”的．

也就是说，函数的概念虽然简单，但要想理解透彻，尚需下一点功夫．

思　考　题

１畅什么叫做函数？ 函数定义中的两个要素是什么？
２畅什么叫做函数的定义域？ 没有定义域的函数存在吗？ 它也能叫做函数吗？
３畅为什么常数也可以看做是函数？

图 １桘３

４畅y１ ＝ｌｇ x２ 和 y２ ＝２ｌｇ x是否表示同一个函数，为
什么？

５畅y ＝ x２ ， x≤０，
２x， x ＞０，

是表示一个函数还是两个函

数，为什么？ 试画出其图形．
６畅M（x，y）是曲线 y ＝x２ 上的动点，如图 １桘３ 所示．

问：

（１） 弧OM的长度是不是 x的函数？
（２） 图中阴影部分的面积是不是 x的函数？

第二节　函数的定义域
从上节的问题（５）和（６）可以看到：函数定义中的两个要素十分重要，两要素之一不

—３—



同就表示不同的函数．因此，下面就怎样求函数的定义域、怎样表示对应规律的函数记号等
内容，详细地进行研究．
本节研究怎样求函数定义域的问题．
如果自变量取某一数值 x０ 时，函数有确定的值和它对应，那么就称该函数在 x０ 处有定

义．因此，函数的定义域，也就是使函数有定义的全体实数．
函数的定义域，需要根据函数的数学表达式和实际意义来求，并且以后者为主．下面看

一个简单的例子．
函数 y ＝Cx２ （C是常数）．
（１） 若是纯数学的、抽象的函数，则其定义域为（ －∞，＋∞）；
（２） 若上式中 C ＝π，x和 y分别表示圆的半径和面积，则其定义域为（０， ＋∞）；

（３） 若上式中 C ＝１
２ g，x和 y分别表示真空中自由落体下落的时间和路程，则其定义域

为［０，T］，T表示落地时间．
然而，数学中常常研究的是抽象的函数，这时定义域仅由公式本身决定．求定义域时只

需考虑数值计算是否合理，比如：
（１） 分母不能为零；
（２） 偶次根号内的数不能小于零；
（３） ｌｏｇa x（a是不等于 １的正常数）中的 x必须大于零；
（４） ａｒｃｓｉｎ x或 ａｒｃｃｏｓ x中 x的绝对值不能大于 １；
⋯⋯
例 1　求函数 y ＝x ＋ｅx －ｓｉｎ x的定义域．
解　由于不论 x取任何值，y都有确定的值与之对应，因此该函数的定义域为（ －∞，＋∞）．
注　若函数在整个实数轴上每一点都有定义，就叫做是处处有定义的．

例 2　求函数 y ＝ ３ －x
x 的定义域．

解　由于分母不能为零，又由于偶次根号内的数不能小于零，所以当 x≠０并且 ３ －x≥０
（即 x≤３）时该函数有定义．
因此，所求定义域为（ －∞，０）∪（０，３］．
注　函数的定义域一般用区间或不等式来表示．如上例所求的定义域也可表示为

－∞＜x ＜０和 ０ ＜x≤３．

例 3　求函数 y ＝ａｒｃｓｉｎ ３ －２x
５ 的定义域．

解　由于 ａｒｃｓｉｎ X中 X的绝对值不能大于 １，而在本例中

X ＝３ －２x
５ ．

解不等式：
３ －２x
５ ≤１．

｜３ －２x｜≤５， －５≤３ －２x≤５， －８≤－２x≤２，
即－１≤x≤４时，该函数有定义．因此，所求定义域为［ －１，４］．

—４—



例 4　求函数

y ＝ ３ －x
x ＋ａｒｃｓｉｎ ３ －２x

５
的定义域．
解　由于要 y有确定的值，必须也只需上式右端的两个式子同时有确定的值，所以函数

的定义域也就是使这两个式子有确定的值的自变量值的公共部分．
根据上两例的结果得知：该函数的定义域应该是［ －１，４］和（ －∞，０）及（０，３］的公共

部分，如图 １桘４所示．

图 １桘４

因此，所求定义域为［ －１，０）∪（０，３］．
注 1　作图时，凡不属于图形上的点，都用空圈来表示（如图 １桘４中的 x ＝０这一点）．
注 2　用区间来表示定义域时，需要特别注意区间的端点是否包含在此定义域内的问

题．也就是应该用闭区间，还是用开区间，还是用半开区间表示的问题．
例 5　求函数

y ＝
３

１
x －２ －ｌｇ（２x －３）

的定义域．

解　由于分母不能为零，所以当 x≠２时，
３

１
x －２有定义．

又由于 ｌｏｇa X中的 X必须大于零，而在本例中 X ＝２x －３（a ＝１０），即当 ２x －３ ＞０ 时，亦

即 x ＞３
２时，ｌｇ（２x －３）有定义．

因此，x≠２和 x ＞３
２的公共部分，即 ３

２ ，２ ∪（２，＋∞）就是所求的定义域，如图 １桘５所示．

图 １桘５

例 6　求函数 y ＝ x２ －７x ＋１２的定义域．
解　由于偶次根号内的数不能小于零，所以当 x２ －７x ＋１２≥０ 时，即（x －３）（x －４）≥０

时，该函数有定义．解出这个不等式，就可以得到所求的定义域了．
该不等式左端两个因式的零点是 x ＝３，４．这两个点把整个实数轴分成了 ３ 个区间：

（ －∞，３），（３，４），（４， ＋∞），如图 １桘６所示．

图 １桘６

—５—
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分别在这 ３个区间内考察两因式 x －３和 x －４的符号：
（１） 在（ －∞，３）内，两因式都取负值，所得乘积为正，函数在这个区间内有定义；
（２） 在（３，４）内，两因式取异号值，所得乘积为负，函数在这个区间内没有定义；
（３） 在（４， ＋∞）内，两因式都取正值，所得乘积为正，函数在这个区间内有定义．
至于在点 x ＝３和 x ＝４ 处，由于两因式必有一个为零，因此函数在这两点有定义．
综上所述，即得所求定义域为（ －∞，３］∪［４， ＋∞）．

例 7　求函数 y ＝ ｃｏｓ x －１的定义域．
解　由于偶次根号内的数不能小于零，所以当 ｃｏｓ x －１≥０时，即 ｃｏｓ x≥１ 时，该函数有

定义．
又由于 ｃｏｓ x的值是不会大于 １的，所以只有当 ｃｏｓ x ＝１时，该函数有定义．即所求定义

域为 x ＝０， ±２π，±４π，⋯，如图 １桘７所示．

图 １桘７

注　此例说明，函数的定义域不一定是区间，也可以是实数轴上的一些点．
例 8　求函数 y ＝｜x ＋１｜－１的定义域，并作出其图形．
解　应当先去掉上式中的绝对值符号．
由于当 x ＋１≥０时，即 x≥－１ 时，｜x ＋１｜＝x ＋１，所以

y ＝（x ＋１） －１ ＝x．
又由于当 x ＋１ ＜０时，即 x ＜－１时，｜x ＋１｜＝－（x ＋１），所以

y ＝－（x ＋１） －１ ＝－x －２．
因此该函数可以分段表示为

y ＝ x， x≥－１，
－x －２， x ＜－１．

图 １桘８

其图形如图 １桘８所示．
因为当 x≥－１时，函数是有定义的：y＝x．当 x＜－１

时，函数也有定义：y ＝－x －２．所以该函数是处处有定
义的，即所求定义域为（ －∞，＋∞）．
注　用绝对值来表示的函数，常常需要先把它写

成分段函数的形式，以便进行研究．
如：y ＝｜x｜可写成

y ＝ x， x≥０，
－x， x ＜０．

又如：

y ＝
｜x｜
x ， x≠０，

０， x ＝０，
可写成

y ＝
－１， x ＜０，
０， x ＝０，
１， x ＞０．

—６—



至此，读者可能会问：为什么要求函数的定义域呢？ 也就是学习本节的目的是什么？
后面在研究函数（比如某函数是否具有某特性；又如需作某函数的图形等等）时，常常

先确定该函数在什么范围内存在（即有定义）．如果该函数在某部分根本不存在，则对这部
分就没有再往下研究的必要了．

思　考　题

１畅何谓函数在一点 x ＝x０ 处是有定义的？ 又何谓函数是处处有定义的？
２畅怎样根据公式本身来求函数的定义域？
３畅下列函数在所给点处有定义吗？

（１） y ＝ １
x ＋１　在 x ＝１处；

（２） y ＝ －x　在 x ＝２处；

（３） y ＝xｓｉｎ １
x 　在 x ＝０处；

（４） y ＝ｌｇ（１ ＋x２ ）　在 x ＝０处；

（５） y ＝ x ＋１， x ＞０，
x －１， x ＜０ 　在 x ＝０处．

习　题　1桘2

１畅求下列函数的定义域：
（１） y ＝１ －ｌｏｇ５ x；　　　　　　　　（２） y ＝ｅ１／x；

（３） y ＝ １
x２ －３x ＋２； （４） y ＝ａｒｃｃｏｓ x －３２ ；

（５） y ＝ １ －｜x｜； （６） y ＝ x２ －４x ＋３；

（７） y ＝ｌｇ １
１ ＋x ＋

３ x ＋２； （８） y ＝１
x － １ －x２ ；

（９） y ＝ ３ －x ＋ａｒｃｔａｎ １
x ； （１０） y ＝ａｒｃｓｉｎ x －３

２ －ｌｎ（４ －x）；

（１１） y ＝ １
x２ －４x

； （１２） y ＝ １ －x
２ ＋x

；

（１３） y ＝１
２ ｌｇ １ ＋x

１ －x； （１４） y ＝ｔａｎ（x ＋１）．
２畅求下列函数的定义域，并作图．

（１） y ＝ x， ０≤x ＜２，
２， x≥２；

（２） y ＝｜x －２｜；

（３） y ＝
x２ ＋１， ０ ＜x≤２，
０， x ＝０，
x２ －１， －１≤x ＜０；

（４） y ＝ ｜x －１｜， ０≤x≤２，
１， x ＜０，x ＞２．

—７—



第三节　函 数 记 号
函数定义中的第二个要素对应规律，也就是 x和 y之间的函数关系．从第一节引出函数

定义的 ３个例题可以看到：通常可以用 ３ 种方法来具体地表示，它们各有优缺点．
1畅公式法

如：例 １的 s ＝１
２ gt２．

其优点是准确，便于理论分析和运算；其缺点是不够直观．
2畅表格法
如：例 ２的电压和电流的关系表．
其优点是方便，可以直接查阅；其缺点是表中所列的数据常常不完全，也不便于进行理

论分析．
3畅图示法
如：例 ３的气温变化图．
其优点是直观，一目了然；其缺点是不便于作理论分析．
以后所讨论的函数，一般用公式表示，再辅之以图形．需要特别注意的是：
（１） 函数和表示法切勿混为一谈，同一个函数常常可以用各种不同的方法来表示．比如

正弦函数，既可以用公式 y ＝ｓｉｎ x表示，也可以用三角函数表表示，又可以用图表示．
（２） 切勿认为函数就是公式，公式仅仅是表示函数的一种方法．很多实际问题中遇到的

函数，常常不能用公式来表示．比如，气温变化图就无法用公式表示．
有的时候，只需要表示 y是 x的函数，而并不需要知道其具体的对应规律是什么，那么

可以用记号 y ＝f（x）（读作“y是 x的函数”）来表示．比如，s ＝１
２ gt２ 就可以记为 s ＝f（ t）．

函数记号 y ＝f（x）中的字母 f表示了 x和 y 之间的对应规律．比如，上述 s ＝f（ t）中的 f

就表示了如下具体的对应规律：t平方后乘以 １
２ g得 s．

y是 x的函数，也常常记为 y ＝φ（x），y ＝F（x）或 y ＝y（x）等等．需要注意的是：在同一
个问题中，如果有几个函数，为了避免混淆，应该分别用不同的记号来表示．
自变量 x在其定义域内取一个值 x＝x０ 时，函数 y ＝f（x）对应的值叫做该函数在 x ＝x０ 处

的函数值，记为 f（x０ ）或 y｜x ＝x０．
欲求 y ＝f（x）在 x ＝x０ 处的函数值 f（x０ ），只需将 x０ 代替 f（x）中的 x．比如，对于函数 f

（x） ＝x２ －３x ＋５来说，当 x ＝０时，f（０） ＝０２ －３ ×０ ＋５ ＝５；当 x ＝２ 时，f（２） ＝２２ －３ ×２ ＋５
＝３；当 x ＝x０ 时，f（x０） ＝x２

０ －３x０ ＋５等等．
下面做几个求函数值和熟悉函数记号的例题．

例 1　设 f（x） ＝x· ４x －２，试求 f（３），f １
a ， １

f（a），f（x
２ ）和［ f（x）］２ （a 是大于 １ 的正整

数）．
解　　　　　　　f（３） ＝３ ×４３ －２ ＝１２；

—８—



f １
a ＝１

a · ４
１
a －２ ＝

a
４

１６a；

１
f（a） ＝ １

a· ４a －２ ＝
１６
４aa；

f（x２ ） ＝x２ · ４ x２ －２ ＝x２ · ４x２

１６ ；

［f（x）］２ ＝（x· ４x －２）

┷

］





第四节　函数的几种特性
某些（注意：并非所有）函数具有以下一些特殊的性质．

一、 奇偶性

如果函数 y ＝f（x）当 x改变符号时，函数值也改变了符号，即对于定义域内的 x都满足 f
（ －x） ＝－f（x），则称该函数是奇函数．如：y ＝x，y ＝x３，y ＝ｓｉｎ x等等．

奇函数的图形是关于原点对称的，这是因为 f（ －x） ＝－f（x），所以当点 A［x，f（x）］在图形
上时，点 A′［ －x，－f（x）］也在图形上，而点 A′和点 A是关于原点对称的，如图１桘１０所示．

如果函数 y＝f（x）当 x改变符号时，函数值不变，即对于定义域内的 x都满足 f（ －x） ＝

f（x），则称该函数是偶函数．如：y ＝x２，y ＝x４ ，y ＝ｃｏｓ x等等．

偶函数的图形是关于 y轴对称的，这是因为 f（ －x） ＝f（x），所以当点 A［x，f（x）］在图形
上时，点 A″［ －x，f（x）］也在图形上，而点 A″和点 A是关于 y轴对称的，如图 １桘１１所示．

图 １桘１０ 图 １桘１１

需要注意的是：并非所有的函数都具有奇偶性．比如：y ＝x２ ＋x３ ，y ＝ｓｉｎ x ＋ｃｏｓ x等等既
非奇函数也非偶函数．

二、 单调性

如果函数 y ＝f（x）在某区间内随 x 的增加而增加，即设 x１ 和 x２ 是该区间内的任意两

点，且 x１ ＜x２ ，若 f（x１ ） ＜f（x２ ），则称该函数在此区间内是单调增加的．其图形是沿横轴的正

向而上升的，如图 １桘１２所示．

如果函数 y ＝f（x）在某区间内随 x 的增加而减少，即设 x１ 和 x２ 是该区间内的任意两
点，且 x１ ＜x２ ，若 f（x１ ） ＞f（x２ ），则称该函数在此区间内是单调减少的．其图形是沿横轴的正

向而下降的，如图 １桘１３所示．
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