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第 1章  命 题 逻 辑

命题逻辑和谓词逻辑 (见第 2 章 ) 是数理逻辑的基本内容。

数理逻辑是一门用数学方法研究形式逻辑推理理论的学科。所谓数学方法主要是指

引进一套符号体系的方法 ,所以数理逻辑也称作符号逻辑。

日常生活中使用的语言称为自然语言 ,由于自然语言具有多义性 ,因此对于严格的逻

辑推理 ,使用自然语言是极不方便的 ,需要引入一种具有单一、明确含义的形式化语言 ,这

种形式化语言在数理逻辑中称为目标语言。初学者在学习数理逻辑时 ,应当注意目标语言

和自然语言之间的差异。

本章主要介绍命题逻辑的基本内容 : 命题和联结词 ,真值表和逻辑等价 ,蕴含式和推

理理论 ,命题公式和范式。

按“离散数学自学考试大纲”的要求 ,命题和联结词要求达到“领会”层次 ;命题公式

的等价变换和命题公式的形式化描述 ,范式和主范式 , 蕴含式和推理理论都要求达到“简

单应用”层次。关于“领会”、“简单应用”等层次的解释请参阅本书前言。

1 .1  命题和联结词

1 .1 .1  命题和命题变元

一个具有确定真、假意义的陈述句称为命题。命题可赋一个值 , 称为真值。真值只取

“真”和“假”两种 ,分别记作 1(或 T) 和 0 (或 F)。例如 :

(1 ) 中华人民共和国的首都是北京。

(2 ) 3 + 5 < 2。

(3 ) 太阳比月亮大。

(4 ) 雪是黑色的。

(5 ) 我是个大学生。

这些陈述句都是命题 ,其中命题 ( 1) 和 (3 ) 的真值为 1(也称为真命题 ) ;命题 ( 2) 和

(4 ) 的真值为 0(也称为假命题 ) ;命题 (5 ) 的真值则由“我”的情况而定 ,但它必定有一个

确定的真值。

但也有一些语句 ,如某些感叹句、祈使句、疑问句等 ,往往没有真假之分 ,这类语句都

不是命题。例如 :

(1 ) 明天开会吗 ?

(2 ) 全体立正 !

(3 ) 多美妙啊 !

(4 ) 太可爱了 !
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(5 ) 请进来。

为了便于对命题作一般性的讨论 ,常用大写的英文字母表示任意命题 ,并称为命题变

元。由于命题变元表示任意命题 ,所以它的真值尚没有被确定 , 只有当命题变元用一个具

体的命题“替代”后 ,它才有确定的真值。例如 ,用 P表示任意命题 ,则 P是命题变元 , P没

有确定的真值。当 P用具体的命题 ,如 :“中华人民共和国首都是北京”替代后 , P就表示命

题 :中华人民共和国首都是北京。这时 P有确定的真值 1 ,并称 P为命题常量。用一个具体

命题“替代”命题变元 ,也称为对命题变元进行指派。

1 .1 .2  命题联结词

在自然语言中 ,常用“并且”、“或者”等联结词把简单语句联结起来 ,从而可表达更复

杂的含义。在数理逻辑中也有命题的联结词 ,但它具有严格的定义 ,并且被符号化。

1 .否定

定义1 .1 .1  设 P为命题 , P的否定也是一个命题 ,记作 P。当 P的真值为 1时 , P

的真值为 0;当 P的真值为 0 时 , P的真值为 1。

表  1 .1

P P

0 j1 õ

1 j0 õ

命题 P与其否定 P 的关系如表 1 .1 所示。

例如

P:2 是个偶数。

P: 2 不是偶数。

又如

Q:教室里都是大学生。

Q:教室里不都是大学生。

请注意 , Q不能理解为 :教室里都不是大学生。

2 .合取

定义 1 .1 .2  设 P、Q是命题 , P和 Q的合取也是命题 ,记作 P∧ Q。当且仅当 P、Q的

真值同时为 1 时 , P∧ Q的真值为 1;其他情况下 , P∧ Q的真值为 0。

联结词“合取”的定义如表 1 .2 所示。

表  1 .2

P Q P∧ Q

0 ™0 S0 j

0 ™1 S0 j

1 ™0 S0 j

1 ™1 S1 j

例如

P:王胜是个男人。

Q:王胜是个运动员。

上述命题的合取为

P∧ Q:王胜是个男人并且是运动员。即 P∧ Q:王胜是个男运

动员。

显然 ,只有当“王胜是个男人”和“王胜是个运动员”都为真

时 ,“王胜是个男运动员”才为真。其他情况此命题为假。

联结词“合取”与自然语言中的“并且”、“和”、“与”的意义相似 ,但也不完全相同。

例如 ,张静和张绍昆是好朋友。这里的“和”就不是“合取”的意义 ,实际上它只是一个

命题。

又如设



P:我去上海探亲。

Q:教室里有一块黑板。

上述命题的合取是 :

P∧ Q:我去上海探亲和教室里有一块黑板。

在自然语言中 ,上述命题是没有意义的 ,因为 P和Q没有什么联系。但在数理逻辑中 ,

只要 P∧ Q有确定的真值 ,就把 P∧ Q视为命题。

3 .析取

定义 1 .1 .3  设 P、Q是命题 , P和 Q的析取也是命题 ,记作 P∨ Q。当且仅当 P和 Q

的真值同时为 0 时 , P∨ Q的真值才为 0;其他情况下 , P∨ Q的真值都为 1。

联结词“析取”的定义如表 1 .3 所示。

表  1 .3

P Q P∨ Q

0 c0 �0 4

0 c1 �1 4

1 c0 �1 4

1 c1 �1 4

例如

P:张恩是跳远冠军。

Q:张恩是百米跑冠军。

上述命题的析取为 :

P∨ Q:张恩是跳远冠军或百米跑冠军。

显然 ,只有当“张恩是跳远冠军”和“张恩是百米跑冠军”都为假

时 ,“张恩是跳远冠军或百米跑冠军”才是假的 ,其他情况它都是真的。

同样 ,析取的概念和自然语言中的“或”也不完全相同。例如 ,设

命题

R:今晚 9 点 ,北京电视 1 台播放电视剧“贫嘴张大民的幸福生活”或转播足球比赛。

如果令

P:今晚 9 点 ,北京电视 1 台播放电视剧“贪嘴张大民的幸福生活”。

Q:今晚 9 点 ,北京电视 1 台转播足球比赛。

那么命题 R不能表示为 P ∨ Q。因为由析取的定义可知 ,当 P和 Q的真值都为 1 时 , P∨

Q的真值也为 1。但在这个例子中 ,当 P和 Q的真值都为 1 时 ,实际上是不可能的 ,因为在

同一时刻 ,北京电视 1台不可能既播放电视剧又转播足球比赛。所以当 P和 Q的真值都为

1 时 , R的真值为 0。

通常把本例命题 R中的“或”称为“排斥或”,把表示析取的“或”称为“兼并或”。

4 .排斥析取

定义1 .1 .4  设 P、Q是命题 , P和 Q的排斥析取也是命题 ,记作 P∨Q。当且仅当 P和

表  1 .4

P Q P∨Q

0 º0 t0 ‹

0 º1 t1 ‹

1 º0 t1 ‹

1 º1 t0 ‹

Q的真值不相同时 , P∨Q的真值才为 1;其他情况下 , P∨Q的真值为 0。

联结词“排斥析取”的定义如表 1 .4 所示。

例如 ,下列命题中的“或”都是“排斥或”:

我在家看电视或去剧场看戏。

选小王或小李中的一人去上海出差。

有些教科书没有给出排斥析取的定义 , 此时可用 ( P ∧ Q) ∨

( P∧ Q) 来替代 P∨Q。



5 .条件

定义 1 .1 .5  设 P、Q是命题 , P对于 Q的条件命题记作 P�Q。当且仅当 P的真值为

1 且 Q的真值为 0 时 , P�Q的真值才为 0;其他情况 , P�Q的真值都为 1。

表  1 .5

P Q P� Q

0 º0 t1 ‹

0 º1 t1 ‹

1 º0 t0 ‹

1 º1 t1 ‹

条件命题的定义如表 1 .5 所示。

条件命题 P�Q,可读作“若 P则 Q”。并称 P为前件 , Q为后件。

例如

P:我考上大学。

Q:我努力学习。

P�Q:如果我考上大学 ,那么我努力学习。

又如

P:今天下雨。

Q:我坐公共汽车去上班。

P�Q:如果今天下雨 ,那么我坐公共汽车去上班。

条件命题 P�Q可以用“若 P则 Q”来描述 ,但当前件 P为假时 ,这个命题往往无法判

断真假 ,在数理逻辑中规定 ,当前件 P为假时 , P�Q为真。

很多书中 ,把 P�Q称为“ P蕴含Q”。但本书没有采用这种说法 ,在本书中“蕴含”将另

有含义。

6 .双条件

定义1 .1 .6  设 P、Q是命题 ,其双条件命题记作 P→←Q,读作“ P当且仅当Q”,当 P和

Q的真值相同时 , P →←Q的真值为 1;当 P和 Q的真值不相同时 , P→←Q的真值为 0。

双条件命题的定义如表 1 .6 所示。

表  1 .6

P Q P→← Q

0 ™0 S1 j

0 ™1 S0 j

1 ™0 S0 j

1 ™1 S1 j

例如

P:三角形是正三角形。

Q:三角形中三条边相等。

P →←Q:三角形是正三角形当且仅当三角形中三条边相等。

命题联结词可以把一些简单的命题组合成复杂的命题。通常

把不含任何联结词的命题称为原子命题 ,由原子命题和联结词组

成的命题称为复合命题。例如 , P, Q, R都是原子命题 ,则 P∨ Q,

P�Q, P→← ( Q∨ R) , ( P�Q) ∧ R等都是复合命题。

同样 ,由命题变元和联结词组成的复杂的命题变元称为“命题

公式”或“合式公式”,命题公式中的命题变元 (如 P、Q、R等 ) 称为命题公式的分量。

由命题变元、联结词和一些括号组成的字符串并不都是命题公式 ,如 ∨ P� ∧ 就

不是命题公式 ,所以有如下定义。

定义 1 .1 .7  命题逻辑中的命题公式 (或称合式公式 ) 规定为 :

(1 ) 命题变元和命题常量是命题公式。

(2 ) 如果 A是命题公式 ,则 ( A) 是命题公式。

(3 ) 如果 A和 B是命题公式 ,则 ( A∧ B) , ( A∨ B) , ( A∨ B) , ( A� B) , ( A→← B) 是命



题公式。

(4 ) 只有有限次使用上面 3 条规则得到的字符串才是命题公式。

通常把命题公式的最外层括号省略 ,并规定联结词的优先级为 : ; ∧ , ∨ ,∨;� ,→←。

1 .1 .3  重点和难点分析

本节的重点是 :充分理解命题联结词的定义 ,能熟练地把复合命题符号化。

本节的难点是 :正确地把复合命题符号化。

例 1 .1  说明下列语句中哪些是命题 ?

(1 ) 我是京剧演员。

(2 ) 天气多好啊 !

(3 ) 5 > 3

(4 ) 计算机有空吗 ?

(5 ) 我去杭州出差。

解 其中 (1 ) , (3 ) , (5 ) 是命题。

例 1 .2  求下列命题的真值。

(1 ) 如果 2 是奇数 ,则 2 + 2 ≠ 4。

(2 ) 如果 2 是奇数 ,则 2 + 2 = 4。

(3 ) 太阳从东方升起当且仅当 2 是素数。

解 如果令

P:2 是奇数。

Q: 2 + 2 = 4。

(1) 题设即为 P�Q,由于命题 P的真值为 0 ,由条件命题的定义可知 , P�Q的真值为 1。

(2 ) 题设条件为 P� Q,同样由于命题 P的真值为 0 ,所以 P� Q的真值为 1。

(3 ) 如果令

P:太阳从东方升起。

Q: 2 是素数。

题设命题即为 P →←Q,由于 P和 Q的真值都为 1 ,所以 P→←Q的真值为 1。

例 1 .3  将下列命题符号化。

(1 ) 梁冠华虽然胖 ,但他是位优秀的表演艺术家。

(2 ) 如果我有钱 ,那么我到上海去探亲。

(3 ) 如果不下雪 ,我去看足球比赛 ,否则我不去看足球比赛。

(4 ) 如果不下雪 ,我去看足球比赛 ,否则我在家看电视。

(5 ) 我坐公共汽车去上班 ,当且仅当下雨或者刮大风。

解 (1 ) 如果令

P:梁冠华很胖。

Q:梁冠华是优秀的表演艺术家。

则题设命题可符号化为 : P∧ Q。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



(2 ) 如果令

P:我有钱。

Q:我到上海探亲。

则题设命题可符号化为 : P�Q。

(3 ) 如果令

P:不下雪。

Q:我去看足球比赛。

则题设命题可符号化为 : P→←Q。

(4 ) 如果令

P:不下雪。

Q:我去看足球比赛。

R:我在家看电视。

由于命题“如果不下雪 ,我去看足球比赛 ,否则我在家看电视。”可同义地改述为 :“如

果不下雪 ,我去看足球比赛 ,否则我不去看足球比赛。”和“如果下雪 ,我在家看电视 ,否则

我不在家看电视”。所以题设命题符号化为 : ( P →←Q) ∧ ( P→← R)。

(5 ) 如果令

P:我坐公共汽车去上班。

Q:下雨。

R:刮大风。

则题设命题符号化为 : P→← ( Q∨ R)。

例 1 .4  如果 P, Q, R的意义如下 :

P:小李是研究生。

Q:小李获得奖学金。

R:小李放声歌唱。

请用日常语言叙述以下命题 :

(1 ) P∧ ( Q� R)

(2 ) P∧ ( Q� R)

(3 ) P∧ Q∧ R

解 (1 ) 小李是研究生 ,如果他获得奖学金 ,那么他放声歌唱。

(2 ) 小李是研究生 ,如果他没有获得奖学金 ,那么他不放声歌唱。

(3 ) 小李不是研究生 ,也没有获得奖学金 ,但他放声歌唱。

1 .1 .4  自测练习

1 .指出下列语句中哪些是命题 ?

(1 ) 老虎是动物。

(2 ) 请勿喧哗 !

(3 ) 有些实数是有理数。



(4 ) 素数都是奇数。

(5 ) 太不可思议了 !

(6 ) 我考试得满分。

(7 ) 明天开会吗 ?

(8 ) 保定市在河北省内。

2 .判断下列命题的真值。

(1 ) 如果 1 + 1 = 2 ,则 2 + 2 = 4。

(2 ) 如果 1 + 1 = 2 ,则 2 + 2 ≠ 4。

(3 ) 如果 3 是偶数 ,则 5 是奇数。

(4 ) 如果 5 是偶数 ,则 2 + 3 = 8。

3 .写出下列命题的否定。

(1 ) 上海是个大城市。

(2 ) 每个奇数都是素数。

(3 ) 我吃面包或面条。

(4 ) 我爱游泳 ,也爱跑步。

4 .设

P:我酷爱体育运动。

Q:我身体健康。

R:我很快乐。

请将下列命题符号化。

(1 ) 虽然我身体不健康 ,但我很快乐。

(2 ) 如果我身体健康 ,那么我很快乐。

(3 ) 我身体健康 ,当且仅当我酷爱体育运动。

5 .请将下列命题符号化。

(1 ) 我美丽而又快乐。

(2 ) 如果我快乐 ,那么天就下雨。

(3 ) 电灯不亮 ,原因仅有两个 :灯泡坏了或开关发生故障。

(4 ) 仅当你去 ,我才留下。

6 .如果令

P:今天下雪。

Q:今天刮大风。

R:我去看越剧。

S:我在家看电视。

请用日常语言叙述下列命题 :

(1 ) P∧ Q

(2 ) ( P∧ Q)� R

(3 ) ( P→← R) ∧ ( P →← S)

(4 ) S� ( P∧ Q)



1 .1 .5  自测练习答案

1 .(1 ) , (3 ) , (4 ) , (6 ) , (8 ) 是命题。

2 .(1 ) 真值为 1。

(2 ) 真值为 0。

(3 ) 真值为 1。

(4 ) 真值为 1。

3 .(1 ) 上海不是个大城市。

(2 ) 并非每个奇数都是素数。

(3 ) 我不吃面包和面条。

(4 ) 我不爱游泳或跑步。

4 .(1 ) Q∧ R

(2 ) Q� R

(3 ) P→←Q

5 .(1 ) 如果令

P:我美丽。

Q:我快乐。

那么命题“我美丽而又快乐”符号化为 : P∧ Q。

(2 ) 如果令

P:我快乐。

Q:下雨。

那么命题“如果我快乐 ,那么就下雨”符号化为 : P�Q。

(3 ) 如果令

P:电灯不亮。

Q:灯泡坏了。

R:开关发生故障。

那么命题“电灯不亮 ,原因仅有两个 :灯泡坏了或开关发生故障”符号化为 : P→← ( Q∨ R)。

6 .(1 ) 今天下雪但没刮大风。

(2 ) 如果今天不下雪也不刮大风 ,那么我去看越剧。

(3 ) 如果今天不下雪 ,那么我去看越剧 ,否则我在家看电视。

(4 ) 如果我在家看电视 ,那么今天下雪并且刮大风。

1 .2  真值表和逻辑等价

1 .2 .1  命题公式的真值表

定义1 .2 .1  设 P为命题公式 , P1 , P2 ,⋯ , Pn 为出现在 P中的所有命题变元 (即 P的



分量 ) ,对 P1 , P2 ,⋯ , Pn 指定一组真值称为对命题公式 P 的一种指派。若指定的一种指

派 ,使命题公式 P的真值为 1 ,则称这组真值为成真指派 ;若指定的一种指派 ,使命题公式

P的真值为 0 ,则称这组真值为成假指派。

例如 ,在命题公式 P∧ ( Q� R) 中 ,若对分量 P, Q, R分别取真值为 : 1 , 0 , 1 ,则命题公

式 P∧ ( Q� R)的真值为 1 ,所以 1 ,0 ,1是成真指派。若对分量 P, Q, R分别取真值为 : 0 , 1 ,

1 ,则命题公式 P∧ ( Q� R) 的真值为 0 ,所以 0 ,1 ,1 是成假指派。

定义 1 .2 .2  在命题公式中 ,将各分量的所有可能的指派以及由此确定的命题公式

的真值汇列成表 ,称为命题公式的真值表。

例如 , P∨ Q的真值表如表 1 .7 所示。

又如 , ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q) 的真值表如表 1 .8 所示。

  表  1 .7

P Q P P∨ Q

0 
0 Ç1 •1 Æ

0 
1 Ç1 •1 Æ

1 
0 Ç0 •0 Æ

1 
1 Ç0 •1 Æ

表  1 .8

P Q P P∧ Q Q P∧ Q ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)

0 ¥0 _1 �0 ^1 Ò0 F0 ]

0 ¥1 _1 �1 ^0 Ò0 F1 ]

1 ¥0 _0 �0 ^1 Ò1 F1 ]

1 ¥1 _0 �0 ^0 Ò0 F0 ]

  再如 , P∧ ( Q� R) 的真值表如表 1 .9 所示。

     表  1 .9

P Q R P Q� R P∧ ( Q� R)

0 k0 ß0 S1 $1 R1 ô

0 k0 ß1 S1 $1 R1 ô

0 k1 ß0 S1 $0 R0 ô

0 k1 ß1 S1 $1 R1 ô

1 k0 ß0 S0 $1 R0 ô

1 k0 ß1 S0 $1 R0 ô

1 k1 ß0 S0 $0 R0 ô

1 k1 ß1 S0 $1 R0 ô

易见 ,在真值表中 ,命题公式真值的取值数目决定于分量的个数。由两个命题变元组

成的命题公式共有 4 种不同的指派 ;由 3 个命题变元组成的命题公式共有 8 种不同的指

派。一般地讲 ,由 n个命题变元组成的命题公式共有 2
n
种不同的指派。

定义 1 .2 .3  在命题公式的真值表中 ,对于分量的所有不同的指派 ,命题公式的真值

都为 1 ,则称此命题公式为永真式或重言式。

例如 , P∨ P是永真式。
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表  1 .10

P Q P∧ Q ( P∧ Q)� P

0 z0 40 K1 �

0 z1 40 K1 �

1 z0 40 K1 �

1 z1 41 K1 �

又如 ,命题公式 ( P∧ Q)� P的真值表如表 1 .10所示。

由表 1 .10 可知 , ( P∧ Q)� P是永真式。

定义 1 .2 .4  在命题公式的真值表中 , 对于分量的

所有不同的指派 ,命题公式的真值都为 0 ,则称此命题公

式为永假式或矛盾式。

例如 , P∧ P是永假式。

又如 ,命题公式 ( Q� P) ∧ P的真值表如表 1 .11

所示。

     表  1 .11

P Q Q� P ( Q� P) ( Q� P) ∧ P

0 ö0 
1 
0 õ0 —

0 ö1 
0 
1 õ0 —

1 ö0 
1 
0 õ0 —

1 ö1 
1 
0 õ0 —

由表 1 .11 可知 , ( Q� P) ∧ P是永假式。

定义 1 .2 .5  在命题公式的真值表中 ,存在着分量的一种指派 ,使得命题公式的真值

为 1 ,则称此命题公式是可满足式。

例如 , P∨ Q, ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q) , P∧ ( Q� R) 都是可满足式 (见表 1 .7 ,

表 1 .8 ,表 1 .9 )。

显然 ,永真式也是一种可满足式。

1 .2 .2  逻辑等价

定义 1 .2 .6  在真值表中 ,命题公式 A 和 B 在分量的不同指派下 ,其真值总是相同

的 ,则称这两个命题公式 A和 B 是逻辑等价的 ,记作 A� B。

例如 ,命题公式 P�Q和 P ∨ Q的真值表如表 1 .12 所示。

表  1 .12

P Q P�Q P∨ Q

0 Z0 �1 Y1 *

0 Z1 �1 Y1 *

1 Z0 �0 Y0 *

1 Z1 �1 Y1 *

表  1 .13

P Q P� Q Q� P ( P�Q) ∧ ( Q� P) P→← Q

0 f0  1 71 «1 61 Á

0 f1  1 70 «0 60 Á

1 f0  0 71 «0 60 Á

1 f1  1 71 «1 61 Á

  由表 1 .12 可知 , P�Q� P∨ Q。

又如 ,命题公式 P→←Q和 ( P�Q) ∧ ( Q� P) 的真值表如表 1 .13 所示。



由表 1 .13 可知 , P →←Q� ( P�Q) ∧ ( Q� P)。

下面列出一些常用的逻辑等价式 ,读者可用真值表验证。

P� P (对合律 )

   ( P∨ Q) ∨ R� P∨ ( Q∨ R) (结合律 )

( P∧ Q) ∧ R� P∧ ( Q∧ R)

P∨ Q�Q∨ P (交换律 )

P∧ Q�Q∧ P

P∨ ( Q∧ R)� ( P∨ Q) ∧ ( P∨ R) (分配律 )

P∧ ( Q∨ R)� ( P∧ Q) ∨ ( P∧ R)

P∨ ( P∧ Q)� P (吸收律 )

P∧ ( P∨ Q)� P

( P∨ Q)� P∧ Q (摩根律 )

( P∧ Q)� P∨ Q

P∨ 0� P (同一律 )

P∧ 1� P

P∨ 1�1 (零 律 )

P∧ 0�0

P∨ P�1 (否定律 )

P∧ P�0

其中“1”为永真式 ,“0”为永假式。

要证明两个命题公式是逻辑等价的 , 不仅可以用真值表法 , 还可以通过“演算”来证

明。为此先介绍代换规则。

定义 1 .2 .7  设 P和 Q都是命题公式 ,且 P是 Q中的一部分 ,则称 P为 Q的子式。

定理 1 .2 .1  设命题公式 A和 B 逻辑等价 ,即 A� B,如果 A是命题公式 C的子式 ,

在 C中出现 A 的地方用 B 代换后 (不一定每一处 ) 得到命题公式 D,则 C�D。

上述定理称为代换规则。

例如 ,证明 Q∧ ( P�Q)� ( Q∨ P)。

证明 利用真值表已证得 : P�Q� P∨ Q,再利用代换规则可得 :

  Q∧ ( P�Q) � Q∧ ( P∨ Q)

� ( Q∧ P) ∨ ( Q∧ Q) (分配律 )

� ( Q∧ P) ∨ 0 (否定律 )

� Q∧ P (同一律 )

� ( Q∨ P) (摩根律 )

又如 ,证明 ( P →←Q)� ( P∧ Q) ∨ ( Q∧ P)。

证明 由真值表已证得 : P→←Q� ( P�Q) ∧ ( Q� P) ,所以

  ( P →←Q) � ( ( P�Q) ∧ ( Q� P) )

� ( ( P∨ Q) ∧ ( Q∨ P) )



� ( P∨ Q) ∨ ( Q∨ P) (摩根律 )

� ( P∧ Q) ∨ ( Q∧ P) (摩根律 )

� ( P∧ Q) ∨ ( Q∧ P) (对合律 )

1 .2 .3  重点和难点分析

本节重点是 :熟练掌握用真值表法和常用逻辑等价式证明更复杂的逻辑等价式。

本节难点是 :熟练运用常用公式证明逻辑等价式。

例 1 .5  利用真值表证明下列逻辑等价式。

(1 ) P→←Q� ( P∨ Q) ∧ ( Q∨ P)

(2 ) ( P →←Q)� ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)

(3 ) P∧ ( P�Q)� P∧ Q

证明 (1 ) P→←Q和 ( P∨ Q) ∧ ( Q∨ P) 的真值表如表 1 .14 所示。

表  1 .14

P Q P∨ Q Q∨ P ( P∨ Q) ∧ ( Q∨ P) P→← Q

0 ‚0 ™1 <1 j1 —1 ó

0 ‚1 ™1 <0 j0 —0 ó

1 ‚0 ™0 <1 j0 —0 ó

1 ‚1 ™1 <1 j1 —1 ó

由真值表可知 , P→←Q� ( P∨ Q) ∧ ( P∨ Q)。

(2 ) ( P →←Q) 和 ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q) 的真值表如表 1 .15 所示。

表  1 .15

P Q P∧ Q P∧ Q ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q) ( P→← Q)

0 ‚0 ™0 <0 j0 —0 ó

0 ‚1 ™0 <1 j1 —1 ó

1 ‚0 ™1 <0 j1 —1 ó

1 ‚1 ™0 <0 j0 —0 ó

由真值表可知 : ( P →←Q)� ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)。

(3 ) P∧ ( P�Q) 和 P∧ Q的真值表如表 1 .16 所示。

    表  1 .16

P Q P� Q P∧ ( P� Q) P∧ Q

0 ™0 °1 °0 ¯0 ®

0 ™1 °1 °0 ¯0 ®

1 ™0 °0 °0 ¯0 ®

1 ™1 °1 °1 ¯1 ®



  由真值表可知 : P∧ ( P�Q)� P∧ Q。

例 1 .6  利用 P →←Q� ( P�Q) ∧ ( Q� P) 证明下列等价式。

(1 ) P→←Q� ( P∨ Q) ∧ ( P∨ Q)

(2 ) P→←Q� ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)

(3 ) ( P →←Q)� ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)

(4 ) ( P →←Q)� ( P→←Q)

(5 ) ( P →←Q)� ( P∨ Q) ∧ ( P∨ Q)

证明 (1 ) 因为 P�Q� P∨ Q, Q� P� Q∨ P。所以

  P →←Q� ( P�Q) ∧ ( Q� P)

� ( P∨ Q) ∧ ( Q∨ P)

(2 ) P→←Q� ( P�Q) ∧ ( Q� P)

� ( P∨ Q) ∧ ( Q∨ P)

� ( ( P∨ Q) ∧ Q) ∨ ( ( P∨ Q) ∧ P)

� ( P∧ Q) ∨ ( Q∧ Q) ∨ ( P∧ P) ∨ ( Q∧ P)

� ( P∧ Q) ∨ 0 ∨ 0 ∨ ( Q∧ P)

� ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)

(3 ) ( P →←Q) � ( ( P∨ Q) ∧ ( P∨ Q) ) (见 (1 ) )

� ( P∨ Q) ∨ ( P∨ Q)

� ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)

(4 ) ( P →←Q) � ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q) ) (见 (3 ) )

� ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)

� ( P→←Q) (见 (2 ) )

(5 ) ( P →←Q) � ( P→←Q) (见 (4 ) )

� ( P∨ Q) ∧ ( P∨ Q) (见 (1 ) )

� ( P∨ Q) ∧ ( P∨ Q)

例 1 .7  证明下列逻辑等价式。

(1 ) ( ( A∧ B)�C) ∧ ( B� ( D∨ C) )� ( B∧ ( D� A) )�C

(2 ) ( ( A∧ B∧ C)�D) ∧ ( C� ( A∨ B∨ D) )� ( C∧ ( A →← B) )�D

证明 (1 ) 由于左式

( ( A ∧ B)�C) ∧ ( B� ( D∨ C) ) � ( ( A ∧ B) ∨ C) ∧ ( B∨ D∨ C)

� ( A∨ B∨ C) ∧ ( B∨ D∨ C)

� ( B∨ C) ∨ ( A ∧ D)

� B∨ ( A∧ D) ∨ C

� ( B∨ ( A∧ D) ) ∨ C



� ( B∧ ( A ∧ D) ) ∨ C

� ( B∧ A∨ D) ∨ C

� ( B∧ ( D� A) ) ∨ C

� ( B∧ ( D� A) )�C

(2 ) 左式� ( ( A∧ B∧ C) ∨ D) ∧ ( C∨ A∨ B∨ D)

� ( A∨ B∨ C∨ D) ∧ ( C∨ A∨ B∨ D)

� ( C∨ D) ∨ ( ( A∨ B) ∧ ( A ∨ B) )

� ( C∨ D) ∨ ( A →← B) (见例 2 (5 ) )

� C∨ ( A→← B) ∨ D

� ( C∧ ( A→← B) ) ∨ D

� ( C∧ ( A →← B) )�D

1 .2 .4  自测练习

1 .写出下列命题公式的真值表。

(1 ) ( P∨ Q)� P

(2 ) ( P∨ Q) ∧ ( P�Q)

(3 ) ( P∧ Q) →← ( P∨ Q)

(4 ) ( P�Q) ∧ ( Q� R)

2 .利用真值表证明下列等价式。

(1 ) P→←Q� ( P∨Q)

(2 ) P∨Q� ( P� Q) ∧ ( Q� P)

3 .证明下列等价式。

(1 ) ( P∧ Q) ∨ ( P∧ Q)� P

(2 ) Q� ( P∨ ( P∧ Q) )�Q� P

(3 ) P� ( P�Q)� P�Q

(4 ) A� ( B∨ C)� ( A∧ B)�C

(5 ) ( P�Q) ∨ ( P� R)� P� ( Q∨ R)

(6 ) ( P →← ( Q� ( R∨ P) ) )� P∧ ( Q∧ R)

(7 ) ( P� R) ∧ ( Q� R)� ( P∨ Q)� R

(8 ) ( Q� P) ∧ ( Q→← R) ∧ R� P∧ Q∧ R

4 .证明下列命题公式为永真式。

(1 ) ( P∧ Q� P) ∧ ( P∨ P)

(2 ) P� ( P∨ Q)

(3 ) P� ( P�Q)

(4 ) ( P� ( P∨ Q) ) ∧ ( P� ( P�Q) )



(5 ) ( P∧ ( P�Q) )�Q

(6 ) ( ( P�Q) ∧ ( Q� R) )� ( P� R)

5 .利用真值表证明 :

(1 ) 析取运算满足结合律。

(2 ) 合取运算满足结合律。

(3 ) 合取对析取满足分配律。

(4 ) 析取对合取满足分配律。

(5 ) 摩根律。

1 .2 .5  自测练习答案

1 .(1 ) ( P∨ Q)� P的真值表如表 1 .17 所示。

表  1 .17

P Q P∨ Q ( P∨ Q)� P

0 ö0 
0 j1 €

0 ö1 
1 j0 €

1 ö0 
1 j1 €

1 ö1 
1 j1 €

(2 ) ( P∨ Q) ∧ ( P�Q) 的真值表如表 1 .18 所示。

表  1 .18

P Q P∨ Q P�Q ( P∨ Q) ∧ ( P� Q)

0 ö0 
0 °1 Þ0 Ý

0 ö1 
1 °1 Þ1 Ý

1 ö0 
1 °0 Þ0 Ý

1 ö1 
1 °1 Þ1 Ý

(3 ) ( P∧ Q) →← ( P∨ Q) 的真值表如表 1 .19 所示。

表  1 .19

P Q P∧ Q P∨ Q ( P∧ Q) →← ( P∨ Q)

0 ö0 
0 °0 Þ1 Ý

0 ö1 
0 °1 Þ0 Ý

1 ö0 
0 °1 Þ0 Ý

1 ö1 
1 °1 Þ1 Ý
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