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目。

电子光学，或称带电粒子光学，是研究自由电子及其它带电粒子的运动，特别是电子和离

子束的聚焦、成象、偏转与色散的学科。电子光学在电子显微学、电子束器件、质谱学与能谱学、

加速器与实验粒子物理、微电子工艺技术与电子束工艺学等技术领域具有广泛的应用。因此，

上述各领域各有侧重地研究了电子离子运动及电子离子束的性质。本书的目的在于对上述不

同领域的电子光学做统一的描述，以适应各领域电子光学研究互相渗透、互相促进的现状，并

尽可能反映近 20年来电子光学发展的新内容和研究动向。

按照主要的物理特征，本书首先论述了质点动力学原理以及用于研究与计算电子光学中

的场的电磁学基础;其次，介绍了几何电子光学的基本理论，即关于聚焦成象与偏转及其象差

的理论。作为从单粒子电子光学向系综处理的发展，本书接着介绍了相空间动力学、束流传输

与电流密度分布演化的理论与方法。本书的第三部分处理了波动电子光学这一发展很快而一

般著作很少涉及的领域。第四部分系统介绍了曲光轴系统及有关的束传输与分析器的电子光

学，其中包括了交叉场分析器、自旋极化电子光学与飞行时间分析器等新内容。全书统一地用

多极场分析方法处理。因此，本书已包括了电子光学大多数重要领域里现阶段已成熟的基本原

理，希望能有助于读者建立有关电子光学理论的较完整的概念，尤其有助于有关专业研究生掌

握电子光学的基础理论知识与发展动向。

清华大学应根裕教授在百忙中审阅了本书的全稿，并提出了许多宝贵的意见和建议。作者
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结论

电子光学(带电粒子光学)是电子物理学的一个重要组成部分。电子光学的研究对象包括

自由电子和其它带电粒子的运动，电子柬与其它带电粒子束的形成、传输与其它有关的现象，

束的性质，以及应用电子束与其它带电粒子束的各种器件、仪器装置与技术的原理。

由于电子与离子束的优越的可控制性能，也由于电子和离子等带电粒子的产生，这些粒子

与固体(表面)及与电磁场相互作用的大量的物理一化学过程的极其多样与丰富的特点，电子

光学在多种现代技术中得到了广泛的应用，是对现代科学技术发展起着重大作用的技术物理

学科之一。

电子光学的一个重要的应用领域是电子显微镜家族。象光线等电磁辐射一样，电子束也能

聚焦与成象o由于受电子的流动性质限制的衍射爱里斑比光线的斑直径小得多，因此电子显微

镜比光学显微镜分辨本领高得多，是现代科学技术微观研究的主要手段之一。用透射电子显微

镜 (TEM ) ，扫描透射电子显微镜(STEM)与场离子显微镜(FIM)已可观察到单个原子。除此之

外，扫描电子显微镜 (SEM)与发射电子显微镜 (EEM)是表面研究的重要工具。扫描离子显微

镜 (SIM)、扫描电子声学显微镜等新型研究手段也正在大力研究和开发中。

与电子显做学密切联系的是各种微分析技术。利用各种电子、离子与核粒子的能量与质量

分析器构成的质谱仪、能谱仪与核谱仪是对化学元素进行微量分析、痕量分析与微区分析的强

有力的手段。将电子显微镜与微分析技术结合形成的分析电子显微分析技术，为现代科学技术

提供了微观观测的同时进行电子衍射结构分析、电子激发特征 X射线分析(即电子探针微分

析)及电子能量损失谱分析技术，用以微区微量地提供化学元素与其它物理化学信息。近 20 年

来，现代科学技术对表面与界面研究的要求，推动了大量的用电子光学原理研制的表面分析仪

器及技术的出现。这些仪器大多是利用电子、离子与光子束与固体表面的作用，来分析相互作

用后产生的次级带电粒子的能量、质量与空间分布。其中，已取得广泛应用并为人们熟知的有

二次离子谱仪 (SIMS)、低能电子衍射仪 (LEED)、俄歇电子谱仪 (AES)与光电子谱仪 (XPS-X

射线光电子谱仪，UPS-紫外线光电子谱仪)等。这些仪器与技术大大推动了表面科学与其它

现代技术的发展，同时也丰富与发展了电子光学，特别是关于曲轴电子光学与分析器的研究。

电子光学的发展一直与电子束器件的发展密切联系相关。电子束管中的显象管、计算机与

雷达的显示管、研究快速电信号的示诚管以及用于夜视与微光技术的象管，都是与现代技术密

切联系的电子光学器件。电子束摄象管推动了整个电视技术发展，在现代仍有相当重要的地

位。彩色显象管与高分辨电视(HDTV)显象管更是应用非常广泛，产值很大的高技术电子器

件。这些电子束器件的进一步发展也相当程度地对电子光学提出了新的要求，促进了后者的研

究。除用作信息转换的电子束器件外，以能量转换为主的电子器件，如行波管、速调管等也有大

量的电子光学问题。强流电子光学的发展便是在这些微波管发展的推动下建立的。真空电子

器件的最新与最有前途的研究方向之一真空微电子器件，其研究与发展也与电子光学密

切相关。
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电子光学的另一重要应用方面是微电子工艺技术。离子注入可大大地提高半导体集成电

路的质量，与此有关的离子束的形成、离子的纯化，离子束的聚焦和传输等新问题，也推动了带

电粒子光学的有关研究。当集成电路线度缩小到微米与亚微米级时，用电子束曝光制造掩膜以

至直接制造电路的技术，以及利用电子束检查芯片与掩膜板的几何尺寸、利用电子束动态地监

视电路工作，诊断其故障，都是超大规模与超高频集成电路进一步发展的关键技术。对半导体

材料与器件的电子显微与微分析技术，也都与电子光学原理进一步的研究密切相关。

带电粒子光学的发展长期与核科学与高能物理实验研究相联系。各种带电粒子的加速器、

储存环、同位素电磁分离技术，以及各种核谱仪都是带电粒子光学的典型应用。近来特别引人

注目的自由电子激光、同步辐射 X光惊与电子束引爆可控核聚变等重要新兴高技术都对电子

光学发展起了新的推进作用。

利用电子束能量工作的电子束工艺学是一个十分广泛的技术领域，包括电子束焊接、金属

熔炼，利用电子束与离子束进行镜削与打孔等微细加工、利用电子束产生 X射线，利用离子束

与电子束辐照使材料改性、电子束除尘等处理以及离子束流喷射推进技术等等。作为新兴技术

的一大支，其应用潜力将不断地得到发展。

以上关于电子光学应用领域的简述，说明了电子光学理论与技术应用的互相推动与密切

联系，也说明了电子与其它带电粒子束作用的多样性。作为研究自由电子的学科，电子光学要

面对与处理以下自由电子的问题:

(1)电子作为经典粒子的运动规律;

(2) 电子间经典的 ，长程 (宏观 )的统计相互作用 ;

(3)带电粒子间，以及带电粒子与固体间的短程(微观的)相互作用，即散射与碰撞;

(4) 自 由 电子的波动性质 ;

(5) 自 由 电子与辐射场的相互作用 。

第一个问题，即电子作为经典的带电粒子，在(外)电磁场中，受到电场力与磁场力(洛仑兹

力)作用而运动。由于没有考虑电子间的相互作用，这→运动遵从质点动力学原理。对于绝大

多数电子光学器件与仪器装置的大多数问题，这种处理己可解决主要问题。这就是几何电子光

学的研究范围。当然，在加速电位很高时，要考虑相对论。几何电子光学是本书的主体。在第

一章介绍了质点动力学的理论基础，包括了相对论力学，便于处理曲线坐标系问题的拉格朗日

力学与便于处理粒子系踪的哈密顿力学的简要介绍，并经由变分原理介绍了力学问题的光学

方法。电子光学问题都离不开电场与磁场的分析it算。第二章结合电子光学研究的要求，介绍

了场的微分方程、积分方程、变分原理与场的展开一一延拓，介绍时围绕最常用的旋转对称场

与直轴多极场进行。

大多数电子光学应用是基于电子束的聚焦成象，偏转(偏转可形成扫描象)与色散(用做分

析器) .故本书在第三章与第四章介绍旋转对称系统与直抽多极场的成象光学;在第八章介绍

扫描偏转系统，而在第九章介绍曲轴的色散成象光学系统。每一种系统都包括主要聚焦、成象、

偏转、色散性质与上述性质的误差(象差)两大部分。在最后一章中简要介绍关于有磁题的(自

旋或极化)带电粒子的光学问题，飞行时间电子光学问题与运动稳定性问题。这些问题都是近

年来备受理论研究者重视，并有待进一步研究的较新的课题。

第二个问题包含两个方面。第一是大量电于的随机热运动导致的电子束的宏观性质。第

二是电子之间的相互作用;在加速电压较低时主要是库仑相互作用，即空间电荷问题。本书第



五章与第六章里，将电子束视为大士重电子的统计系综。这样，电子束的性状便与单个粒子轨迹

所描述的不同，其差异用位形空间的发射度表示。由于同时处理发射度不为军与空间电荷这两

大因素比较困难，故这两章以址理发射度不为零，统计热运动导致的电子束宏观性质为主，只

在少数节里考虑了空间电荷。第五章主要研究束的几何性质(即所谓束流传输理论)，第六章则

研究亮度与电流密度分布，并从中导出基于几何电子光学的图象传递函数理论。

第三个问题.包括电子束中电子相互之间，电子束与剩余气体原子与离子间，以及电子与

固体样品(或靶面)内的原子、离子与电子间的随机近程相互作用，是范围很大的一大类电子物

理问题。其中电子间随机相互作用，造成了 Boersch效应(电子能量分布展宽)、电子束横向尺

寸扩展与电子束在束腰的随机偏转，是近年来电子光学研究前沿课题之一。电子间随机榈互作

用的各种效应，对一些电子光学仪器设备的性能造成了一些理论极限。电子与剩余气体原子与

离子的作用，属于电子束等离子体问题，与等离子体及气体导电物理有密切联系。这一问题有

重大理论意义，并己在空间电荷透镜、强流束中和聚焦、中性束技术等方面取得实际应用。电子

与固体内粒子的散射.实际上己不能视为经典电子行为，要用量子理论处理o这种相互作用实

际上是许多电子光学与电子束技术应用的物理基础。例如电子显微镜样品中电子的弹性与非

弹性散射及其次级过程的研究，以及电子披在固体晶恪点阵里的传播、干涉与衍射，是电子显

微成象与微分析技术的基本物理基础;电子束曝光技术有赖于电子抗蚀剂中电子散射的研究 z

电子束显示与记录器件的实现.取决于电子激发发光及感光等过程，等等。由于第三大类问题

涉及面很广，限于篇幅本书不作论述。

第四个问题.自由电子的流动性质。在无场空间，电子运动与光线类似，即带有波动特征井

已从实验中观察到干涉与衍射现象。在电磁场中，电子运动遵从薛定愕方程。自由电子的波动

性研究是全面理解电子显微镜的成象理论和分辨率的基石。这一研究导致了流动电子光学。本

书第七章简要地介绍搅动电子光学基础，包括电子波的概念，自由电子的衍射理论，旁轴电子

运动搜函数，波动光学成象理论与图象衬度传递函数。限于篇幅，本书没有介绍电子干涉，电子

全息与电子自旋(极化)的量子理论等问题。

第五个问题，电子与电磁辐射相互作用问题。虽然与这一问题有关的自由电子激光、同步

辐射、切仓可夫辐射、离子的集团加速器等有关问题有重大科学意义，但这些现象一般只发生

在非常高加速电压的相对论电子束情形，在一般电子光学器件与设备中可不考虑。这些问题也

不在本书范围内论述。

-般电子光学著作中通常还包含电磁场及电子轨迹的数值计算问题，电子枪问题，以及某

些特殊成象系统，如阴极透镜与电子反射镜问题，限于篇幅本书也没有介绍。有兴趣读者可参

阅有关专著。

为了使读者便于深入阅读学习，本书在各章末都列出了参考文献，并尽可能选用专著及较

权威的综述文章.以便于查阅;在必要时也列入原著文献。在所有问题的论述上，都着重介绍有

关的概念、原理与处理方法，而略去了一些繁冗的数学推演。在问题有多种处理方法时，本书不

拘j尼于某些历史惯例，而选择易于理解问题实质的方法。

限于作者的经验，书中定有不少缺点甚或错误，衷心欢迎读者批评指正。
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第一章电子运动的分析动力学基础

电子光学问题的实质是研究电子(以及其他带电粒子)在电磁场中的运动规律。在研究大

多数电子光学系统时，我们将直接利用力学中的质点动力学原理，分析计算电子在电、磁场中

的运动规律与运动轨迹。

在大多数电子光学系统里，电子束电流密度较小因而可以忽略电子之间的电与磁相互作

用。这样，问题便简化为单个电子运动的质点动力学问题。这便是本章的主要研究对象。在第

五章与第六章里，将涉及电子的相互作用及电子束中粒子的统计分布问题，而在第七章里将考

虑电子运动的波动性。

在单粒子质点动力学研究中，除了熟知的牛顿方程外，本章还将简要讨论相对论力学问

题。在大量的高加速电位的电子与离子光学问题里必须考虑相对论效应。由于现代电子光学

里，处理曲线坐标系的拉格朗日力学与变分原理起了重大作用，本章将简要介绍分析质点动力

学中的拉格朗日力学与哈密顿力学方法，并着重将它们与光线光学的概念相联系，引出电子光

学折射率与特征函数概念，揭示几件电子光学与光线光学的类似性，为电子光学问题的光线光

学处理方法打下基础。

§ 1. 1 动 力 学方程 与 电子运动速度

脱离原子力场束缚的自由电子可视为经典的粒子，其特征为电荷 t与质量 rn(电子电荷为

负值)。在电场强度为 E，磁感强度为 B的电磁场中，它将受到一个洛伦兹力 F的作用

F = eE 十ev X B (1. 1. 1)

式中v为电子运动速度。显然洛伦兹力F可看为电力eE与磁力 ev XB两部分。在洛伦兹力作

用下，粒子动量p将发生变化[1 .2]

dp_ d
r=EJ(mv) 骂 eE + ev X B (1.1. 2 )

这就是质点动力学基本方程或牛顿型方程。当电子运动速度比光速 C 小得多时，其质量可

认为是恒定的，即静止质量 rna ，而动量 p= rnav 。 这时 ， 牛顿方程可写为

mcZ=Uev × B

若粒子运动速度高得与光速C可比拟，则必须考虑质量随速度而变化的相对论放应

rna f) V
rn = ， ρ = -一

-/1 一 卢2 C

(1 . 1. 3)

(1.1. 4)

将(1. 1. 4)式代入 ( 1. 1. 2)式 ，便可得相对论质点动力学方程

~ [ ,
V __I = eE + ev X B (1.1. 5)a dt \ 气厅丁丁字 l

根据(1.1. 2) , (1.1. 3)及 (1 . 1.5)式 ，磁力均垂于 v ， ~p垂于电子运动的方向 ，故不作功 。 电
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子能量(动能)的变化全来自电场。用速度 v对C1. 1. 5)式两端做数量积

d ( v \ _
oV 0 cit \~万芒玉) = en

而

d ( v \mo dv d ( m Oc
2

moV
O

dt \ '; I _平 ) = c1 - [32 ) 3/2 V dt = dt \ ';1 -卢2

eE-v z eE·f
dt

对于静电场，上式可进一步变换为:

习u dx 挠l d 刑 挠l dz\
=- el 立 一 十 一 一二 十 一 一 1 = - e 一

Jx dt I Jy dt I Jz dt )

式中 U为电场的电位。故

d ( mOc
2 , \ _ m~

I~一-一 十 eu 1= 0 ， 一玉兰二= 十 eu = 常数 (1 . 1. 6 )
dtl 疗- fd2 ' ---} _.. ~， .Jl一 β

设电子处于静止处币 = 0)电位为零，这样选定零位的电位叫加速电位，以仇表示。

(1.1. 6)式可写为

m oc
2

~ ';1 - [32

- m oc
2 = - eu 铸

(1. 1. 7)

m川帆 = 去472 + 帆 = 常数=mJ

式中 moc2 代表与粒子的静止质量 mo相联系的固有能量(对于电子，moc2 = 0 . 511 003 4MeV) 。

(1.1. 6)与 (1 . 1. 7)式说明，静场中带电粒子的速度完全取决于所在位置的加速电位;粒子的固

有能量、动能与电场中的位能之和守恒。由(1.1.7)式还可解出粒子运动速度

rc[1-u+;队JZ =
-e

LE=2mocz

一 2主仇(1十印赞)
mo

1 十 2εu . (1.1. 8 )

对于电子，取四位有效数位，速度可按下式计算

v , = 2. 998 X 108 11 - I A ? I (m/s)
L~ (1十1. 957 X 10一切 特 ) 2 J

在电子以低速运动即不考虑相对论的情况， (1. 1. 7)一(1 . 1 . 9 )式转变为

÷muz+ 队 = 常数 = 0

〈 u = J- 2 LU 铃mn

(1.1. 9)

0. 1. 10)

V， 主 5 . 9 3 2 X 105 J::: (m/s)

比较(1. 1. 8)与 (1 . 1 . 1 0 )式可看出 ， 当加速电位 仇 与运动速度 U 较低时 ，两式的值大体符

合一致;而加速电位高到一定程度后，非相对论式(1.1. 10 ) 的速度值比按 (1 . 1 . 8 ) 式计算值大

得多;而且按(1 . 1.的式计算 U 永远小于光速 。 例如 ， 加速电位为 35kV 时 ， (1 . 1. 1 0 )式的计算



误差对电子约为 5 . 1 %。但对离子来说，这一加速电位时(1.1. 8)式计算速度的误差小到一般

可略去不汁。即使是最轻的离子 H+或质子，加速电位也要高到 6. 4 2 7 X 107V 或64.27MV 时

不考虑相对论的(1.1. 10)式才有 5%左右的误差。这是因为同一加速电位下，离子的运动速度

比电子低得多的缘故。

矢量形式的方程((1. 1 . 2 )、(1 . 1 . 3 )与(1 . 1 . 5 )式) ，一般来说，相当于三个标量方程。在对

运动方程积分时常要用到这样的标量形式的方程组。在最简单的直角坐标系里，非相对论动力

学方程(1. 1. 3)式可写为

(1.1. 13)

再利用电子能量 (mc
2
)的全微分式

tω = eE • v = 主
m oc

2

叮±百万
==--nto

。
，
­

j'/
、
，j

bE-d-t
U

•
'i

/
飞

o. 1. 14)

将(1.1. 1 3 )式与 (1 . 1. 1 4 )式联用 ，可得到加速度的显式

dp_ mo dv I e
一=-一一二一一 + ...:τ (E • v)v = eE + ev X B

厂一一丁 dt ι
1-uj

c

023= 叮可亏[E + V X B 一 去 (v • E)vJ (1.1. 15)

而 a 的诸分量的标量方程组为
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0.1.16)式为 己解出加速度分量的相对论动力学标量方程 ，很便于数值计算 。

在圆柱坐标系里 . 0 . 1. 1日式可变换为下式
『

l

l

1

1

」

W
-z-2C

B·AVrB-r+E「
I
l
l
-
』

e
一矶叶

一
一

"Z

d= 吁±7F J二 I E， + 吵Bz - 2鸟 一 号W +r庐
""0 L. ι J

主(吵)=叮τ [12 =子 IEll +主B， 一 地 一 哇W -r¢
uι"ιOL.. L ...J

0. 1. 17)

式中

W = V • E = zE% + rE , + rrpEφ 0 . 1. 1 8 )

0. 1.1 7) 与0.1.18)式也很方便用于考虑相对论效应时的电子运动和电子轨迹的数值计算 。

采用某正交曲线坐标系 (ql •q2 •q3)描述电子的运动的情况下 ，若坐标系的兰米 (Lame ) 系

数为(儿，儿，儿) ;则动力学方程0 . 1 . 2)可化为三个动量分量的变化率的标量方程

P = PlqOI 十 P2q02 十 户3q。3

式中 q。1， qo2和 q。3为电子所在位置各曲线坐标轴方向的单位向量。 [5J

(1.1. 19)

dPI I • (ql ahl q2 ah
-i+ρl 一 一 一-J|+ 户3dt I 1'2\ h2 dq2 hi dql

= e[EI + h动B3 - h均B2 J

dP2 I • (q2 ah2 q\ ah
才 J +P| 一 一 一-J l+ 扣dt I 1'1 \ hi dql h2 句2

= eE2 + e(h3q3BI - h lqlB3)

dP3 I • ( q3 ah3 ql ah
-2+P| 一 一 一 一 」 | 十 户2dt I 1'1 \ hi dql h3 句3

= eE3 十e(hlqlB2 - h 2q2B\)

ql ahl q3 ah3
h3 dq3 hi dql

q2 ah2 q3 ah3
儿句3 h2 dq2 0. 1. 20)

q3 ah3 q2 ah2
h2 dq2 h3 dq3

§1. 2 拉格朗 日 方程

研究不同类型的电子光学，要选用不同的参考坐标系。例如 Cartesian坐标(直角坐标)系，

圆柱坐标系和球坐标系等。除 Cartesian坐标系外，其它坐标系大都是曲线坐标系。一般来说，

确定一个电子(或其它带电粒子)的位置要用三个标量;而为了确定电子的运动状态，则同时还

要确定三个速度分量。在直角坐标系 (XI . X2 . X3 ) '即要确定 XI ， X2 ， X3 ; 土l Jz 与 巧 。

设有另一个坐标系，其三个坐标(酌 .Q2 .q3) 用来确定电子的位置 。 在分析动力学中 ， 恼 ，如 ，

q3)便组成了一个广义坐标。广义坐标与直角坐标间存在着变换
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(1. 2. 1)

(1 . 2. 2)

rX! = F!(酌 ，q2 ，q3)

~X2 = F 2(QIlQ2 ,Q3)
lX3 = F 3(q! ,q 2 ,Q3)

若(1 . 2 . 1)式中的函数均为连续和单值的，而且其雅可比行列式不为零，则由 q . 2. 1)式可

解出反变换

rQ! = f!(罚 ，X2 ，X3)

iqz= 儿 (町 ，X2 ,X 3 )

的 = f3 (xll句 ，X3)

<1. 2. 1)式实则定义了三组曲面，因而定义了一组曲线坐标系。若三组曲面互相互交，则广

义坐标就是正交曲线坐标系。三个标量酌 ，Q2 ， Q3即广义坐标决定了电子的位置。 Q! ， Q2 和 q3 对

时间的导函数守1 42和华叫广义速度。广义速度虽不一定是物理意义上的速度，但 Qll俗 ， Q3巾，

仇与民一起决定了电子的运动状态。

为讨论简单起见，设电子在静电场中运动，且忽略相对论效应。静电场是位场，电子受的电

场力可以表为位函数的梯度

(i=I ,2 ,3)

(i=I ,2 ,3)

F= eE =- e'\1u =一 飞7W

式中 U为电位，W口eu为位能。动力学方程(1.1. 3)可写为

d2Xi oW
moz，=moET= 一 缸 '

利用 0 . 2. 1)式
dx; ~飞 of .

2， == --- == ， -一-… .
dt 纣 句1町 ，

将(1 . 2 . 5)式求平方相加，利用正交曲面系的正交条件

of! of! , oF2 oF2 , aF3 oF3 ~
一一十一一干一一- ..
dqk dq/ ' dqk dq/ ' dqk dq/ -

和兰米系数 hi (i = 1 , 2 , 3)的定义

(1. 2. 3)

0.2.4)

0.2.5)

<1 . 2. 6)

可得

苦) 2 十 苦 ) 2 + 苦门12 (l. 2. 7)

0. 2. 8)2÷护m咐n

(α1. 2. 的式的含义仍是能量守恒 。 如果取 qi ，qi 和 q~ 为电子所在位置的正交曲线坐标系单位向

量，则电子速度可表为

v=hIq14+hzqzql 十hbqi

而(l. 2. 8)式第一项代表了动能T

0.2.9)

(1 . 2. 10)T= 专言时

当 (q! 咄咄)为一般的广义坐标系 ，而非正交曲线坐标系时 ，能量守恒关系 (l . 2. 8)式应表

为以下形式

-8 一
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其中第一个取和项仍为动能 T ，gij为坐标系的度规张量 。 度规张量只取决于坐标系的性质 。

(1 . 2 . 11)式的第一项仍为动能

T= ~学g，Jddj (1. 2. 12)

(l. 2. 15)

(l. 2. 10)及 (l . 2. 12)式表达的电子动能T 都是广义速度 ￠ 的二次积的和 。 定义拉格朗 日 函数

为电子的动能与位能之差

L = T - W (1. 2. 13)

以下我们可以看到，用这一拉格朗日函数可以归纳出动力学方程的另一种形式一一拉格朗日

方程。在曲线坐标系里，拉格朗日方程应用起来常比§1.1的牛顿型方程便利，而且这一方程

与力学的变分原理有深刻的联系。

在一般的广义坐标系里推演拉格朗日方程比较繁琐，而且要用到张量分析①。为简单起

见，以下只在直角坐标系推演这一方程。

在一个位能函数为W的位场中，作用力可写为

aw ~ aW ~ aW
z= 一 一一 ，FV= 一 一- ， F. =一 τ一 (l . 2. 14)ax' - Y ay' -. az

牛顿方程的加速度项，可以与动能 T相联系

• • • •• I •• I … ι " - '- "

mox=云(max) = 云 ( 示 | 亏 (XZ
十 yZ 十 ZZ ) I}

at Otl t1XIZ - JJ

d aY
一百五Z

故由牛顿方程可得

d dI、aw

E7+T一=0

由于动能 T中不显含坐标 x ， y ， z ;位能 W只与坐标有关，所以如令函数

L=T-W

(1 . 2. 16)

则显然(1. 2. 1 6)式可改写为

(1 . 2. 17)

d aL aL _
at a.i: - a.二 = v

对 y ，z二坐标分量可推出类似的方程。使用广义坐标(钮 ，qz '如)时，相应的推演可得出三个方

程

diaL \ aL
一|→|一一= 0 , (i = 1 ,2 ,3)dd dqi I 句，

(l . 2 . 1 7)式叫作拉格朗日方程，是动力学基本方程之一。对于电子或其它带电粒子，静电

场是位场。单个带电粒子的位能函数为 eu (e为粒子电荷量 ，u为电位〉。故不考虑相对论效应

时，电场中带电粒子的拉格朗日函数为 [9 . 10 ]

L= 宁v2
- eu (1 . 2. 18 )

①例如见参考文献臼]，陆传务与林化夷，矢量和张量及其应用，华中工学院出版社， § 2. 1, § 2. 2,
§ 2. 3 , § 2. 8 诸节 。
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0.2.19)

(l. 2. 20)

(正交曲线坐标系)

(一般广义坐标系)
u

ue
一

-O引

1
6
￠

-nm

以

g

3
2
7
2
叫

叫
一2

m
-2

一
一
一
­

LL

(1. 2 叫中 ，若称为广义力 。 这是由直角坐标系里位场力 [ ( 1. 2 叫肿来的 。 磁场不是

位场。磁场对带电粒子的作用力与速度有关。可以证明，利用一种与速度有关系的广义位能函

数同样可构成拉格朗日函数，并可应用拉格朗日方程。

aL aT
由(l . 2 . 18)式→z→(因 W是位能函数，与坐标无关〉称为广义动量'在=一τ为位场'aqz aqi

决定的力。磁场不是位场，因而磁场作用力不能用上述位能函数对广义坐标的偏导数的形式表

述。但是，以下将证明，磁场对应的广义力可以表为川

Q.=且 i 些 ! 一 组
dt \ Oqi )

的形式。这样，对拉格朗日函数0. 2 . 1 8)作一定的修正，便可把拉格朗日方程推广到有磁场的

情形。

用场向量 E及 B定义的电磁场，可用电位U及向量磁位 A表示

E =- \J u 一 苦 ，

0.2.21)

(l. 2. 22)B= \JXA

0.2.23)

§1. 1的牛顿方程因而化为

苦 =eE + ev X B = e[- \J u 一 尝 + v X ( 寸 X A) J
兰在 = - 2 - a 生生 -l- ~，，'r (丛 一 生生 l _ ~J丛 一 坐~ \
dt - ~ dX ~ at I ~J\ Jx ay) ~~\ Jz dX )

1JAx' . JAv' , JA.. \
=-e~+el 石~X + 百fy 十 五;·zI

1ak· . ak. . JA一 . . ak \- e(a;x 十 可Y 十 万z 十 五斗

dpx au dAx I .1 JAx' I JAy' I JA霉 . \-; = - e 磊 - e -ci;x + el -;;x 十 五;y + -a;'zJ
dpy dp
?2 ，寸J也可按同样方式写出 ，合起来看 ，可写为

•

0.2.24)dp __ ~(".....L dAdt=-dv U +τ) + e \J (A • v)

0.2.25)

0.2.26)

若令 M= -eA ' l'

则(I. 2. 24)式有关A 的部分正可看为0.2.21)式 ，令修正拉格朗 日 函数

L=T ,-W-M

则拉格朗日方程正好与0. 2 . 17)式相同，即与牛顿型方程完全一致。

对于非相对论速度运动的粒子，其拉格朗日函数因而为

L= 于 - eu + eA • l'

自然0. 2 . 2 6 )式不适用于以接近光速运动的高速粒子。为了使形如(1.2.17)的拉格朗 日

方程仍然适用，仍然要修正拉格朗日函数[ ( 1 . 2 . 18)~(1.2.20)式] ，使方程0.2.17)仍与牛顿
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