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引   言

本书内容的主体也称为线性代数学 ,含数与多项式、线性代数常有内容 ,以及酉空间 ,

张量积和外积等 .并配有大量例题、习题 ,及答案与提示 .书后有附录 ,中英文名词索引等 .

本书内容较深厚 ,基础训练有所加强 ,以便使各专业的学习者都能在此重要课程中 ,为将

来的发展打下牢固的根基 .书中也包含了一些进一步的内容 ,采用了较新的理论观点 ,以

便于学习者日后适应现代科学的发展和应用 .此外 ,不少章节尽量独立 ,较难部分标以 *

号 ,便于使用时对内容作各种配置取舍 , 以适应不同的教学环境需要 (如两学期或一学

期 ) ,也便于参考 .

作者较长期地在中国科学技术大学和清华大学讲授高等代数和从事代数学方面的研

究工作 ,这是本书的基础 .以本书初稿印刷的讲义已在清华大学数学系 ,计算机系本科生

教学中使用多次 ,也已在全校性实验班 ,辅修学位班等多次使用 .此次又作了系统的修改

和补充 .在教学和编写本书过程中 ,参阅了国外一些著名大学新近的教材和研究生教材 ,

及国内一些主要教材 ,并试图体现作者在多年学习、教学和研究工作中的一些感悟 .叙述

上 ,力求由浅入深 ,简洁明确 .全书强调了基础训练和基本概念 .一方面 ,坐标和矩阵方法

使用较多 ,因为有简洁直接性 ,可算性 ,也有助于对以后抽象概念的理解领悟 .另一方面 ,

对于映射和变换等概念和方法 ,也有较充分论述 ,这是进一步学习和阅读现代文献的基

础 .编写时 ,为了适应理论和应用两方面的新需求 ,采用了较新的理论角度 ,也写进了一些

一般书中不常有的内容 ,一些地方试探了新的 ,可能更自然的发展脉路和证法 .例如全书

以一般域为基域 (特别可为有限域 ) ,而不只限于 (实 )数域 .这对以后的理论学习很有好

处 ,而且对于越来越重要的计算机和通信应用十分必要 .又如新增“线性表示介绍”一节作

为选读内容 ,不仅本身非常有趣味 ,而且是一门十分重要的现代数学分支的萌芽 .再如 ,书

中少量使用了群、环等名词术语 ,有助于对内容提纲挈领地理解把握 .极力避免这些名词

是不明智的 ,国外许多文献已经在大量使用 ,开始使用这些名词并不难 ,在不断的使用中

其含义就逐渐具体明晰了 .还比如 ,对偶空间一节有对偶性 ,将来会遇到许多抽象的对偶

性 ,例如阿贝尔群与其特征群的对偶 , Galois理论等 .而现在的对偶有直观的几何意义 (正

交补 ) ,较容易懂 .书中还定会有许多不足或错误之处 ,特别是有些处理上不太一般的地

方 ,恳请读者和教师提出批评指正 .

本书主要是为高等院校数学专业、计算机专业或信息等专业而编写的教材 (周四学时

两学期 ,另伴以习题课 ) ,讲授时 ,可略去部分内容 (尤其是带 * 号部分 )供将来参考 .对大

学一年级学生可将较难的第 1 章放在第 6 章之后讲解或略去 .第 7 章中 , 16 节和 79 节是

两种证明路线 ,可以只取其中一种 ,第二种较易接受且实用 .本书也可以作为其它专业学

生的教材 (只讲一学期 ) ,可只讲第 26 章及二次型 (即第 8 章前 4 节 ) ,或再对某些内容作

些介绍 (如若当标准形和欧几里得空间 ) .本书还可作为师范院校等的研究生教材 .也可供
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数学工作者 ,科技工作人员 ,教师 ,研究生等参考 .事实上 ,在作者主持的一个讨论班上 (椭

圆曲线的数论 ) ,常引用本书作参考 (例如一族自伴变换的同时对角化和公共特征向量 ,不

变因子 ,对偶等 ) .作者也遇到过一些非数学工作者询问外积 ( Grassmann 代数 ) ,张量 ,及

空间分解等本书可以解决的不少问题 .

书中各章内容特点简述如下 .第 1 章 36 节讲述多项式 (及整数 )的唯一因子分解 ,以

后是根与重根 ,整系数多项式的分解 ,和对称多项式 .本章还介绍了群和环的定义 (可以先

只作为名词使用 ) .选学内容有整数的同余 ,以及因子分解定理的推广 .本章内容不仅是代

数的 ,也是整个数学的重要基础 .对实用也很重要 .

第 2 章是行列式的丰富内容 ,也引入了矩阵及其简单运算 .

第 3 章以线性方程组为线索 ,引入了矩阵的秩、行向量空间等线性代数最基础的内

容 .

第 4 章是矩阵方法的基础 .

第 56 章是常规必学内容 .

第 7 章 ,7.17.6 节和 7.77.9 节是两种路线 ,理论上都有重要前景 ,数学专业学生应

都掌握 (难点在 7.5 节 ) .非数学专业学生可只学后一种 ,便于计算应用 .

第 8 章前 4 节很浅易 ,8.58 .7 节是本书在第 7 章之后的第二个较难部分 .

第 11 章 11.1 节是简介 ,其余各节对张量及外积的各方面论述甚详 .

各章习题有基本的和较难的两种 .一般教学掌握基本习题和正文即可 .书末有答案与

提示 ,但我们建议读者不要轻易去看 .因为无论在学习上 ,还是在心理上 ,独立攻克一个难

题会受益良多 .

初学代数学的人有的感到不能很快适应 ,会提出为何与别的学科感觉不同 ,有何用途

等问题 .从数学结构来说 ,代数、分析、几何是数学的三要素 ,它们相互渗透化合 ,生发出数

学的绚烂篇章 .如代数数论、代数几何、模形式 (自守函数 )、算术代数几何、代数 K-理论、

同调代数、代数拓扑、泛函分析、范畴、格论、拓扑代数、Lie 群与 Lie 代数 ,等等 ,都是代数

学起重要作用的充满生机的现代数学分支 .尤其近期以来 ,代数学在数学的现代发展中作

用特别突出 .随着电子计算机和信息通信的革命性大潮 ,代数学 (离散数学 )的应用发展惊

人 .

代数学的历史当然可以追溯到人文之初 .它的西文名称 (Algebra)源于阿拉伯数学和

天文学家花拉子米 ( Alkwarizmi)公元 820 年的书名《Al gebr w’al muquabala》(移项与并

项 ) .在中国 1835 年由李善兰译为代数学 .但从数学发展史意义上可以说 ,代数学的本意

就是“用符号代替 (未知 )数”并参加运算得出解答 ,这源于印度 .后来发展到“用符号代替

一般表达式”(法国 F.Viete , 1540—1603 ) .现在可以说 ,代数学就是“用符号代替各种事

物 (称为元素 )并研究其间关系”的学问 ,也就成为研究各种代数系统 (即元素间有一定运

算关系的集合 ,如群 ,环 ,域 ,线性空间 ,及各种推广 )的一个数学分支 .这些代数系统是现

实世界无数真实对象的高度抽象概括 (符号“代替”) .

代数学的这一高度抽象概括的特性 ,不同于其它数学学科 .这也是有些初学者感到不

具体直观的原因 .从这种意义上说 ,高等代数正是代数学的大门和基础 .高等代数学的对

象 ,如线性方程组、矩阵、多项式 ,还是比较具体的 .再如线性空间、内积、变换等与中学立

·Ⅵ·



体几何中的空间、内积、旋转等也很相近 .人类的认识总是要经过具体———抽象———具体

(思维中的具体 )的过程 .只要不断努力 ,量变引发质变 ,抽象的理论是完全可以被掌握的 .

在登山的征途上 ,没有平坦的大道可走 ,只有那在陡峭的山路攀登上能体味欢乐的人 ,有

希望到达光辉的顶点 .只有山路的陡长 ,才有顶峰的辉煌 .“会当凌绝顶 ,一览众山小”.愿

以七绝逍遥游一首 ,赠给有志奋斗的青年 :鲲鹏怒化垂天翼 ,海运扶摇九万击 .野马息吹�

视下 ,苍苍正色上至极 .

编写过程中参阅了许多国内外文献 (见参考文献 ) ,在此深表感谢 .

林小雁同志在教学中多次使用本教材 ,给出许多习题的答案与提示 .深表感谢 .

北京大学赵春来教授给本书提出了宝贵的意见 ,第 11 章就是听取他的意见增加的 .

深表感谢 .作者也对中国科大和清华大学同仁们的热情支持深表感谢 .

清华大学教务处和清华大学出版社对本书的出版给予了大力支持 ,在此一并深表感

谢 .

最后 ,愿借此机会对 30 多年前大学的代数老师曾肯成教授致谢 .曾先生毕业于清华

大学 ,工作于中国科大 ,以学问和师德闻名 .现将先生 66 岁时 ,作者书赠的七言一首录此

以致作者的深深谢意 :曾吟水木清华园 ,肯为英材倾玉泉 .成就文宣千代业 ,师法至圣一大

贤 .

作  者

1997 年 2 月于清华园
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第 1 章

数  与  多  项  式

1.1  数的进化与代数系统

自然数 1 , 2 , 3 ,⋯的发现史可能与人类史同样古老 .自然数全体记为 N , 其中有加法

和乘法两种运算 ,但对二者的逆运算减法和除法均不封闭 .人类在实践中逐渐接受了零和

负数为“数”,于是由自然数发展出整数 (即正负自然数和零 ) .整数全体记为 Z (源于德文

Zahl ,对加法及其逆运算封闭 .人类又接受分数为数 ,发展出有理数 .全体有理数记为 Q

(源于 quotien t ) ,对加法和乘法及它们的逆运算均封闭 (0 不作除数 ) .在很长时期内 ,人们

认为有理数就是世上仅可能有的数了 ,在实用中似乎也足够了 .后来为了极限的完备性

(即 Cauchy序列均有极限存在 ;直观上表现为任意线段都能有数表其长 ) ,人类终于承认

无限不循环小数也是数 ,于是发展出实数 .实数全体记为 R(源于 real) ,对极限是完备的 ,

对加、乘法及它们的逆运算也都是封闭的 .很久以后为了解代数方程的需要 ,例如解方程

x
2

+ 1 = 0 ,人类终于承认 - 1等虚数为数 ,由此发展出复数 .复数全体记为 C(源于 com-

plex) ,任意 (复系数 )代数方程在 C中均有解 (见图 1.1 ) .

图  1.1

由此可见 ,数的概念随人类的进步是不断进化的 .人们后来又发展出其它许多“数”.

而且 ,更重要的是 ,人们由这些数的发展得到启示 ,概括抽象出群、环、域等概念 ,使数学进

入了新天地 .

为了使用清楚方便 ,以下我们给出群、环、域的定义和术语 ,这对阅读本书已足够 .尽

早熟悉这些定义和术语 ,对学习和应用近代数学甚有益处 .

定义 1.1  一个群 ( group)即是一个非空集合 G,在其中定义了一个二元运算 * (即对

G中任意元素 a, b ,有 G中唯一元素 (记为 a * b)与之对应 ) ,且满足如下规律 :

(1 ) 封闭性 : 对任意 a, b∈G, 总有 a * b∈G;

(2 ) 结合律 : a * ( b * c) = (a * b) * c  (对任意 a, b, c∈G) ;

(3 ) 恒元 : 存在 e∈G, 使 e * a = a 对所有 a∈G成立 ;

(4 ) 逆元 : 对任意 a∈G, 总存在 b∈G , 使 b * a = e .

上述群常记为 (G , * )或 G, (4 )中的 b称为 a的逆 ,记为 a
- 1

, e称为恒元 ,也称为单位

元 .有时也称运算 * 为“乘法”,事实上它可以是满足上述四个条件的任意二元运算 ,并不
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一定是普通数的乘法意义 .此外注意 ,上述定义中的恒元和逆元都是乘在左边的 ,但可以

证明乘在右边也具有同样的性质 ,也就是说 ,对任意 a∈G,有

a * a
- 1

= e 及 a * e = a

事实上 ,由 a
- 1

= e * a
- 1

= ( a
- 1
* a) * a

- 1
= a

- 1
* ( a * a

- 1
) , 两边在左方均再乘以

(a - 1 ) - 1即得 e = a * a - 1 .又显然有 a * e = a * (a - 1 * a) = ( a * a - 1 ) * a = e * a .

如果群 (G , * )还满足交换律 ,即 a * b = b * a对任意 a , b∈G 成立 ,则该群称为 Abel

群或交换群 .Abel群的运算经常记为加法 (用 +代替 * 作为运算符 ) , 恒元常记为 0 称为

零元 .a 的逆元常记为 - a 称为 a 的负元 .

例 1.1  ( Z , + ) , ( Q, + ) , (R, + ) , (C , + )均为 Abel群 ,这里加法 ( + )均指普通数的

加法 .

定义 1.2  一个环 ( ring)是一个集合 R , 其中定义了两个二元运算 ,分别记为加法

( + )和乘法 (·) ,且满足 :

(1 ) ( R , + )是 Abel群 ;

(2 ) ( R ,·)是半群 ,即满足封闭性和结合律 ;

(3 ) 分配律  a·( b + c) = a·b + a·c, ( a + b)·c = a·c + b·c

对任意 a, b, c∈ R 成立 .

上述环记为 ( R , + ,·)或 R ,乘号·常省去而记 a·b为 ab ,加法零元常记为 0 .注意 0·

a = a·0 = 0 对任意 a∈ R 成立 ,事实上 , 0 a = ( 0 + 0 ) a = 0 a + 0 a , 即得 0 a = 0 .

如果环 R 对乘法有恒元 e,则称 R 为含幺环 .在含幺环 R中 ,对 c∈ R ,若存在 x∈ R

使得 xc = cx = e,则称 x 为 c的逆元 ,称 c是可逆的 (或称 c为 R 的单位 ) .如果一个环 R

中乘法满足交换律 ,则称 R 为交换环 .

定义 1.3  一个域 ( field)即是一个环 ( F , + ,·) ,且要求 F 的非 0 元全体 F
*
对乘法

是 Abel群 .详言之 ,域即是有两个二元运算 ( + )和 (·)的集合 F,且满足

(1 ) ( F , + )是 Abel群 ;

(2 ) ( F * ,·)是 Abel群 ;

(3 ) 分配律 .

例 1.2  ( Z , + ,·)是环 ,称为整数环 ,这是很重要的一个环 (这里运算是普通加法和

乘法 ) .

例 1.3  Q,R,C对通常加法和乘法均是域 ,分别称为有理数域 ,实数域 ,和复数域 .这

是常用到的也是最重要的域 .

例 1.4  Q( 5 ) = { a + b 5 | a, b∈Q}是域 .

若域 F 的子集合 K 对于 F中的原运算仍是一个域 ,则称 K 是 F 的子域 , F 是 K 的

扩域 .类似有子群、子环的定义 .

复数域 C的子域被称作数域 ,上述三例中的域均是数域 .数域有很多 (无穷多个 ) ,是

重要的域 .注意任一数域中总含有自然数 1 ,从而含有 Z,从而含有 Q .故有理数域 Q是最

小的数域 ,是任一数域的子域 .数域以外的域也有很多 (无穷多个 ) ,且很重要 .下例即是信

息编码中很重要的“二元域”:

例1.5  F2 = {0 , 1 }对于如下定义的加法和乘法是域 : 0 + 0 = 0 , 0 + 1 = 1 + 0 = 1 ,
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1 + 1 = 0 , 0·0 = 0 , 0·1 = 1·0 = 0 , 1·1 = 1 .

今后常以 0 和 1 分别记一个域 F 中的加法和乘法单位元 .高等代数学中要经常以一

个域 F为基础 ,研究 F 上的函数、多项式、向量等 .比较早期的初等教程中常设基础域 F

为实数域 R .本书的大部分论述是在一般的基础域 F 上展开 ,以适应数学进一步发展的

理论需要和计算机信息通信等多方面的实际应用需求 .对一般的域 F,我们常常把其中的

元素称为数 (虽然并不一定是复数或实数 ) ,这是相对于 F 上的多项式和向量等而言的 .

*1.2  整数的同余与同余类

整数环 Z 的一个重要性质是可进行带余除法 ,即若 m , n∈Z 且 m≠0 , 则必存在

q, r∈Z使得

n = mq + r,   且 0 ≤ r < | m | ;

这里 q称为 n 除以 m 的商 , r 称为余数 .若 r = 0 , 则称 m 整除 n , 记为 m | n .由 Z 的带

余除法性质可导出 Z的许多其它性质 ,例如算术基本定理 (即任一整数可唯一分解为素

数之积 ,将在 1.6 节中证明 ,本节利用此性质讨论整数的同余 ) .

若整数 a与 b除以 m 的余数相同 ,则称 a与 b对模 m 同余 ( congruent modulo m) ,记

为

a ≡ b ( mod m) ,

这恰相当于 m | a - b, 也恰相当于 a = b + mk 对某 k∈Z成立 .符号“≡”称为同余号 ,读

为“同余于”,上面的表达式称为同余式 ( congruence) .同余与相等有如下类似性质 (对任意

a , b , c, d∈Z) :

1. (传递性 ) 若 a≡ b ( mod m) , b≡ c ( mod m) , 则 a≡ c ( mod m) .

2. (对称性 ) 若 a≡ b ( mod m) , 则 b≡ a ( mod m ) .

3. (反身性 ) 总有 a≡ a ( mod m) .

4. (同余式相加 ) 若 a≡ b ( mod m) , c≡ d ( mod m ) , 则 a + c≡ b + d ( mod m) .

5. (同余式相乘 ) 若 a≡ b ( mod m) , c≡ d ( mod m ) , 则 ac≡ bd ( mod m ) .

6. (同余式约化 ) (1 ) 若 a≡ b ( mod m ) , 且 d | a , d | b , d 与 m 互素则

a
d
≡

b
d

( mod m ) .

  (2 ) 若 a≡ b ( mod m )且 d 为 a , b, m的公因子 ,则

a/ d ≡ b/ d ( mod m/ d ) .

同余概念首先由高斯 (Gauss)引入 ,有重要的意义 .模数 m 通常取为正整数 .

例 1.6(弃九法 )  记正整数 a 的十进位表示的各位数字之和除以 9 的余数为 a .例

如72982 = 1 .则“弃九法”断言 ,若 a× b = c 则a× b = c;若 a + b = c则 a + b = c .这可用

来初检运算的正确性 .例如对72982
2

= 5326372334 ,因右方弃九后为 2 ,可知等式有误 .为

了证明弃九法 ,只需注意 10≡1 ( mod 9 ) ,故若 a 的十进位表示为 a = an 10
n

+⋯ + a1 10 +

a0 ,则 a≡ an +⋯ + a1 + a0≡ a ( mod 9 ) .故若 ab = c,则应有 ab≡ c( mod 9 ) ,此即弃九

法 .
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练习 1  (用 9 整除判则 )9 整除整数 a ,当且仅当 9 整除 a 的数字和 .

练习 2  找出用 3, 5 , 4 , 8 , 7 , 11 等整除的判则 ,并证明之 .

记集合 mZ = { mk | k∈Z} ,整数全体可以分成 m 个类 : l + mZ = { l + m k | k∈Z } ( l

= 0 , 1 ,⋯ , m - 1 ) ,即

Z = mZ ∪ (1 + mZ) ∪ ⋯∪ ( m - 1 + mZ)

每一个类 l + mZ 中的数对模 m 均同余于 l ,称为一个同余类 ,我们记

l = l + mZ = { l + m k | k∈ Z} .

  定理 1.1  整数对模 m 的 m 个同余类构成的集合记为

Z/ mZ = { l + mZ | l = 0 , 1 ,⋯ , m - 1} = {0 ,1 ,⋯ , m - 1} ,

它对如下定义的加法和乘法是一个交换环 : �

l1 + l2 = l1 + l2   K(或即 ( l1 + mZ) + ( l2 + mZ) = l1 + l2 + mZ)

l1·l2 = l1 l2 (或即 ( l1 + mZ)·( l2 + mZ) = l1 l2 + mZ)

证明  首先验证运算定义的合理性 ,若取 l1′∈ l1 , l2′∈ l2 , 则 l1′= l1 + k1 m , l2′=

l2 + k2 m  ( k1 , k2∈Z) ,于是 l1′+ l2′= l1 + l2 + m ( k1 + k2 )与 l1 + l2 同在一类 . l1′l2′=

l1 l2 + l1 k2 m + l2 k1 m + k1 k2 m
2
也与 l1 l2 同余 .这就证明了运算结果不依赖于代表元的

选取 (一个同余类 l + mZ中的任一元 l′都称为该类的代表元 ,此类也可写为 l′+ mZ) ,

其余关于环的条件容易验证 . ■

例 1.7  Z/ 2Z = {0 , 1 }不仅是交换环 , 而且是域 (即上节的二元域 ) .可以验证 Z/ 7Z

也是域 .而 Z/ 8Z不是域 ,例如 2 不可逆 ,否则若 2 x = 1 ,乘以 4 ,知 4·2 x = 4 ,即得 0 = 4 ,

矛盾 .有趣的是 Z/ 8Z中的可逆元全体

( Z/ 8Z )
*

= {1 , 3 , 5 , 7}

是一个乘法群 ,且 3·3 = 1 , 3·7 = 5 ,等等 .

  定理 1.2  ( 1) 当 m = p 为素数时 , Z/ pZ = F p 是域 .

(2 ) 当 m 不是素数时 , Z/ mZ 不是域 .此时 l可逆 ,当且仅当 l 与m互素 .

证明  首先设 m 不是素数 , l与 m 不互素 ,设 d > 1 为 l与 m 的公因子 ,于是

l
m
d

=
l

d
m = 0 ,

故 l 是零因子 (若 a , b 均非 0 而 ab = 0 , 则称 a 和 b为零因子 ) .此时 l必不可逆 ,否则 ,

由 lk = 0 两边同乘以 l 的逆 ,则得 k = 0 ,矛盾 .定理的其余部分依赖于下述引理 ,其证明将

在不久给出 . ■

引理 1.1  若整数 l与 m 互素 ,则存在 s, t∈Z 使得

sl + tm = 1 .

  由此引理可知 , 1 = sl + t m = sl + tm = sl , 即 l 可逆 .当 m 为素数时 ,小于 m 的正整

数均与 m 互素 ,故 Z/ mZ的非 0 元均可逆 ,故 Z/ mZ 是域 . ■
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因此对每个素数 p 均有一个域

F p = Z/ pZ = {0 ,1 ,⋯ , p - 1 } ,

称为 p元 (有限 )域 .这是一种很重要的域 .与数域不同的是 ,对 F p 中任一元 a ,自身相加

p 次 (或称 p 倍 )总为 0 元 : a +⋯ + a = pa = p  a = 0 .这样的域称为特征是 p的域 .

  
*
定理 1.3  ( Fermat )  F p 的元素 x 均满足

x
p

= x .

证明  当 x = 1 时命题显然 .现设 x = l时命题成立 ,则

( l + 1)
p

= l
p

+ pl
p - 1

+ ⋯ +
p ( p - 1)⋯ ( p - k + 1)

k !
l
p - k

+ ⋯ + pl + 1 ,

注意当 k≠1 和 p时 , p | C
k
p (因为分子中的 p 不可能被分母约去 ) ,故

( l + 1 )
p
≡ l

p
+ 1( mod p ) ,即 ( l + 1 )

p
= l

p
+ 1 = l + 1 = l + 1 .

■

同余式 a≡ b ( mod m)与环 Z/ mZ 中的等式 a = b 是同一事实的两种表述方法 .因

此定理 1.3 也可表述为

a
p
≡ a ( mod p)

对任意 a∈Z 成立 .当 p | a 时 ,此式显然 .当 p8 a 时 , a 与 p 互素 ,两边同乘 x = a 的逆 ,

即知定理 1.3 相当于

ap - 1 ≡ 1 ( mod p ) .

1 .3  多项式形式环

定义 1.4  ( 1) 设 F 为域 (乘法单位元记为 1 ) , X 为不属于 F 的任一个符号 .则形如

an X
n

+ an - 1 X
n - 1

+ ⋯ + a1 X + a0   ( ai ∈ F( i = 0 ,⋯ , n) , 0 ≤ n ∈ Z, an ≠ 0 )

的表达式称为域 F 上 X 的一个多项式形式 ( polynomial form in X over F) .整数 n 称为其

次数 , ai 称为其 i次系数 , ai X
i
称为其 i次项 .

(2 ) 两个多项式形式相等规定为二者的次数和各同次系数均相等 .系数为 0 的项可

以不写出 ,因此每个多项式形式也可以写为

a0 + a1 X + a2 X
2

+ ⋯

或

∑
∞

i = 0

ai X
i
,

其中只有有限个系数 ai 非 0 .多项式形式也常称为多项式 .

由上述定义可知 ,字母 X 只是一个符号 , 它与域 F 中元素的积与和都是形式的 .故

X 称为不定元 ( indeterminate ) .

注记 1  字母 X 的意义在数学中是不断进化的 .在初等代数中 , X 作为“未知数”被

首先引入 ,这时它虽是待求的 ,但其实是一个很具体的数 .后来在函数中 , X 表示变量 ,但

取值范围还是较确定的 (如在实轴上 ) .在上述定义 1.4 中 , X 已不被附加任何限定 ,成为
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不定元 .

多项式形式 f 的次数 ( degree)记为 deg f ,域 F的零元 0 也视为多项式 ,常设 deg0 =

- ∞ .多项式形式 f 的最高次非 0 项称为首项 ( leading term) .若首项系数为 1 ,则称为首

一多项式 .多项式形式 f 也记为 f ( X ) ,以指明不定元是 X .

  定理 1.4  域 F上 X 的多项式形式全体 F[ X]按如下运算成为交换环 (称为多项式

形式环 ) ; �

∑
∞

i = 0

ai X
i

+∑
∞

i = 0

bi X
i

= ∑
∞

i = 0

( ai + bi ) X
i
,

∑
∞

i = 0

ai X
i ∑
∞

i = 0

bi X
i

= ∑
∞

k = 0
∑
i+ j = k

ai bj X
k

.

  证明  按定义要验证以下各项 : ( 1) F[ X]对加法是 Abel群 ,即满足封闭性 ,结合律 ,

有零元 ,有负元 ,有交换律 .( 2) F[ X]对乘法是交换半群 ,即满足封闭性 ,结合律 ,交换律 ,

(3 ) 乘法对加法满足分配律 .这些都易验证 ,例如乘法结合律的验证

∑ ai X
i ∑ bj X

j ∑ ck Xk

= ∑
∞

s = 0
∑
i+ j = s

ai bj X
s

∑ ck X
k

=∑
∞

m = 0
∑

s+ k = m
∑
i+ j = s

ai bj ck X
m

=∑
∞

m = 0
∑

i+ j+ k = m

ai bj ck X
m

.

注意最后一个式子中 i , j , k地位平等 ,故同理可知

∑ ai X
i ∑ bj X

j ∑ ck X
k

也等于上式 .结合律得证 . ■

对于多项式形式 f , g ,注意 fg 的首项恰为 f 与 g 的首项之积 .所以总有

deg ( fg) = deg( f ) + deg( g ) .

  系  多项式形式环 F [ X ]中消去律成立 ,即若 fg = fh 且 f≠0 , 则 g = h (对任意

f , g , h∈ F[ X ] ) .

证明  由 f ( g - h) = 0 , 故其首项为 0 .其首项是 f 的首项与 g - h 的首项之积 ,而 f

的首项非 0 , 故 g - h的首项为 0 , 即 g - h = 0 . ■

有消去律的含幺交换环称为整环或整区 ( domain ) .故 Z 和 F [ X ]均为整环 .注意

F[ X]中的可逆元集为 F * (即 F中的非 0 元 ) . F中的元素也称为常数或数值 .

正像由整环 Z 发展出有理数域 Q 一样 , 也可由整环 F [ X ]发展出一个域 .对任意

f ( X ) , g( X)∈ F[ X ] , g( X)≠0 ,称如下的表达式为一个有理式形式 :

f ( X)
g( X )

.

两有理式形式
f ( X )
g( X)
与

f1 ( X)
g1 ( X )
相等 ,定义为 f ( X) g1 ( X) = f1 ( X) g( X)  (作为多项式
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形式相等 ) .又定义二者的和及积为

f ( X)
g ( X )

+
f1 ( X )
g1 ( X)

=
f ( X) g1 ( X ) + f1 ( X) g1 ( X )

g( X) g1 ( X )

f ( X)
g( X )

f1 ( X )
g1 ( X)

=
f ( X) f1 ( X )
g( X) g1 ( X )

  定理 1.5  域 F上有理式形式全体 F( X)是一个域 (称为以 X 为不定元的有理式形

式域或有理函数域 ) .

*
注记 2  注意多项式形式与多项式函数有本质的不同 .例如多项式形式 X

2
和 X 是

不相等的 .但 x
2
与 x 作为定义在二元域 F2 上的函数却是相等的 (因为 F2 中只有两个元

素 0 和 1 , 而 x 取 0 或 1 时 ,总有 x
2

= x ) .不过以后会看到 ,无限域 (例如数域 )上的多项

式函数与多项式形式的区别不是本质的 .

注记 3  在定义 1.4中 ,也可以用一个交换环 R 取代域 F,其余规定均不变 .这样得

到的多项式形式全体 R [ X]也是一个交换环 .不过 R [ X]将不具有 F[ X ]的许多性质 .

注记 4  若 ab = 0 而 a≠0 , b≠0 ,则称 a和 b为零因子 (zero divisor) .若环 R 中不含

零因子 ,则称 R 为无零因子环 .例如在 Z/ 8Z中 , 2·4 = 0 ,故 2 和 4 均为零因子 .域 F 中总

是无零因子的 .环 Z 中无零因子 .容易证明 :环 R 中无零因子当且仅当 R 中消去律成立 .

事实上 ,若 R 中有零因子 ,比如说 ab = 0 而 a和 b均非 0 ,如果消去律成立 ,则由 ab = a0

中消去 a ,得到 b = 0 ,矛盾 .反之 ,设 R 中无零因子 ,若 ab = ab1 而 a≠0 ,则因 a( b - b1 )

= 0 ,故必然 b - b1 = 0 , b = b1 .

所以整环也可定义为无零因子的含幺交换环 .

1.4  带余除法与整除性

整环 Z 和 F[ X ]有许多相似之处 ,比如二者中均可作带余除法 .

  定理 1.6(带余除法 )  对域 F上任两多项式形式 f , g∈ F[ X ] ,若 g≠0 ,则总存在多

项式形式 q, r∈ F[ X]使

f = gq + r,   deg r < deg g或 r = 0 ,

且 q和 r 由 f , g唯一地决定 .

证明  先证 q 和 r 的存在性 .若 deg f < deg g 则令 q = 0 , r = f 即可 .否则设

f = am X
m

+⋯ + a0 , g = bn X
n

+⋯ + b0 , m≥ n ,且 am 与 bn 非 0 .令

q1 =
am

bn
X

m - n
,

则 q1 g与 f 有相同的首项 ,故 f - q1 g = f1 的次数比 f 低 .再对 f1 作同样讨论可知 ,存在

q1 ,⋯ , qs 使 f - q1 g - q2 g - ⋯ - qs g = fs 的次数比 g 低 .令 fs = r , q1 +⋯ + qs = q即可 .
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现证唯一性 ,设 f = gq + r = gq1 + r1 , deg r1 < deg g或 r1 = 0 .于是 g( q - q1 ) = r1 -

r .若两边均非 0 ,则由

deg( g ( q - q1 ) ) ≥ deg g > deg( r1 - r )

可知有矛盾 ,故 q = q1 , r = r1 ,唯一性得证 . ■

定理 1.6 中 q称为 f 除以 g 的商 ( quotient ) , r 称为余元 ( remainder ) .有带余除法的

环称为 Euclid环 .因此 Z和 F[ X]均为 Euclid整环 .上述证明中求 q和 r 的过程 ,通常称

为长除法 ( long division ) .

定义 1.5  设 f , g∈ F[ X] , g≠0 .如果存在 q∈ F[ X ]使

f = gq(也即余元为 0 ) ,

则称 g整除 f ,记为 g | f .此时称 g 是 f 的因子 (或因式 ) , f 是 g的倍或倍式 ( multiple ) .

整除性显然有如下性质 ( f , g , h∈ F[ X] ) :

(1 ) 传递性 : 若 g | f , f | h , 则 g | h;

(2 ) 反身性 : g | g;

(3 ) 互伴性 : 若 g | f 且 f | g , 则 f = cg 对某 c∈ F
*
成立 ;

(4 ) 若 g | f i , i = 1 , 2 ,⋯ r , 则 g | h1 f1 +⋯ + h r f r 对任意 h1 ,⋯ , h r∈ F[ X]成立 .

证明均较简单 ,如 ( 3) :由 g | f 知 f = gq , 由 f | g 知 g = fq1 , 故 f = gq = fq1 q,比较双

方次数知 deg( q1 q) = 0 ,即 q和 q1 均为 F 中元 .

带余除法例 :

例 1.8  f ( X ) = 3 X
4

+ X
3

+ X + 3 ,   g( X) = 2 X
2

+ X + 1

 g( X )

2 X
2

+ X + 1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f ( X)

3 X
4

+  X
3

+ 0 X
2

+ X + 3

3 X4 +
3
2

X3 +
3
2

X2  

   -
1
2

X
3

-
3
2

X
2

+ X + 3

   -
2
4

X
3

-
1
4

X
2

-
1
4

X

     

    -
5
4

X
2

+
5
4

X + 3

    -
5
4

X
2

-
5
8

X -
5
8

     

      
15
8

+
29
8

q( X)

3
2

X
2

-
X
4

-
5
8

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  故  3 X
4

+ X
3

+ X + 3 = (2 X
2

+ X + 1 )
3
2

X
2

-
X
4

-
5
8

+
15
8

X +
29
8

.

一般地 ,带余除法步骤 (即长除法 )中 ,因为被除式每次都降低一次或多次 ,除法总会
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