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刚体动力学理论与应用
———刘延柱力学论文选编

刘延柱　著

上 海交通大学出版社



内 容 提 要

本书以刚体动力学的理论和应用为主题，选编了作者历年发表的论文４２篇，按

７个方面归类：（１）刚体动力学；（２）陀螺力学；（３）多体系统动力学；（４）刚体与多体系
统的分岔和混沌；（５）充液体的刚体动力学；（６）运动生物力学中的应用；（７）弹性杆力
学的刚体动力学比拟每篇论文均具有相对独立性本书可供力学学科以及与刚体
动力学联系密切学科的研究人员参考，也可供相应专业研究生的教学参考使用



序　　一

刘延柱教授于１９７３年从清华大学转至上海交通大学任教．他三十多

年如一日，始终耕耘在力学学科的教学和科研第一线，为人才培养和学科

建设做出了巨大的贡献．１９８０年，他培养出“文革”后上海交通大学的第一

位优秀硕士研究生；１９８５年，由他领衔建立了上海交通大学的一般力学博

士点，系国内较早建立的具有重要影响的博士点，推动了力学学科的发展

以及后续博士后流动站的建立．他在教材建设方面成果斐然，由他撰写的

本科生和研究生教材曾多次获得教育部和上海市的嘉奖．他作为博士生

导师，除了在研究生教育中严谨治学外，还坚持活跃在学校本科生教学的

讲坛上，甘露滋润三十载，蓓蕾枝头桃李红．他热爱学生，诚恳待人，对学

生的成长给予了无私的关怀和帮助，培养出的许多学生工作在校内外的

重要岗位上．在人才培养方面他无愧于“师德标兵”的光荣称号．刘延柱教

授在一般力学领域内有很高的学术地位，研究成果涉及多个分支学科，曾

获得国家自然科学奖以及教育部和上海市的诸多奖项．在他７０岁诞辰到

来之际，编辑出版其代表性论文是一件意义深长的事．是为序．

２００６年５月
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序　　二

以牛顿《自然哲学的数学原理》为基础的经典力学自１６８７年以来，
历经欧拉、拉格朗日、哈密顿等大师们的推动，到１９世纪末已形成完整
的体系．其中以离散系统为对象的质点系和刚体动力学在发轫之初，主
要以天体运动为研究背景，成果辉煌．随着工业技术的进步，涌现出大量
的、复杂的机械运动方面的问题，促使这门学科向纵深发展．到２０世纪
上半叶，它已成为力学学科中最具基础性的一个独立分支，在国内现称
之为一般力学与力学基础．近半个多世纪以来，特别由于航天器、机器人
技术发展的需要，出现了陀螺力学、运动稳定性、多体系统动力学、非线
性动力学等多个次级分支学科．研究对象也从单纯离散系统扩展为与连
续介质相联系，如带挠性体或液体的刚体或多体动力学．
刘延柱教授从事这一领域的教学和研究工作近５０年．他毕业于第

一届清华大学工程力学研究班，嗣后又赴苏联莫斯科大学应用力学教研
室进修，因此深受哥廷根学派和莫大学派的熏陶．前者以理论与实际、科
学与技术、数学学科与应用学科紧密结合著称，强调解决工程关键问题，
要求细致观察物理现象，提取反映本质的物理模型，然后用最有效的数
学手段加以解决；后者则更多地要求数学功底的到位，追求解的完整、严
密、优雅和完美．刘延柱教授深得两大学派的真谛，吸取两者之长，充分
反映在他的３００多篇学术论文和１０余部著作中．
尤其值得称道的是刘延柱教授对建立新兴学科和交叉学科的敏感

性．２０世纪７０年代，为解决高精度静电陀螺仪研制工作的需要，他作为
力学工作者一头扎进这类新型陀螺仪的理论研究，从物理模型的提炼到
方程的建立和求解，创建了自己的独特体系，获得了国家自然科学奖．２０
世纪８０年代初他在我国开拓多体系统动力学，在理论研究的同时致力
于在宇航工程和体育运动方面的应用．他关于分岔和混沌理论应用于航
天器姿态控制的工作有助于非线性动力学的现代理论与工程技术的结

合．近年来，他的兴趣转向用刚体动力学方法研究弹性细杆超大变形问
题，出版了有关专著，对力学学科与分子生物学的交叉起了促进作用．刘
延柱教授在上述各个分支学科中的贡献得到了国内外同行的充分认可

和赞赏．
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刘延柱教授的主要工作在于求解析解、近似解析解和解的稳定性分
析方面．在计算工具已得到充分发展的今天，有一种观点认为求解析结
果已过时了，解析解的能手已近穷途末路，英雄难有用武之地．这显然是
一种曲解．解析工作、数值求解、试验检测是解决科学技术问题的三大法
宝，各有所长，互补共进．解析工作对于了解事物的物理本质、预测现象
的趋向、进而实施有效的控制，有着无可替代的作用；它对事物的描述既
简洁又清晰，对影响事物发展的因素一目了然，显示出人类描述和掌握
科学规律的智慧；因此，科技工作者具备解析工作的能力，不断从事新兴
学科、交叉学科的解析工作，仍是一项不可懈怠、任重而道远的责任．
刘延柱教授多年来孜孜不倦地耕耘在教学和科研阵地，为培养人才

而辛勤劳动，淡泊名利，诚恳待人，无怨无悔．正是他的这种精神使我感
触甚深而为本论文选编写下这篇序言，以表达一丝敬崇之情．

２００６年５月于上海交通大学
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前　　言

刚体动力学是一门历史悠久的学科．１７６０年欧拉（Ｅｕｌｅｒ，Ｌ．，１７０７～
１７８３）建立了刚体绕固定点运动的动力学方程，奠定了刚体动力学的理论
基础．这个被称为欧拉方程的非线性方程组的求解问题曾是经典力学的一
个重要命题．三种可积情形的解析解分别于１７６５，１７８８和１８８８年由欧拉、
拉格 朗 日 （Ｌａｇｒａｎｇｅ，Ｊ．Ｌ．，１７３６～１８１３）和 科 瓦 列 夫 斯 卡 娅
（Ковалевская，Ｃ．Ｂ．，１８５０～１８９１）获得．其中欧拉和拉格朗日情形的研
究结果可成功地解释一些重要的力学现象，如地球和陀螺仪的进动和章
动．随着现代科学技术的发展，需要研究由大量刚体组成的机械系统．而
数字计算技术的发展使得对复杂系统的大规模数字仿真成为现实．因此
从２０世纪７０年代起多刚体系统动力学得到了快速发展，在航天器、机
器人、空间机构、车辆等技术中被广泛应用．多刚体系统也作为人体模型
用于运动生物力学的研究．考虑系统内可能存在弹性体和液体，发展为
更具广泛意义的多体系统动力学．１８５９年克希霍夫（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ，Ｇ．Ｒ．，

１８２４～１８８７）根据弹性杆的平衡方程与欧拉方程在形式上的相似性，提
出了弹性杆的动力学比拟方法，用于分析具有超大变形的弹性细杆的平
衡形态．弹性杆的动力学比拟方法在分子生物学领域中被用于分析
ＤＮＡ和其他细长分子链的几何形态．古老的刚体动力学在现代科学技
术发展的新背景下重新焕发出生命力．
刚体动力学理论在所有经典力学著作中均有详细的论述，但刚体动

力学的专著不多．早期出版的如１９３６年 ＭａｃＭｉｌｌａｎ，Ｗ．Ｄ［１］，以及１９６５
年Ｌｅｉｍａｎｉｓ，Ｅ．［２］的 著 作，国 内 仅 见 １９８７ 年 贾 书 惠 的 著 作［３］．
Ｗｉｔｔｅｎｂｕｒｇ，Ｊ．于１９７７年出版了第一部《多刚体系统动力学》［４］著作，国
内相应的著作出版于１９８９年［５］．在刚体动力学的工程应用方面，

Ａｒｎｏｌｄ，Ｒ．Ｎ．，Ｍａｕｎｄｅｒ，Ｎ．［６］和 Ｍａｇｎｕｓ，Ｋ［７］关于陀螺力学的著作，
以及Ｒｉｍｒｏｔｔ，Ｆ．Ｐ．Ｊ［８］关于航天器姿态运动的著作具有代表性．也可参
阅作者的有关著作［９，１０］．弹性杆的动力学比拟方法在Ｌｏｖｅ，Ａ．Ｅ．Ｈ 的
弹性力学著作中有详细的描述［１１］，或参阅作者关于弹性杆力学的
著作［１２］．
本书围绕刚体动力学的理论和应用这一主题，选编了作者历年发表
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的论文４２篇，按以下７个方面归类：（１）刚体动力学；（２）陀螺力学；（３）
多体系统动力学；（４）刚体与多体系统的分岔和混沌；（５）充液体的刚体
动力学；（６）运动生物力学中的应用；（７）弹性杆力学的刚体动力学比拟．
每篇论文均具有相对独立性．论文选编可供力学学科以及与刚体动力学
联系密切学科的研究人员参考，也可供相应专业研究生的教学参考
使用．
本书的出版得到上海交通大学船舶海洋与建筑工程学院、工程力学

系和上海交通大学出版社的支持．与本书内容有关的研究工作受到国家
自然科学基金的长期支持（项目编号：８５０１００２８，８６０１０３２１，１８９７２０４７，

１９３３２０２０—０３，１９７８２００３，１００８２００３，１０４７２０６７）．也受到教育部博士学
科点基金（项目编号：３２６５０２３７，９０２４８２７，９２２４８１４，９５２４８３１）和上海科
技发展基金（项目编号：９８ＪＣ１４０３２）的支持．上海交通大学谢绳武校长和
何友声院士为本书作序．作者谨表示衷心感谢．

２００６年５月于上海交通大学
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作 者 简 历

刘延柱，１９３６年７月１９日出生于江苏南京，祖籍安徽　德．１９５３年于上海市晋
元中学毕业后就读清华大学土木工程系．１９５６年加入中国共产党．１９５７年转入清华
大学工程力学研究班固体力学专业．１９５９年毕业后留校任教．１９６０至１９６２年赴原苏
联莫斯科大学力学数学系应用力学教研室进修．回国后继续于清华大学工程力学系
和精密仪器系任讲师．１９７３年转入上海交通大学精密仪器系，１９８０年于工程力学系
任副教授．１９８５年建立一般力学博士点，任教授、博士生导师．
历任上海交通大学工程力学系主任，工程力学研究所所长，校学术委员会及学位

委员会委员；中国力学学会第四届常务理事、第五届副理事长，科普工作委员会主任
委员，一般力学专业委员会及生物力学专业委员会副主任委员，力学史与方法论专业
委员会委员；中国体育科学学会第二、三届运动生物力学分会委员；中国宇航学会及
中国惯性技术学会会员；德国力学学会（ＧＡＭＭ）及欧洲力学学会（ＥＵＲＯＭＥＣ）会
员；国务院学位委员会第二、三、四届力学学科评议组成员；教育部直属工科院校工程
力学教材委员会第一、二、三届委员；国家科委理论与应用力学学科组成员；国家自然
科学基金委员会第二、三届力学学科评审组成员；《力学季刊》副主编；《上海交通大学
学报》、《力学学报》、《固体力学学报》、《中国生物医学工程学报》、《应用力学学报》、
《力学与实践》、《非线性动力学学报》、《生物力学》、《ＴｅｃｈｎｉｓｃｈｅＭｅｃｈａｎｉｋ（德国）》等
刊物编委；科学出版社《力学丛书》编委．先后于斯图加特大学（１９８３，１９８８）、柏林工业
大学（１９８４）、慕尼黑工业大学（１９９１）、卡尔斯鲁厄大学（１９９５，２０００）、莫斯科动力学院
（１９８７）、多伦多大学（１９９１，２００１）等校作学术访问或合作研究．
在陀螺力学、多体系统动力学、充液系统动力学、非线性动力学和运动生物力学

等一般力学的多个分支领域内从事教学和科研工作．关于新型陀螺仪动力学原理的
研究曾获１９８１年国防工办重大技术改进成果奖和１９８７年国家自然科学四等奖．２０
世纪８０年代初在我国倡导和开拓多体系统动力学．关于航天器复杂系统动力学的研
究成果分别获１９９８年和２００５年两项教育部科技进步二等奖；关于航天器姿态运动的
稳定性，分岔和混沌的研究成果获２０００年和２００４年两项上海市科技进步二等奖；关于
充液系统动力学的研究成果获１９９８年教育部科技进步三等奖．所编写的教材获教育部
和上海市两项优秀教材一等奖、三项二等奖获上海市教学成果二等奖和三等奖各一
项．获上海交通大学优秀博士生导师奖（１９８８，１９９８）和师德标兵奖（２００４）１９８６年被评
为全国教育系统劳动模范．
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Ｅｕｌｅｒ情形刚体定点运动新解


摘要　本文给出Ｅｕｌｅｒ情形刚体定点运动的新解法．利用动量矩守恒原理建立Ｅｕｌｅｒ
角的一阶微分方程．使解析形式运动规律的推导更为简捷，且能直接判断刚体绕主轴
永久转动的稳定性．

一、引言

自１７５０年Ｅｕｌｅｒ建立以他命名的刚体定点运动的动力学方程以来，Ｅｕｌｅｒ方程一直是分
析刚体动力学的基本工具［１］．对于定点与刚体质心重合的所谓Ｅｕｌｅｒ情形，１８４９年Ｊａｃｏｂｉ解
出用椭圆函数表示的Ｅｕｌｅｒ方程的解析积分［２］，１８５１年Ｐｏｉｎｓｏｔ利用Ｅｕｌｅｒ方程的首次积分给
出完美的几何解释［３］．本文提出的新解法避免使用传统的Ｅｕｌｅｒ方程，而直接从动量矩定理出
发导出Ｅｕｌｅｒ角的一阶微分方程组，可以更简捷地获得解析形式运动规律，并直接判断刚体绕
主轴永久转动的稳定性．

二、运动方程

讨论以质心为定点的刚体运动．以定点Ｏ为原点建立（Ｏ ＸＹＺ）坐标系，其中Ｚ轴沿刚体
相对Ｏ点的动量矩矢量Ｈ 方向，称为刚体的动量矩坐标系．动量矩定理指出相对定点无外力

图１　Ｅｕｌｅｒ角

矩作用的刚体必保持动量矩守恒，因此如Ｘ 轴和Ｙ 轴也指
向不变，则（Ｏ ＸＹＺ）为惯性坐标系．再建立刚体的主轴坐
标系（Ｏ ｘｙｚ），设Ａ、Ｂ、Ｃ是刚体相对（Ｏ ｘｙｚ）各轴的主
惯性矩，、ψ、φ是（Ｏ ｘｙｚ）相对（Ｏ ＸＹＺ）各轴的Ｅｕｌｅｒ角
（图１）．刚体的瞬时角速度ω相对（Ｏ ｘｙｚ）各轴的投影ｐ、

ｑ、ｒ为

ｐ＝ψ
　
ｓｉｎｓｉｎφ＋

　
ｃｏｓφ

ｑ＝ψ
　
ｓｉｎｃｏｓφ－

　
ｓｉｎφ

ｒ＝φ
　＋ψ

　
ｃｏｓ

烍

烌

烎

（１）

将沿Ｚ轴的Ｈ矢量向（Ｏ ｘｙｚ）各轴投影并分别与Ａｐ、Ｂｑ、Ｃｒ相等，引入参数ν＝Ｈ／Ｂ，

λ＝Ｂ／Ｃ，ρ＝Ｂ／Ａ，导出Ｅｕｌｅｒ角的一阶微分方程组：

 原文载于：上海力学，１９８１，２（３）：５２—５５．
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４　　　　


　
＝ν（ρ－１）ｓｉｎｃｏｓφｓｉｎφ　　　　　

（２ａ）

　ψ
　
＝ν［１＋（ρ－１）ｓｉｎ

２
φ］　　　　

（２ｂ）

φ
　 ＝νｃｏｓ［λ－１－（ρ－１）ｓｉｎ

２
φ］

（２ｃ）

将上式代入式（１），得到

ｐ＝νρｓｉｎｓｉｎφ，ｑ＝νｓｉｎｃｏｓφ，ｒ＝νλｃｏｓ （３）

三、方程的积分

将式（２ａ）与（２ｃ）相除，消去时间变量，以φ＝０时刻作为起始时刻，设０、ψ０ 为、ψ在该

时刻的起始值．积出

ｓｉｎ＝ ｓｉｎ０
１－εｓｉｎ２槡 φ

（４）

从式（２ｃ）（４）消去，积出

ｎｔ＝∫
φ

０

ｄφ
（１－εｓｉｎ２φ）（１－ε１ｓｉｎ

２
φ槡 ）

（５）

式中　ε＝ （ρ－１）／（λ－１）＝Ｃ（Ｂ－Ａ）／Ａ（Ｂ－Ｃ），ε１ ＝ε／ｃｏｓ
２０，ｎ＝ν（λ－１）ｃｏｓ０．

引入新的变量ｕ＝ （１－槡 ε／ｓｉｎ０）ｓｉｎｓｉｎφ，τ＝ｎ １－槡 εｔ，令ｋ＝ ε／（１－ε槡 ）ｔａｎ０，
将式（５）化作第一类椭圆积分：

τ＝∫
ｕ

０

ｄｕ
（１－ｕ２）（１－ｋ２ｕ２槡 ）

（６）

从而导出以椭圆函数表示的运动规律：

ｃｏｓ＝ｃｏｓ０ｄｎτ （７ａ）

ｔａｎφ＝ （１／ １－槡 ε）ｔｎτ （７ｂ）

ψ＝ψ０＋
１

１－槡 εｃｏｓ０
τ

λ－１＋ε∫
τ

０

ｓｎ２τ
１－εｃｎ２τ

ｄ［ ］τ （７ｃ）

对于刚体相对ｚ轴对称的特殊情形，Ａ＝Ｂ，ε＝ｋ＝０，式（７）简化为

＝０，　φ＝ｎｔ，　ψ＝ψ０＋νｔ （８）

即轴对称刚体的自然规则进动．
将式（７）代入式（３），令μ＝ν（ｓｉｎ

２０＋λｃｏｓ２０），Ｄ＝Ｂ／（ｓｉｎ２０＋λｃｏｓ２０），得到的角速
度变化规律与Ｊａｃｏｂｉ从Ｅｕｌｅｒ方程积出的结果完全一致：
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５　　　　

ｐ＝μ
Ｄ（Ｄ－Ｃ）
Ａ（Ａ－Ｃ槡 ）ｓｎτ，　ｑ＝μ

Ｄ（Ｄ－Ｃ）
Ｂ（Ｂ－Ｃ槡 ）ｃｎτ，　ｒ＝μ

Ｄ（Ｂ－Ｄ）
Ｃ（Ｂ－Ｃ槡 ）ｄｎτ （９）

四、永久转动的稳定性

将式（４）中０ 视为起始扰动，根据的变化趋势即ｚ轴偏离Ｚ 轴的程度可定性判断刚体

绕ｚ轴永久转动的稳定性．
（１）ε＜１：对φ的任意值ｓｉｎ／ｓｉｎ０ 有界，起始扰动０ 足够小时，在小范围内变化，永

久转动稳定．ε＜１对应于Ｃ＞Ａ，Ｃ＞Ｂ或Ｃ＜Ａ，Ｃ＜Ｂ，即永久转动轴是刚体的最大或最
小惯性主轴情形．

（２）ε≥１：φ＝ａｒｃｓｉｎ（±１／槡ε）处ｓｉｎ／ｓｉｎ０无界，极小的起始扰动０也能引起的大范
围变化，永久转动不稳定．ε≥１对应于Ａ≥Ｃ＞Ｂ或Ａ≤Ｃ＜Ｂ，即永久转动轴是刚体的中间
惯性主轴情形．
因此永久转动轴是刚体的最大或最小惯性主轴，是永久转动稳定性的必要充分条件，与

Ｐｏｉｎｓｏｔ的几何方法［２］或Ляпунов直接方法
［４］得到的结论完全一致．

五、本体极迹

Ｐｏｉｎｓｏｔ的几何解释中将瞬时角速度ω矢量端点在刚体中描出的轨迹称为本体极迹．设

图２　球坐标

θ、为ω 相对（ｘｙｚ）的球坐标（图２）．将式（３）（４）代入ｔａｎθ＝

ｐ２＋ｑ槡 ２／ｒ，ｔａｎ＝ｑ／ｐ，消去变量φ，推出ω矢量在固结于刚体
以Ｏ为中心的单位球面上画出的以θ的起始值θ０ 为参数的本体
极迹曲线族：

ｔａｎθ＝ ρｔａｎθ０

ρ
２ｓｉｎ２＋ｃｏｓ２－ε（１＋λ２ｔａｎ２θ０）ｃｏｓ２槡 

（１０）

分析极迹在ｚ轴附近的几何性质时略去θ和θ０ 的二阶以上微
量，令

σ＝ （１－ε）／ρ
２ ＝Ａ（Ａ－Ｃ）／Ｂ（Ｂ－Ｃ）

式（１０）简化为

θ
θ０ ＝

１
ｓｉｎ２＋σｃｏｓ２槡 

（１１）

（１）σ＞０：对的任意值θ／θ０有界，ｚ轴是刚体的最大或最小惯性主轴，极迹在ｚ轴处（θ＝
０）的奇点类型为中心（图３（ａ））．

（２）σ≤０：＝ａｒｃｔａｎ（± ｜σ槡 ｜）处θ／θ０无限增大，ｚ轴是刚体的中间惯性主轴，对应的奇
点类型为鞍点（图３（ｂ））．
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图３　本体极迹

因此根据本体极迹的几何特性也能对刚体永久转动的稳定性作出判断．
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刚体的拟Ｅｕｌｅｒ Ｐｏｉｎｓｏｔ运动


摘要　本文将非线性振动理论的几何方法应用于刚体动力学，讨论微小耗散作用对
于刚体的Ｅｕｌｅｒ Ｐｏｉｎｓｏｔ运动的影响．文中以刚体定点运动的状态方程组代替Ｅｕｌｅｒ
方程，根据奇点的分布及类型判断刚体的全局运动特性．以粗糙平面上的Чаплыгин
球，粘性介质中的刚体以及带有充粘性流体球形腔的刚体为例，分析表明，尽管引起
能量耗散的物理因素不同，但刚体的运动具有共同的定性规律，即趋向于绕最大惯量
矩主轴作永久转动．此趋近过程可随耗散作用的增强从振荡性转变为非周期性．

一、引言

在经典刚体动力学中，无力矩作用的刚体定点运动称为Ｅｕｌｅｒ Ｐｏｉｎｓｏｔ情形，其运动规律
可由椭圆函数表示的解析积分描述［１，２］，也可利用Ｐｏｉｎｓｏｔ的几何方法解释为惯量椭球在固定
平面上的滚旋运动［１］．刚体绕惯量矩主轴的永久转动是特殊条件下的Ｅｕｌｅｒ Ｐｏｉｎｓｏｔ运动，其
中绕最大和最小惯量矩主轴的转动稳定，而绕中间惯量矩主轴的转动不稳定．Ｅｕｌｅｒ Ｐｏｉｎｓｏｔ
运动在实践中主要用于分析航天器绕质心的姿态运动．但实践中观察到卫星绕最小惯量矩主
轴的转动不稳定现象，与上述经典力学结论相矛盾．从能量观点出发的初步研究表明，此现象
的产生根源来自刚体的微小能量耗散［３］．为有可能在更普遍意义下分析微小能量耗散作用对
于Ｅｕｌｅｒ Ｐｏｉｎｓｏｔ情形刚体全局运动的影响，本文建立刚体定点运动的状态方程以代替Ｅｕｌｅｒ
方程［２］，从而有可能将非线性振动的几何方法应用于刚体动力学．刚体的全局运动特性可根据
奇点的分布及类型进行讨论．文中列举粗糙平面上的Чаплыгин球、粘性介质中的刚体以及带
有充粘性流体球形腔的刚体为例．分析表明，尽管引起能量耗散的物理因素不同，但刚体表现
出的拟Ｅｕｌｅｒ Ｐｏｉｎｓｏｔ运动具有共同的定性规律．

二、刚体定点运动的状态方程组

以刚体的质心Ｏ为原点建立以下参考坐标系：（Ｏ ξηζ）为惯性空间中的平动坐标系；
（Ｏ ＸＹＺ）为动量矩坐标系，其中ＯＺ沿刚体相对Ｏ 点的动量矩矢量Ｈ 方向；（Ｏ ｘｙｚ）为刚
体的主轴坐标系．规定（Ｏ ξηζ）绕Ｏξ转过α角再绕Ｏη的新位置转过β角后与（Ｏ ＸＹＺ）重合
（图１），（Ｏ ＸＹＺ）绕ＯＺ转过ψ角，绕ＯＸ的新位置转过θ角，再绕ＯＺ的新位置转过φ角后
与（Ｏ ｘｙｚ）重合（图２）．卡尔丹角α、β确定动量矩矢量Ｈ 相对（Ｏ ξηζ）的位置，欧拉角ψ、θ、

 原文载于：固体力学学报，９（１９８８），４：２９４—３０２；英文稿载于：ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｏｌｉｄａＳｉｎｉｃａ，１９８８，

１（４）：４０７—４１８．
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８　　　　

φ确定刚体相对（Ｏ ＸＹＺ）的位置．各坐标系之间的方向余弦关系如表１、２所示，其中ｃ、ｓ为

ｃｏｓ及ｓｉｎ的简写符号．
表１

Ｘ Ｙ Ｚ

ｘ ｃψｃφ－ｃθｓψｓφ 　ｓψｃφ＋ｃθｃψｓφ ｓθｓφ

ｙ －ｃψｓφ－ｃθｓψｃφ －ｓψｓφ＋ｃθｃψｃφ ｓθｃφ

ｚ ｓθｓψ －ｓθｃψ ｃθ

表２

ξ η ζ

Ｘ ｃβ ｓαｃβ －ｃαｓβ

Ｙ ０ ｃα ｓα

Ｚ ｓβ －ｓαｃβ ｃαｃβ

图１　动量矩矢量的卡尔丹角
　　　　

图２　刚体的欧拉角

根据动量定理及动量矩定理列出刚体的质心运动及绕质心转动的动力学方程：

ｍｖ
　
０ ＝Ｆ

（１）

　　　　　Ｈ
　
＝Ｍ 　　　　

（２）

式中ｍ为刚体质量；ｖ０为质心速度；Ｆ 及Ｍ 为外力的主矢及对Ｏ 点的主矩．式（２）相对
（Ｏ ＸＹＺ）各轴的投影式为

　　　　　　　　　　　　　　　Ｈ
　
＝ＭＺ （３ａ）

α　 ＝－ＭＹ／Ｈｃβ （３ｂ）

β
　
＝ＭＸ／Ｈ （３ｃ）

动量矩Ｈ可根据刚体的瞬时角速度ω 写出：
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