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第二版  序

本书自 1979 年出版以来已重印了八次,采用它作教材的学

校,除一些综合大学、师范院校外,还有一些理工院校的应用数学

专业、计算专业、师资班和研究生班等。许多教师和读者来信表示

关切和鼓励,并对书中存在的不妥和错误之处予以指正,在此特向

他们表示感谢。

这次修订着眼于进一步提高质量,更加适应多数学校的教学

需要,保留第一版阐述细致,便于自学的特点,对已经发现的错误

和不妥之处,予以改正。除此之外,第二版与第一版的主要区别可

概括如下:

1. 将第二章§2 解析函数与调和函数的关系后移至第三章,

这样既可相对减轻第二章因讨论多值函数所引起的内容偏重,又

可避免提前引用第三章中“解析函数的无穷可微性”。

2. 将保形变换这一章的前四节编成第七章列在解析开拓之

前,把剩下的第 5 节对称原理及多角形区域的保形变换纳入解析

开拓这一章,避免了原来将对称原理切成两段,分属两章。

3. 将席瓦尔兹引理从第八章提前到第五章,放在可去奇点之

后,这样既可使它与第四章末的最大模原理靠近,又可让读者早些

熟悉、掌握函数论中这两个重要的有关联的定理。

4. 含点∞的区域上的柯西积分定理与柯西积分公式,原在第

三章习题中,现后移至第五章习题中。因为这时已介绍了函数在

点∞解析的意义,读者就可以借助函数在点∞去心邻域内的罗朗

展式简捷地证明它们。

5. 为了第九章解单位圆内狄利克莱问题的需要,这一版在第
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三章§3 末添了一小段柯西型积分,并加上 * 号。另外,由于综合

大学数学专业复变函数教学大纲中列有单值性定理,这次也补写

了一段,列入解析开拓这一章。

6. 出于教学方法上的考虑,以这几年的教学实践为基础,我

改写了第二章初等多值函数以及第六章应用多值函数的积分,目

的在于使读者更加易于接受,使多值函数这一教学难点能有所突

破。至于其他改写之处,各章都有,就不在这里一一道及了。

7. 考虑到不同层次的学校与不同程度的学生在学习上的多

种需要,我以这几年的教学实践为基础,对原有习题作了些调整之

后将其编入各章习题(一);另外,又适当慎选了一些较难的习题及

与之相应的例题。新添的题目,将其编入各章习题(二)。经多次

试用,它们虽较难些,但仍是紧扣教材的,有助于培养与增强学生

的能力,学生可以根据自己的情况适当选做。

8. 根据综合大学数学专业复变函数教学大纲,在这一版中,

将解析函数对平面场的应用及多角形区域的保形变换公式这些节

都加上 * 号,并对第一版中排小字的内容全都改排大字,除柯西积

分定理的古莎证明外,其余改排大字的部分都加上 * 号。其他院

校和其他专业,在使用本教材时,可根据各自的教学大纲决定取

舍。

9. 这一版删去了第一版中的附录,整函数与亚纯函数近代理

论简介,因为国内已有这方面的专著出版了。①

根据我的教学实践,教师使用本教材不必全讲,只需按教学

大纲要求控制各章讲授学时和讲授内容,讲清楚基本理论、基本

方法、重点和难点,其余还需要学生掌握的内容和例题就指定留

给学生自学。这对于开发学生智力,培养学生能力是大有裨益

·Ⅱ·

① �杨  乐著,值分布论及其新研究,科学出版社,1982。

庄圻泰著,亚纯函数的奇异方向,科学出版社,1982。

张广厚著,整函数和亚纯函数理论,科学出版社,1986。



的。   

加 * 号的内容,自修的读者可以先不读它。

编  者
1987 年元旦
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第一版  序

本书是根据 1977 年理科数学教材会议上制订的复变函数教

材编写大纲,在历年主讲该课使用的自编讲义基础上改编成的。

全书系统地介绍了单复变函数的基本理论和基本方法。

考虑到复变函数论是数学专业的一门重要基础课,又是数学

分析的后继课,在编写本书时,注意了下列几点:

1. 对与数学分析中平行的概念,如极限、连续、微分等,既指

出其相似之处,更强调其不同之点,以免初学者疏忽。

2. 对复变函数论中的基本定理和重要定理,如柯西积分定理

和关于本性奇点的维尔斯特拉斯定理等,从叙述、证明到推广,均

注意了科学性和严密性。这不仅反映了复变函数理论本身的系统

性和严谨性,同时也可借以锻炼读者思考问题和逻辑推理的能力。

3. 对多值解析函数这个教学上的难点,为使读者较易接受,

本书把它分散在第二章、第六章及第七章内。并在第二章内,把求

根式函数
n

z的单值解析分支的方法写得较细,这样做或许能使读

者举一反三。

4. 对解析函数在流体力学、机翼理论及电学等方面的应用,

本书作了简明的介绍。藉以使读者了解复变函数论方法在解决实

际问题上的重要性。

5. 配备了大量的例题和习题,习题大都附有答案或提示,以

供教师选用,也便于读者自学。

6. 因限于篇幅或工具知识而不能给出证明的定理,大都指出

参考资料。用小字排印的部分,对初学者可不作要求。

附录中简单介绍了我国青年数学家杨乐、张广厚的出色工作,

·Ⅳ·
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以适应有些缺乏这方面资料的读者的要求。

使用本书作教材,大体可按 6、10、8、8、8、10、6、12、4 的顺序来

分配各章讲授学时。如讲授学时少于 72 学时,教师可斟酌删去一

些次要及较深部分的内容。例如,可删去克利斯脱弗 - 席瓦尔兹

公式及最末一章等。

本书由武汉大学路见可教授主审。武汉大学、北京大学、南开

大学、吉林大学、南京大学、上海师范大学、西南师范学院、四川师

范学院、四川大学的同志参加了审查。他们提出了许多宝贵的意

见,在此表示衷心感谢。特别是路见可教授不惮其烦,为编者复审

修改了全部稿件,使原稿得到了很大改进,编者对他的这种负责精

神表示敬佩和学习。

本书初稿曾经四川大学蒲保明教授和周纪溥、张茂孝两同志

审阅,也在此一并致谢。

但限于编者水平,谬误之处仍然难免,敬请读者提出来批评指

正。

编者于四川大学数学系

1978.9.

·Ⅴ·
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引   言

我们知道,在解实系数一元二次方程

ax
2
+ bx + c = 0( a≠0)

时,如果判别式 b
2
- 4 ac < 0,就会遇到负数开平方的问题.最简单

的一个例子,是在解方程

x
2
+ 1 = 0

时,就会遇到 - 1 开平方的问题.

十六世纪中叶,意大利卡尔丹(Cardan,1545)在解三次方程

时,首先产生了负数开平方的思想.他把 40 看作 5 + - 15 与

5 - - 15的乘积,然而这只不过是一种纯形式的表示而已.当时,

谁也说不上这样表示究竟有什么好处.

为了使负数开平方有意义,也就是要使上述这类方程有解,我

们需要再一次扩大数系,于是,就引进了虚数,使实数域扩大到复

数域.但最初,由于对复数的有关概念及性质了解得不清楚,用它

们进行计算又得到一些矛盾,因而,长期以来,人们把复数看作不

能接受的“虚数”.直到十七世纪和十八世纪,随着微积分的发明与

发展,情况才逐渐有了改变.另外的原因,是由于这个时期复数

有了几何的解释,并把它与平面向量对应起来解决实际问题的缘

故.   

关于复数理论最系统的叙述,是由瑞士数学家欧拉(Euler)作

出的.他在 1777 年系统地建立了复数理论,发现了复指数函数和

三角函数间的关系,创立了复变函数论的一些基本定理,并开始把

它们用到水力学和地图制图学上.用符号“ i”作为虚数的单位,也

是他首创的.此后,复数才被人们广泛承认和使用.
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在复数域内考虑问题往往比较方便.例如,一元 n 次方程

a0 x
n
+ a1 x

n - 1
+ ⋯ + an - 1 x + an = 0( a0≠0),

其中系数 a0、a1 、⋯、an 都是复数,在复数域内恒有解.这就是著

名的 � �+代数学基本定理,它用复变函数理论来证明,是非常简洁的.

又如,在实数域内负数的对数无意义,而在复数域内,我们就可以

定义负数的对数.

在十九世纪,复变函数的理论经过法国数学家柯西(Cauchy)、

德国数学家黎曼( Riemann)和维尔斯特拉斯( W eierstrass)的巨大

努力,已经形成了非常系统的理论,并且深刻地渗入到代数学、解

析数论、微分方程、概率统计、计算数学和拓扑学等数学分支;同

时,它在热力学、流体力学和电学等方面也有很多的应用.

二十世纪以来,复变函数已被广泛地应用在理论物理、弹性理

论和天体力学等方面,与数学中其它分支的联系也日益密切.致使

经典的复变函数理论,如整函数与亚纯函数理论、解析函数的边值

问题等有了新的发展和应用.并且,还开辟了一些新的分支,如复

变函数逼近论、黎曼曲面、单叶解析函数论、多复变函数论、广义解

析函数论和拟保形变换等.另外,在种种抽象空间的理论中,复变

函数还常常为我们提供新思想的模型.

复变函数研究的中心对象是所谓解析函数,因此,复变函数论

又称为解析函数论,简称函数论.

复变函数是我国数学工作者从事研究最早也最有成效的数学

分支之一.我国老一辈的数学家在单复变函数及多复变函数方面

做过许多重要的工作,不少成果均已达到当时的国际水平.而今,

在他们的热忱帮助下,我国许多中青年数学工作者,正在健康成

长,不少人已在数学的各个领域中做出了许多优异的成绩.

·2·



第一章  复数与复变函数

复变函数就是自变量为复数的函数.我们研究的主要对象,是

在某种意义下可导的复变函数,通常称为解析函数.为建立这种解

析函数的理论基础,在这一章中,我们首先引入复数域与复平面的

概念.其次引入复平面上的点集、区域、约当曲线以及复变函数的

极限与连续等概念.

§1. 复   数

1. 复数域  形如

z = x + iy 或 z = x + yi

的数,称为 � �(复数,其中 x 和 y 是任意的实数, i合于 i
2
= - 1,称为

� 恳虚单位.实数 x 和 y分别称为复数 z的 � 恳实部和 � 恳虚部,常记为:

x = Re z, y = Im z.

复数 z1 = x1 + iy1 及 z2 = x2 + iy2 相等,是指它们的实部与

实部相等,虚部与虚部相等,即

x1 + iy1 = x2 + iy2

必须且只须

x1 = x2 , y1 = y2 .

虚部为零的复数就可看作实数,即 x + i·0 = x;因此,全体实

数是全体复数的一部分.特别,0 + i·0 = 0.

虚部不为零的复数称为 � 呸虚数;实部为零且虚部不为零的复数

称为 � 茋纯虚数.

复数 x + iy 和 x - iy 称为互为 � �1共轭复数,即 x + iy 是 x - iy

的共轭复数,或 x - iy 是 x + iy 的共轭复数.复数 z 的共轭复数
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常记为珔z.于是

x - iy = x + iy.

对于这样定义的复数.我们必须规定其运算方法.由于实数是

复数的特例,规定复数运算的一个基本要求是:复数运算的法则施

行于实数特例时,能够和实数运算的结果相符合,同时也要求复数

运算能够满足实数运算的一般定律.

复数的加(减)法可按实部与实部相加(减),虚部与虚部相加

(减).即复数 z1 = x1 + iy1 , z2 = x2 + iy2 相加(减)的法则是:

z1 ± z2 = ( x1± x2 ) + i( y1± y2 ),

结果仍是复数.我们称复数 z1 + z2 是复数 z1 与 z2 的 � �0和,称复数

z1 - z2 是复数 z1 与 z2 的 � 奸差.

复数的加法遵守 � 剑交换律与 � 剑结合律,而且减法是加法的逆运算,

这些都很容易验证.

两个复数 z1 = x1 + iy1 及 z2 = x2 + iy2 相乘,可按多项式乘

法法则进行,只需将结果中的 i
2
换成 - 1,即

z1 z2 = ( x1 x2 - y1 y2 ) + i( x1 y2 + y1 x2 ),

结果仍是复数,我们称它为 z1 与 z2 的 � ��积.

也易验证,复数的乘法遵守 � 列交换律与 � 列结合律,且遵守 � 列乘法对于 � 贉

加法的分配律.

两个复数 z1 = x1 + iy1 及 z2 = x2 + iy2 相除(除数≠0)时,可

先把它写成分式的形式,然后分子分母同乘以分母的共轭复数,再

进行简化,即

z1
z2
=
x1 x2 + y1 y2
x
2

2 + y
2

2

+ i
y1 x2 - x1 y2
x
2

2 + y
2

2

( z2 ≠0),

结果仍是复数,我们称它为 z1 与 z2 的 � 苬商.这里除法是乘法的逆运算.

全体复数并引进上述运算后就称为 � �/复数域.在复数域内,我们

熟知的一切代数恒等式,如象
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