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内 容 简 介

    李群、李代数理论，从其产生至令已有非常巨大的发展，并与理论物理等

学科有密切联系，现已成为数学中不可或缺的分支，被称为李理论.复半单李

代数是李理论中最基础、最重要的部分，同时也是最完善、最完美的部分.本

书全面系统地论述复半单李代数的基本理论.全书共分七章.内容包括:李代

数的基本概念，李代数半单性、幂零性、可解性的判别准则，复半单李代数的

结构、存在性、分类、有限维表示以及例外单李代数等，

    本书叙述深入浅出，循序渐进，宜于教学，有丰富的例子说明抽象的理

论，有适量习题培养学生能力.全书紧紧以复半单李代数为中心，将其完美的

理论和最精彩的内容展现给读者，同时联系于主题，还介绍了它与实半单李

代数、代数群、模李代数、Kac-Moody代数、完备李代数等众多分支的联系，

以及渗透于这些领域的研究成果.这为读者进一步学习李理论打下了良好的

基础，也使读者很容易进入研究前沿.

    本书可作为综合大学数学系高年级大学生、研究生复半单李代数课的教

材，也可供理论物理及相关专业的研究生、科技工作者阅读.
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前 七
              已

    我国实行学位制度以来，研究生教育有了很大的发展。人们逐

渐认识到:拓宽研究生的知识面是时代发展的需要。许多数学硕士

点和博士点都要求在研究生阶段设立专业基础课程，使得不同专

业、不同专题方向的研究生能对本专题以外的重要的、带基础性的

近代发展也有所了解。

    开设这类研究生专业基础课程的教材，当然是要介绍该方面

的基本概念和基本方法。但在涉及近代的发展上不应过于专门，要

照顾到各个不同分支的需要;也不能过于拘泥在技术细节上的推

导，而是要在总体上、思想方法上给读者对该学科的主要内容有一

个清晰的了解。因此在编写这类教材时，在深与广、精与粗、全貌与

专题等方面要掌握适度才能使大多数来自不同专题方向的学生受

益。

    国内过去出版的大量为本科生编写的教材，因其没有反映近

代的内容，不能满足需要;就是许多为研究生编写的教材，因其过

分专门而不适用。可喜的是最近几年，出现了一批经过一段教学实

践检验后符合上述要求的研究生专业基础课讲义。出版《天元研究

生数学丛书》就是为了推动这类教材的编写，促进我国数学研究生

培养水平的提高，希望得到数学界同仁们共同的关心和支持。

了江火
1995年3月于北京
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    中国第一个李群讨论班是由陈省身、华罗庚教授等在西南联

大执教时主持的.从那以后，李群与李代数的教学与研究在中国逐

步发展起来了.但是发展速度似乎太慢了.至今开设李群与李代数

课程的学校仍寥寥无几.而在数学发达的国家(如美国)，李群与李

代数已是很普遍的研究生课程.这是因为李代数及李群与现在数

学的许多分支密切相关，在现代物理学等其他学科中的应用也愈

益广泛而深刻.李代数，尤其是半单李代数，已经成为现代数学乃

至物理学(例如理论物理等)学者的必备基础.因而数学研究生了

解、掌握这门课程的基本理论是十分必要的了.

    笔者从事李代数的教学与科研等工作已有十余年了，深切感

受到进一步发展我国李代数的教学是将我国建成数学大国不可或

缺的一环.因而，在多次为南开大学数学系的大学生、研究生及南

开数学所的研究生讲授李代数及相关课程(如李群，Kac-Moody
代数等)，为南开数学所举办的代数几何年讲授李代数课程的过程

中，先后两次编写了李代数讲义(1985年，1989年).但我仍觉得应

该将所编讲义修改补充得更好.于是在1990年至1991年访美期
间也安排了时间来做这项工作.最终在加州大学伯克利分校的

Evans Hall 917室— 陈省身教授的办公室内完成了本书的初
稿.为此，笔者特别感谢陈省身教授的热情关怀与帮助，同时也深

切感谢资助本人访美的王宽诚教育基金会，

    沈光宇教授及许多专家、学者对初稿提出了宝贵的意见.笔者

根据这些金玉良言又对初稿进行了修改，才成为现在的样子.笔者

由衷地感谢他们!

    当然，要用这样一本小册子来论述李代数的全部理论(至今仍
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在快速发展)是不可能的.笔者只是希望将初学者引入李代数理论

中最基本、最重要也是最完善的部分— 复半单李代数的结构、存

在、分类及其有限维表示.本书分成七章来叙述这些问题.

    第一章介绍李代数及其表示的基本概念、基本性质以及许多

重要的李代数的例子.这些重要的李代数包括典型单李代数，也包

括在习题中出现的Heisenberg代数，Virasoro代数及loop代数
等一 则它们是抽象理论的原型，二则它们有广泛而重要的用途，

与许多学科密切相关，因而希望读者不要仅仅把它们作为例子来

看.

    第二章最终是建立半单李代数的判别准则.为达此目的，我们

首先介绍了可解李代数与幂零李代数.Engel定理与Lie定理是
极重要的两个定理.这两个定理的证明对初学者或许不太容易.初

学者了解这两个定理本身的意义及其在后面内容中的作用是至关

紧要的，对定理的证明可逐渐领会.我们在这章还引进了Cartan

子代数这个关键概念.用Cartan子代数就可建立可解李代数、幂

零李代数及半单李代数的判别准则.当然，Cartan子代数的作用

不仅仅限于建立这些准则，它对描写复半单李代数的结构有举足

轻重的作用.

    前两章虽然用以描述复半单李代数的笔墨不多，但这些都是

为建立复半单李代数理论的必要准备.我们还要指出两点.第一，

可解李代数与幂零李代数本身也为许多数学家所关注并有许多发

展.限于我们的目的，对这方面我们没有展开.第二，Killing型非

退化在许多书中，尤其是在李群，微分几何的书中，已被作为复

(实)半单李代数的定义.采用这种定义可以较快进入结构等理论

的研究.

    第三章论述复半单李代数根系，从而刻画其结构.复半单李代

数由复单李代数组合而成，而复单李代数由它的根系完全决定.而

根系的结构归结为其中的素根系，素根系又由它的Dynkin图决
定.因而复单李代数的结构由九种极简单的Dynkin图所描绘.数
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学的奇妙艺术性在这里有了极好的表现.Dynkin图不仅用来描绘

复单李代数的结构，现在也可以用来描绘实单李代数，Kac-Moody

代数以及一些别的数学结构.

    第四章论述复半单李代数的存在性，即证明对应九个Dynkin
图中的每个图都存在相应的有限维复单李代数.这章是由三个板

块组成.第一个板块是复半单李代数的Weyl群.Weyl群不仅在

存在性中起着重要作用，在分类理论与表示理论中也起着重要作

用.现在Weyl群的理论已经不仅限于复半单李代数这种情形了，
它已经有了很大的发展.第二个板块是一般李代数的通用包络代

数.通用包络代数建立了李代数与结合代数的关系，这是讨论一般

李代数的重要手段.第三个板块是自由李代数.任何李代数都是自

由李代数的商代数，单李代数也不例外.从这种观点来证明九种单

李代数的存在性是较为抽象的.但正因为其抽象，故可以统一证

明，无须一个个验证;并有很大的普遍性.例如，对应某种Dynkin
图的Kac-Moody代数的存在性也可以用这种方法来证明.因而，

我们放眼于今后进一步的发展，采用这种抽象的，有普遍性的方法

是值得的.

    第五章讨论复半单李代数的分类间题.当然，这个问题归结为

复单李代数的分类问题.本章证明了两个复单李代数同构的充分

必要条件是它们有相同的Dynkin图.为了证明分类定理，首先需

要证明Cartan子代数的共扼性.证明Cartan子代数的共扼性有

两种方法一 是用李群、微分几何的方法.这种方法虽然显得简单，

但必须以李群、微分几何为基础，其实也并不简单.而且，这样的证

明也难以推广.第二种方法是纯代数的方法.这种方法首先证明可

解李代数的Cartan子代数的共扼性，再证明复半单李代数的

Borel子代数的共扼性，从而得到Cartan子代数的共扼性.与

Borel子代数密切相关的是抛物子代数.复半单李代数的抛物子代
数、Borel子代数在齐性空间理论中有重要的作用.不仅如此，而且

近来发现它们在Building理论中也起重要作用.因而我们也顺便
                                                                                      3



给出了抛物子代数的结构.

    复半单李代数中有两组很重要的基— Weyl基与Chevalley
基.从Weyl基出发可以构造出紧致李代数继而紧致李群，再决定

实半单李代数与实半单李群，从而在Riemann对称空间等理论中

起关键作用.所以Weyl基是通向微分几何的桥梁。而Chevalley
基则是通向代数群、有限群(特别是李型单群)等的桥梁.可惜，由

于篇幅所限，我们只能将读者领至桥边.

    本章最后讨论了复半单李代数的自同构群.这个群与Weyl

群的关系极密切，与Dynkin图的图自同构群的关系也极密切.

    第六章论述复半单李代数的有限维表示理论.主要是有限维

表示的完全可约性，不可约表示同构的充分必要条件为其最高权

相同，最高权为支配整线性函数，不可约表示的特征标、重数公式

等重要公式.对应于每个支配整线性函数，对应的不可约表示存在

这一事实的证明我们也采用较为抽象的诱导表示，Verma模的方

法.其优点是，这种方法在其他数学结构(如李群、有限群、Kac-

Moody代数，顶点算子代数等)中也是行之有效的.这样做，有助

于我们以后收到触类旁通之效.

    李群、李代数和群论能够应用于许多数学分支与其他学科，在

某种意义上可以说就是它们的表示理论的应用.所谓表示就是将

抽象的李代数(李群、群等)中元素具体化为线性空间的线性变换.

本章的最后，将表示理论用于研究李代数本身，获得了重要的

Levi分解.这是一个应用表示论的很好的例子.
    至此，关于复半单李代数及其有限维表示的结构、存在与分类

的一幅美好和谐的画卷已展现在我们眼前.但若仔细玩味，就会感

到有点美中不足之处:对例外单李代数，除GZ在习题中有所触及

外，所知实在太少!当然，我们不必单纯去追求理论的完美.但近来

发现的例外单李代数的用途越来越多了，譬如，一种与E}密切相

关的顶点算子代数可用以研究最大阶的散在单群— 一魔群.为此，

我们在最后一章讨论复半单李代数的实现，主要是例外单李代数

    4



Gz , F4与E。的实现.而Es, E?都是E。的子代数.希望这里的讨论
不致于被认为是画蛇添足之笔.

    本书作为数学系研究生基础课或大学生选修课教材R}供一学

年用.如果只讲一学期，则可讲第一、二、三章与五章，但在讲第五

章之前，应先讲第四章中与Weyl群有关的部分.另一种选择是前

三章，Weyl群与第六章.后一种选择对于应用李代数于其他数学

分支或其他学科者也许更合适一些.当然，本书也可作为有关学

科，如理论物理等学科的参考书.
    虽然，笔者花了许多精力于此书，但鉴于笔者悟性甚低，并无

补天之才，且又囿于小小天地，难免孤陋寡闻，因而期待也预料将

有许多有识之君会赐教于笔者.笔者预先感谢诸君

    笔者还要感谢《天元研究生数学丛书》编委会的热忱支持，国

家自然科学基金委员会的资助及北京大学出版社尤其是刘勇先生

的辛勤劳动.

      作 者

1995年?.月于南开大学
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第一章 基 本概 念

    本章主要介绍李代数理论的最基本概念和一些重要的李代

数.这些重要的李代数有许多方面的应用，所以不能仅仅把它们作

为例子来看待.

    设A是域F上的一个mXn矩阵.我们以后经常使用下面一

些符号:ent�A表示A的第i行，第J列的元素;row,A表示A的

第i行;col户表示A的第J列.若m=n，即A是域F上的n阶

方阵，则用detA表示A的行列式;trA表示A的迹，即

trA一艺ent�A.

我们以记、表示集合S的恒等映射.

}l 李 代 数

    定义1. 1. 1 设9是域F上的线性空间，且0中有二元运算

(x,y)-}[x,刃(通常称为换位运算或括积)满足下列三个条件:

    1)此二元运算是双线性的;
    2)仁x,x]=0，̀dxEg，

    3) [x，仁y,z77+Cy，仁z,x]]-}-[z，Cx}y77=0，yx,y,zEg.

则称g为域F上的李代数(I,ie algebra).
    定义1. 1. 1中条件3)称为Jacobi恒等式.

    一个李代数g的维数即g作为线性空间的维数dimg.
    显然，如果域F的特征chF}2，则定义1.1.1中条件2)等价

于

    2} )  [.x,刃=一「y,x], tl.z',yEg，即二元运算是反对称的.此

                                                                                      1



时，二元运算只要对一个变量是线性的，自然就是双线性的了.
    定义l.1.1中条件3)与下列条件等价:

    3')[[x,y],z]}"[[y,z],x]+仁[z,x],y]=0，yx,y,zEg;

    3") [x，[J',z]]=[[x,.T],z〕十一[y，[x,z]]，F/x,y,zE$;

    3}}}) [[y,z],x]=[[y,x],z]-f-[y,[z,x]]，dx, y,z〔9"
    结合代数是代数学中另一类重要的代数结构.其定义如下:

    定义1. 1. 2 设a是域F上的线性空间，又是一个环，环的加

法与线性空间的加法一致，而且满足

          .1(ab)=(.la )·b=a·<.1b)， d}任F,a,bEa， (1)

则称。是F上的结合代数，常简称为代数.

    如果结合代数a作为环是交换的，则称a为交换的结合代数.

    域F上的n阶方阵的集合对通常的运算构成结合代数，域F

上的n元多项式的集合对通常的运算构成交换的结合代数，等等，

结合代数的例子不胜枚举.

    结合代数与李代数间有密切的关系，下面定理是这种关系表

现之一

    定理1. 1. 1 设。为域F'上的结合代数，在a中定义括积运

算如下:

                  [a , b] =ab一ba， da,bEa， <2)

则a对于这个括积与线性空间结构，构成F上的李代数.

    证 显然由(2)有

                    [a,a]=0，ba E a.

又设ai+}zEF;a�az,bE0..于是

          口ial-F-}zaz,h]=C.hal-}-.}zaz)b一b <.1a i -}-.lzbz ) .

由(1)与(2)知

            [}iai -{-}zaz +b〕二}1[ai,b] + }z[az,b].

最后，设a1,az,a3Ea，于是不难算出

        [al，[az,as]} = aiazaa一ala3a。一azaaai + a3azai，

        [az，[a�a, ] ] = aza 3a i一azala3一a3aiaz-}-ala3az，

    2



        [a3，[ai,az]]=asaiaz一a3aZa1一alaza3 + a2ala3，

故 〔a,，[az,a3]] }-[az，[a3,a1]]+[a3，仁a},az]]=0.

因而，a是一个李代数. 1

    今后，对结合代数a，总可以用上述括积将a视为李代数.反

过来的问题是:是否任何一个李代数都可以用这种方法构造出

来?回答是肯定的.我们将在第四章中论述这个答案，

    现在，我们还回到李代数的讨论上来.先看几个简单的例子.

    例1. 1. 1 以gl(n,F)表示域F上所有n阶方阵的集合.对通

常的运算gl(n,F)为结合代数，于是也是李代数，其括积为

            [A,B]=AB一BA，yA,BEgI(n,F).

gl(n,F)是F上，z维李代数，称为一般线性李代数。为方便起见，
我们仍用gl(n,F)①表示域F'上n阶方阵的李代数，
    例1. 1. 2 令

              sl(n,F)二{AEgI(n,F)}trA=o}，

则对于例l. 1. 1中的换位运算,sl(n,F)是nz一1维李代数，称为

特殊线性李代数.

    例1. 1. 3 以g1 (V)表示线性空间V的所有线性变换的集

合.熟知gl(V)是一个线性空间.在g1 (V)中定义换位运算为

        [} ，，]一,}.}一，J犷， d̀} ,}Egl(V).

容易证明g1 <V)是一个李代数，亦称为一般线性李代数.

    例1. 1. 4设。二{x= (.xi，二:，⋯，二。>E}"}Ix}l<E}，其中R

为实数域，sEX,s>0.以C‘(饥)表示定义在m上的实解析函数的

集合。显然，C"(m)是R上的无限维线性空间.令

_ 、 I_ n 、 a } 、___. 、)

}}m’一(L一臼},(x) ax  I J-},(x)  } C-"'(111))·

    ① 以后gl(n,F)既表示域F上。阶方阵的集合，也表示其李代数.其他如gl<V),
sl(n,F),sl(V),so<n),so(V),sp(n,F)，sp(V),zt(n)，u(V),b(n,F),}(m),#(n,F)，
tt(n,F)等类似既表示相应的集合，也表示其相应的李代数.



}(m)中任一元素

义为

        L(f(x))一

一习f}, (x )
  a

c}x,是C"(m)的线性变换，其定

艺，:(x)
d.f (x)
  日x,

b .f(x) E C'"(m).

容易验证，(m )是R上的无限维线性空间.在}(m)中定义换位

运算为

            [L,M]----LM一MI,， bL,ME }D(m)，

则}(m)为无限维李代数.

事实上，如果I,一

[I ,M]=乙艺
.今} ,=i

睿川!，a}} <x) 2x, ,,_} “一勿.x) ax,,-, 则
(Fc}(x) 2.1,(x)2x,一、(x)弩)2ax, '

故[L,M]E}(m).换位运算满足定义条件是容易检验的.

定义1. 1. 3 若域F'上的李代数9中元素二，y满足

                    Cx,y]一。，

则称x,y是交换的.若9中任意二元素均是交换的，则称9为交换

李代数或Abel李代数.

    显然，交换结合代数a所确定的李代数是交换李代数.

    例1. 1. 5 设V是域F上的线性空间.定义-

                  [x , y〕二0，bx,yEV，

则V是交换李代数.

    例1. 1. 6 设b(n,F)为域F'上n阶对角方阵的集合，即
        b(n,F)={AEgI(n,F) }A二diag(al,az，⋯}an}}，

则对例1.1.1中的换位运算，b(n,F')是n维交换李代数.

    定义l. 1. 4 设xl,x2,...,x，是域F'上n维李代数q的一组
基，于是有}'; EF,1<i, j,k、使得

          [二‘,x,]一乙C';xk,   1 :，，G n"
                                                      k ̂1

我们称{Ci } 1<z, j,kGn}为李代数9对于基xi,xz,...,x，的结构
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