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前   言

本教材是在 1985 年编写的讲义基础上修订而成。它可用于有关研究生 (班 )、

力学班学生以及本科高年级学生作为《分析力学》必修课或选修课教材或参考书。

在使用时 ,根据不同对象的要求, 内容也应有所不同。

作为分析力学教材, 为了系统性, 把目前通用的多学时《理论力学》教材中已

有的虚位移原理、达兰贝尔原理、第二类拉格朗日方程等内容仍编入其中。在使用

时, 可根据实际情况进行取舍。为了避免重复,对有些内容 ,如微振动理论、高等动

力学、运动稳定性等内容不再编入, 因为这将在有关课程中讲述。所要用到的有关

数学知识 ,也较详尽地编入本书。

从内容安排上 ,力求从简到难、由浅入深、循序渐进。因分析力学涉及面很广,

内容颇为深奥, 为使学生能在较短时间内, 对它有一较为全面的了解 , 本书着重阐

述基本理论,并通过众多例题帮助读者对原理的理解和应用。

凯恩方法是近几年中提出的新方法 ,现将它作为一章编列在后。此章内容主

要取材于吴镇教授的《分析力学》。

在编写过程中舒仲周教授以及黄安基教授、徐昭鑫教授、张宝珍副教授、高淑

英教授等对编写提纲提出了不少指导性意见, 在此深表谢意。

编  者
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绪  言

以牛顿运动定律为基础建立起来解决力学问题的科学体系称为矢量力学或牛顿力学, 此

方法有时称为牛顿方法。它涉及的量如力、速度、加速度等多半是矢量, 其中力和动量是两个基

本的量。然而对于一个众多质点(或刚体)受有众多约束的质点系来说, 势必求解一个含有众多

未知约束力的联立方程组, 于是牛顿方法就显得不很方便。因此,从 18世纪末、19 世纪初, 随

着工业革命的迅速发展,多约束少自由度的复杂机器不断涌现, 迫切需要寻求一种解决此类问

题的更为有效的方法,于是分析力学就应运而生了。

分析力学是以拉格朗日( Lagrange 1736—1813)和哈密顿( Hamilton 1805—1865)等所建

立的变分原理为基础,将力学的基本定律表示为分析数学的形式, 通过分析方法来解决任意力

学体系运动问题。它所涉及的量是标量,其中力学函数(或势函数)和动能为两个基本的量。

由此看来,矢量力学和分析力学只是同一个力学领域中应用不同的数学描述而已。以后将

会看到,对于自由质点或比较简单的工程问题, 两种方法无优劣之分,有时, 后者反而显得麻烦

一些。但是,对于许多复杂的力学问题, 分析力学就显示出其优越性。原因是分析力学所注重

的不是力和加速度,而是具有更广泛意义的能量。同时, 由于分析力学方法对于坐标的选择和

坐标变换都是完全自由的,故可以适当选取坐标——广义坐标作为描写机械运动的独立变量。

由于在方程中巧妙地消去了“理想约束”, 减少了在方程中的未知量数目, 从而简化了数学运

算,提高了解题效率。

分析力学由于是从能量观点来研究力学问题,故它具有更广泛的应用价值。许多新兴学

科,如量子力学、相对论力学、电动力学、连续介质力学、天体力学、统计力学⋯⋯等等都可以用

到分析力学的理论和方法。
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第一章 基 本 概 念

§ 1—1 约束、约束方程及其分类

  谈到物体的运动,首先必须指出运动是相对于哪一个物体而言的, 该物体称为参照物。与

其固结的坐标系称为参考坐标系(简称参考系)。凡惯性定律适用的参考系称为惯性参考系。物

体相对于不同的参考系有不同的运动。物体相对于惯性参考系的运动称为绝对运动。如假设

把固结于地球上的坐标系近似视为惯性参考系(研究地球表面上物体的运动)。此后, 如无特别

说明,运动均指绝对运动。

图 1— 1

由有限个质点或无穷多个质点(相对而言)所组成的系统

称为质点系。其中任一质点m i, 它在空间的位置可以由矢径 r i

来决定,也可以由矢径 r i 的三个直角坐标 x i、yi、zi 来决定(图

1—1)。若组成质点系的各个质点之位置和速度不受限制, 即

每一个质点均可在空间占有任意位置和具有任意速度, 则称

此质点系为自由质点系统,简称自由系统。若由 n 个质点所组

成的自由系统,要完全确定整个系统的位置就需要有 3n 个坐

标。

事实上, 绝大多数质点系其各个质点及其之间的位置和

速度有某种联系,它们各自不能自由运动, 则称此系统为非自由质点系统,简称非自由系统。对

非自由系统各个质点的位置和速度所加的几何学或运动学限制称为约束。其数学方程式称为

约束方程。

图 1— 2

根据约束的性质和约束方程式的形式, 约束可以按不同

的方法进行分类。

1. 几何约束和运动约束

如果约束只限制质点或质点系在空间的位置,则称为几

何约束,其约束方程可表示为质点坐标的函数。

例如, 由摆长为 l 的无重直杆所组成的球摆(图 1—2)。摆

锤被限制在半径为 l 的球面上运动, 其约束方程为

x
2
+ y

2
+ z

2
- l

2
= 0 ( 1)

在式( 1)中仅为坐标的函数, 故为几何约束。写成一般形式,则

f α( x i, yi, zi) = 0 ( 1—1)

α= 1, 2⋯k

如果除了限制质点的位置以外,还限制质点的速度, 则称此种约束为运动约束或微分约束

(当约束方程中的各项遍乘以 dt 后)。其约束方程中既包含质点的坐标, 还包含质点的速度的

投影或坐标的微分。

例如,半径为 r 的车轮在直线轨道上作纯滚动(图 1—3) ,其一个约束方程为

·2·
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图 1— 3

yC - r = 0 ( 2)
由接触点 A 处速度为零, 即

vA = 0
即可得到另一个约束方程,即

x�C - r θ
¡¤

= 0 ( 3)

或 dx C - r dθ= 0 ( 4)

  显然式( 2)为几何约束方程。式( 3)或式( 4)为运动约束方

程或微分约束方程。式( 4)对时间 t 进行积分后为

x C - rθ= 0(常数) ( 3�)

实际上变为几何约束, 故此类约束也可称为可积分的微分约束。

又如, 质量均为 m 的质点 m 1、m 2 , 由长为 l 的无重直杆相连, 在一固定的平面上运动 (图

1—4)。设杆的中点 C的速度只可以沿着杆的方向, 则系统的约束方程为

图 1— 4

( x 1 - x 2 )
2
+ ( y 1 - y 2 )

2
- l

2
= 0 ( 5)

x�1 + x�2
x1 - x 2

=
y�1 + y�2
y1 - y 2

( 6)

显然,式( 5)为几何约束方程,式( 6)为运动约束方程。进

一步可以证明,它是一个不可积分微分约束方程。对于运动约

束方程写成一般形式,则为

f β( x i, yi, zi, x�i, y�i, z�i) = 0 ( 1—2)

β= 1, 2, ⋯r

顺便指出,如何判别一个微分约束方程是否可积分呢?现

简单说明如下。

由于在实际问题中,运动约束方程中往往只含有速度的

一次项,即所谓的线性运动约束(本书只讨论此类运动约束类型)。设以 q1 , q2 ,⋯⋯qn 来描述系

统的运动,其线性运动约束方程可表为

a 1q�1 + a 2 q�2 + ⋯+ anq�n+ a 0 = 0

或写成微分形式

a 1 dq1 + a 2 dq2 + ⋯+ a ndqn+ a 0 dt= 0

式中, a 1、a 2、⋯、a n 为系数,一般说来它们是 q和 t 的函数。

从上式可以看到,它是微分多项式, 如果它的系数 a 满足下面条件:

�ai
�qj

=
�a j

�qi
,
�a 0

�qi
=
�ai
�t

, i, j = 1, 2,⋯n

那么上述微分多项式为某一函数 F ( q1 , q2 ,⋯qn ; t)的全微分, 故可以积分之, 此称为可积分运

动约束,否则为不可积分运动约束。其证明请参阅有关著作。

2. 定常约束和非定常约束

若所讨论的约束不随时间而变时,则称为定常约束, 又称稳定约束。即在它们的约束方程

中不显含时间 t, 所以又称不含时约束。以上所讨论的约束类型均为定常约束,其一般形式如

式( 1—2)。

如果约束是随时间而变的,则称为非定常约束, 又称非稳定约束。即在它们的约束方程中

一定会显含时间 t, 所以又称含时约束。
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例如,一摆长为 l 的单摆,在铅垂面内摆动(图 1—5) , 假设其悬挂点 o�以匀速 v沿水平线

运动,则摆锤 A 的约束方程为

图 1—5

( x - vt)
2
+ y

2
- l

2
= 0 ( 7)

上式中显含时间 t, 故为非定常约束。

非定常的几何约束方程的一般形式表示为

f α( xi, yi, z i; t) = 0, α= 1, 2, ⋯k ( 1—3)

非定常的运动约束方程的一般形式表示为

f β( x i, y i, z i; x
·

i, y
·

i, z
·

i; t) = 0, β= 1, 2,⋯r ( 1—4)

对于运动约束, 今后只限于讨论约束方程为质点速度的线

性函数情形,即

∑
n

i= 1

( aβix
¡¤

i + bβiy
¡¤

i + cβiz
¡¤

i) + dβo = 0 ( 1—5)

β= 1, 2, ⋯r

或表示为微分形式,即

∑
n

i= 1

( aβidx i + bβidyi + cβidz i) + dβ0 dt = 0 ( 1—6)

β= 1, 2, ⋯r

式中, aβi、bβi、cβi、dβo均为 x i、yi、zi和 t的函数, 同时还假定 aβi、bβi、cβi不同时为零。

应该认识到,这些约束方程必须在求解运动微分方程以前就能够写出来, 即约束方程本身

不受被约束物体运动的影响。

3. 双面约束和单面约束

在任何时刻质点始终都不能脱离约束,称为双面约束, 又称为固执约束或不可解约束, 其

约束方程式以等式表示。如前面已提到的由刚性直杆的球摆约束,为双面约束。

质点所受约束在某一方向上存在,而在另一方向上不存在, 即质点可能脱离约束, 称此为

单面约束,又称为非固执约束或可解约束, 其约束方程式以不等式表示。

如球摆用一细绳作摆长(图 1—6) , 当绳拉紧时(即受力时, 图 1—6a ) ,则约束方程为等式,

图 1— 6

即 x
2
+ y

2
+ z

2
- l

2
= 0

当绳松弛时(即不受力时, 图 1—6b) ,则约束方程为不等式, 即

x
2 + y

2 + z
2 - l

2 < 0

两式合并,则为
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x
2
+ y

2
+ z

2
- l

2
≤0

又如一质点在半径为 r 的球面上,则约束方程也为不等式, 即

x
2 + y

2 + z
2 - r

2≥0

故单面约束方程的一般形式表示为

f β( xi, yi, zi; x
·

i, y
·

i, z
·

i; t)�0 ( 1—7)

4. 完整约束和非完整约束

几何约束和可积分的微分(运动)约束统称为完整约束,如式( 1)、式( 2)、式( 3)和式( 7)等。

不可积分的微分(运动)约束称为非完整约束,如式( 6)。

所有约束均为完整约束的质点系称为完整系统。只要存在有一个或一个以上的非完整约

束的质点系称为非完整系统。

§ 1—2 自由度与广义坐标

一个自由质点在空间的位置,需用三个独立坐标来确定。由 n 个质点(以后凡不另说明均

设为 n 个质点)组成的自由质点系, 则需要有 3n 个独立坐标才能完全确定。

对于非自由系统来说,由于受到一些约束的限制, 系中各质点的位置坐标将满足一定的约

束条件而不是完全独立的。设一非自由系统, 受有 k个完整约束, 则 3n 个坐标需满足 k 个约束

方程,只有 3n- k 个坐标是独立的,而其余 k个坐标则是这些独立坐标的给定函数。这样, 要确

定系统的位置只需要 3n- k 个独立坐标就足够了。确定一个具有完整约束质点系的位置所需

要的独立坐标的个数称为该质点系的自由度数,简称自由度。用 N 来表示,即 N = 3n- k。

图 1—7

例如,一个自由质点在空间有 3个自由度。若将它约束在一

个平面上,则有 2个自由度。假如此质点再用一根刚性杆与平面

上某一固定点相连,则此质点只有一个自由度了。

又如, 双锤摆(图 1—7)在铅垂平面内摆动, 则摆锤 A 和 B

的四个坐标 x A、yA、xB、yB 要满足下面两个约束方程:

x
2
A + y

2
A = l

2
1

( xB - x A ) 2 + ( yB - yA ) 2 = l 2
2

因此,只有两个坐标是独立的, 故此系统只有两个自由度。

又如, 平面曲柄连杆机构(图 1—8)。A、B 两点四个坐标

x A、y A、x B、y B 要满足下面三个约束方程式:

x 2
A + y 2

A = r 2

( x B - x A )
2

+ ( yB - yA )
2

= l
2

y B = 0

因此,只有一个坐标是独立的, 故此系统只有一个自由度。

独立坐标可以任意选择, 不过,在一般情形下, 用直角坐标表示其独立坐标并不总是很方

便的。有时还会破坏独立坐标的唯一性。例如, 图 1—7所示双锤摆选取 x A、x B (或 yA、y B , 或其

它)作为独立坐标, 则对应于这组坐标各有上、下(或左、右, 或其它)两个不同的可能位置。显然

以它们为独立坐标是不适宜了。如选用φ和 θ为独立坐标, 则很方便且唯一地确定质点系的位

置。各质点的直角坐标可表示为φ和 θ的单值、连续函数,即
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x A = l 1 sinφ

y A = l 1 cosφ

x B = l 1 s inφ+ l 2 s inθ

y B = l 1 cosφ+ l 2 cosθ

又如图 1—8 所示的曲柄连杆机构, 如选 φ为独立坐标, 则也很方便且唯一地确定系统的

位置,各质点的直角坐标可表示为 φ的单值、连续函数,即

图 1—8

x A = r cosφ

yA = rs inφ

x B = rcosφ+ l
2
- r

2
s in

2
φ

yB = 0

唯一地确定质点系位置的独立变量称为广义坐标。例

如上述双锤摆中的角φ和 θ是广义坐标。曲柄连杆机构中

的角φ也是广义坐标。此处,其“广义”二字有两种含义, 一

是, 它们是独立坐标, 以区别于其它一般 (非独立)坐标;二

是,它们可以是线量, 也可以是角量,甚至于其它的几何量或物理量。

对于同一系统,广义坐标可能有多种选择。但不管如何选取, 同一组内的各广义坐标首先

应彼此独立的;其次组与组之间广义坐标有何关系呢? 从数学上来说, 它们必须要满足一定的

条件。如对于由 n 个质点组成的自由系统, 有 N ( = 3n)个变量 x 1、x 2、⋯x N ;另用任何其它 N 个

变量 q1、q2、⋯qN 来表示为

x i= f i( q1、q2、⋯qN ) , i= 1, 2, ⋯N ( 1—8)

由于是自由系统, 所以 N 个 x i之间必须不能有任何关系存在, 因此这 N 个函数 f i 之间是相

互独立的,也不能存在任何关系。在数学上则要求其雅科毕行列式不为零(其证明请参阅有关

专著) , 即

�( x 1、x 2、⋯x N )
�( q1、q2、⋯qN )

=

�x 1

�q1

�x2

�q1
⋯
�xN

�q1

�x 1

�q2

�x2

�q2
⋯
�xN

�q2

�x 1

�qN

�x2

�qN
⋯
�xN

�qN  

á 0 ( 1—9)

上式即是 N 个广义坐标 q1、q2、⋯qN 不存在任何关系的充要条件。

例如, 一自由质点 m 在空间的直角坐标表示为 x、y、z;也可以用圆柱坐标 ρ、θ、z 来表示

(图 1—9a ) , 则

x = ρcosθ

y= ρsinθ

z= z

( 1)

显然
�( x、y、z )
�(ρ、θ、z)

=

cosθ sinθ 0

- ρsinθ ρcosθ 0

0 0 1

= ρ

除非ρ= 0(即原点) , 其它各处雅科毕行列式都不为零,故 ρ、θ、z 是各自独立的。

·6·
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若用球坐标 r、θ、φ来表示,如图 1—9( b)所示。它们之间的关系为

图 1— 9

x = rcosθcosφ

y = r cosθsinφ

z = r sinθ

( 2)

通过计算其雅科毕行列式知, r、θ、φ也是各自独立的。故一个自由质点的 x、y、z 或 ρ、θ、z

或 r、θ、φ都可以作为广义坐标。

如果是非自由系统中有含时的几何约束, 那么广义坐标的个数仍然是 N = 3n - k, 其中 k

是几何约束个数和含时的几何约束的个数的总和。

对于非完整系统,若该系统受有 k个完整约束和 r 个非完整约束,则广义坐标的个数仍为

m= 3n- k

式中, m 表示广义坐标个数。但是由于存在有 r 个非完整约束, 故其自由度变为

N = m- r= 3n- k- r

由此可见,对于非完整系统, 广义坐标数与系统的自由度不相等,其原因将在以后讨论。

总之,对于由 n 个质点所组成的质点系,若是自由系统, 则它的自由度 N = 3n, N 为最大;

若是完整系统, 由于受有 k个完整约束, 故自由度变为 N = 3n - k, N 减少了。若是非完整系

统,由于受有 k个完整约束和 r 个非完整约束,故自由度变为 N = 3n- k- r , N 更少了。可见,

一个非自由系统,其约束越多(无论是完整或非完整约束) , 则自由度越少。因此所选的独立变

量越少,相应的独立方程式数目也将越少。这比用 3n 个直角坐标和 k 个约束方程求解方便得

多。这样, 有了约束不但不增加求解动力学问题的困难,反而有利于解题, 这是分析力学的一大

优点所在。

§ 1—3 实位移、可能位移与虚位移

当一个非自由系统在某一初始条件下运动, 其内各质点的矢径 r i ( i= 1, 2, ⋯n )既满足动

力学微分方程和初始条件, 又满足所有约束方程, 称此种运动为真实运动, 意为实际上发生的

运动。在真实运动中各质点所产生的位移称为实位移。设一完整系统,其约束方程为

f α( r 1 , r 2 , ⋯r n ; t) = 0,α= 1, 2,⋯k

或 f α( x 1 , y1 , z1 , x 2 , y 2 , z 2 ,⋯x n , yn , z n ; t) = 0

α= 1, 2,⋯k

为了书写简便, 我们改用 x 1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 , x6 , ⋯x3 n- 2 , x 3n- 1 , x 3n代表 x1 , y 1 , z 1 , x 2 , y2 , z2 , ⋯x n ,
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y n , zn (注:以下将无一固定用法, 视方便而用) , 这样上式可改写为

f α( x 1 , x 2 , ⋯x3 n ; t) = 0,α= 1, 2,⋯k ( 1)

当 t 到 t+ dt,质点所产生的无穷小实位移用 dr i( i= 1, 2,⋯n)表示,其直角坐标形式表示为 dxi

( i= 1, 2,⋯3n) ,也应满足约束方程式( 1) ,即

f α( x 1 + dx 1 , x 2 + dx2 , ⋯x 3n+ dx 3n ; t+ dt) = 0 ( 2)

将上式按台劳级数展开得

f α( x 1 + dx 1 , x 2 + dx 2 ,⋯x 3n+ dx3 n ; t+ dt)

        = �f α( x 1 , x 2 , ⋯x 3n ; t) +
�f α
�x 1

dx 1 +
�f α
�x 2

dx2 + ⋯+
�f α
�x3n

dx 3n

+
�f α
�t

dt+ 高阶项= 0

在上式中略去高阶项,并应用式( 1) ,得到实位移应满足的方程为

�f α
�x 1

dx 1 +
�f α
�x2

dx2 + ⋯+
�f α
�x3n

dx 3n+
�f α
�t

dt= 0

把它缩写为

∑
3n

i= 1

�f α
�xi

dxi+
�f α
�t

dt= 0,α= 1, 2,⋯k ( 1—10)

它也可以由约束方程( 1)直接求微分而得到。对于定常约束情况, f α不显含时间 t, 故有

∑
3 n

i= 1

�f α
�xi

dx i= 0,α= 1, 2,⋯k ( 1—11)

凡是只满足约束方程的无穷小的位移是约束所允许的位移称为可能位移。由于它只要求

满足约束条件,不一定要满足动力学方程和初始条件, 故它可能有好几个或无数多个。显然实

位移因其满足约束条件,所以也是可能位移。它是许多可能位移中的一个, 又因为实位移又要

满足动力学微分方程和初始条件, 所以它只有一个。不难得出,可能位移也应满足方程 ( 1—

10)或( 1—11)。

例如,一质点 M 被约束在一个半径为 R 固定的球面上运动(图 1—10) ,其约束方程为

图 1—10

x
2
+ y

2
+ z

2
= R

2

t+ dt 后,质点应满足

xdx + ydy + z dz = 0

或 rdr= 0

可见, 满足上述方程的 dr 或 dx、dy、dz 有无数多个, 它们就是

在球面上 M 点( x、y、z)处切平面上的任意矢量 dr(图中画出五

个)这些都是可能位移。而质点 M 的实位移既要满足约束条件

又要满足动力学方程和初始条件,所以它只能在球面 M 点处切

平面上并与 M 点真实轨迹相切的那一个位移(图中用实线表

示) , 才是实位移。显然它只是可能位移中的一个而已。

任意两个可能位移之差定义为虚位移,记为 δr i( i= 1, 2,⋯n)或 δx i( i= 1, 2,⋯3n) ,即

δr i = dr
�
i - dr

″
i , i= 1, 2,⋯n

或 δxi = dx�i - dx″i, i= 1, 2,⋯⋯3n

式中, dr
�
i、dr
″
i 分别代表两个可能位移。dx

�
i、dx

″
i同理。
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对于定常约束的情况,则两个可能位移 dx�i、dx″i应分别满足方程式( 1—11) ,因此有

∑
3 n

i= 1

�f α
�x i

dx�i= 0,∑
3n

i= 1

�f α
�xi

dx″i= 0, α= 1, 2, ⋯k

两式相减,并根据虚位移的定义, 得

∑
3n

i= 1

�f α
�x i
δxi= 0, α= 1, 2, ⋯k ( 1—12)

比较式( 1—12)和( 1—11)可见,在定常约束情况下, 虚位移就是可能位移。因此实位移也是无

数虚位移中的一个。

对于非定常约束的情况,则两个可能位移 dx�i、dx″i应分别满足方程式( 1—10) ,因此有

∑
3n

i= 1

�f α
�xi

dx�i+
�f α
�t

dt= 0

∑
3n

i= 1

�f α
�x i

dx″i+
�f α
�t

dt= 0, α= 1, 2,⋯k

两相相减,并根据虚位移的定义, 得

∑
3n

i= 1

�f α
�x i
δxi= 0, α= 1, 2, ⋯k

上式与式( 1—12)完全相同, 比较式( 1—12)和式 ( 1—10)可见, δxi 和 dx i 所满足的方程不相

同。前者是与时间无关,而后者是与时间有关。在非定常约束情况下,因约束是随时间而变动,

则其某一时刻的虚位移,可以把约束在该时刻加以“冻结”而在其约束允许条件下的位移, 即为

质点的虚位移。因此,它不一定是可能位移, 更不一定是实位移了。

例如, 一质点 M, 在一水平面上作曲线运动 (图 1—11a ) , 水平面若是固定的, 即为定常约

束。M 点的实位移是在水平面上,且在 M 点的切线方位,其指向也可以确定( dr 用实线表示)。

而可能位移是在水平面上,过 M 点的任意方向上的位移( dr 用虚线表示)。它是无数多个, 虚

位移与可能位移一样是在水平面上, 过 M 点的任意方向上的位移 (用 δr 表示) , 也是无数多

个。

图 1— 11

水平面若以匀速率 v 上升运动 (图 1—11b) , 这是非定常约束, 此时 M 点的实位移是从 t

瞬时平面Ⅰ上 M 点到 t+ dt 瞬时平面Ⅱ上 M�点( dr 用实线表示) ,可能位移是从 t 瞬时平面Ⅰ

上 M 点到 t+ dt 瞬时平面Ⅱ上任意一点( dr 用虚线表示)。而虚位移仍在 t 瞬时平面Ⅰ上在 M
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点任意方向上的位移(用 δr 表示)。

因此,对于虚位移也可定义为:在约束所允许的条件下与时间无关的任意微小的位移。它

纯粹是一个几何概念,在数学上即为等时变分。

非自由系统的虚位移,是指在约束允许的条件下, 质点系中各质点所具有的、几何相容的

一组虚位移。由于质点之间有约束联系着,故各质点的虚位移之间有一定的关系。其中独立的

虚位移个数等于质点系的自由度数。其虚位移求法有下面两种。

( 1)几何法

我们仅限于讨论定常约束的情形。在此条件下, 因为实位移是虚位移中的一个,因此, 可以

用求实位移的方法求各质点虚位移之间的关系。又由运动学知, 质点的实位移与其速度成正

比,即 dr = v·dt,故可以用求速度的方法来求各质点实位移之间的关系。最后, 我们可用求速

度的几何法来分析质点系的虚位移。

下面以曲柄连杆机构为例来说明分析质点系的虚位移的几何法。如图 1—12( a )所示, 设

曲柄 oA 以角速度ω转动,由运动学知, 曲柄销 A 的速度大小 vA = rω, 方向垂直于 oA。滑块 B

的速度 vB 方位沿 x 轴。连杆 AB 作平面运动, 此瞬时其瞬心为 C, 则 A、B 两点速度大小之间

的关系为

图 1— 12

vB

vA
=

BC
AC

=
sin(φ+ ψ)

cosψ

即 vB =
sin (φ+ ψ)

cosψ
vA

用平面运动速度投影法,同样可以求出上述之关系。

因是定常约束,故可借助 A、B 两点的速度的关系求得该两点虚位移大小之间的关系。

δr B =
sin (φ+ ψ)

cosψ
δr A

δr A、δr B 的方向如图 1—12( b)所示。

这是一个自由度的质点系,故只有一个独立虚位移, 选广义坐标为 φ,其独立变分 δφ, 则 A

点虚位移为δr A = rδψ, B 点的虚位移为 δr B =
sin(φ+ ψ)

cosψ
·rδφ, 它们在 x、y 轴上的分量分别为

δxA = - r sinφδφ

δyA = rcosφδφ

δx B = - r
s in(φ+ ψ)

cosψ
δφ= - r sinφ〔1 +

rcosφ

l
2

- r
2
sin

2
φ
〕δφ

·01·



δy B = 0

( 2)解析法

这是较为普遍的一种方法。先通过两个简单例题说明,再推广到一般情况。

为了便于与几何法比较,仍以曲柄连杆机构为例, 将各质点的坐标表示为广义坐标 φ的函

数: "

x A = r cosφ,         �y A = r sinφ

x B = rcosφ+ l
2
- r

2
sin

2
φ, y B = 0

设曲柄的虚位移用广义坐标φ的变分δφ表示, A、B 两点的虚位移在 x、y 轴上的分量可对

上述各式求变分得

δx A = - r sinφδφ

δyA = rcosφδφ

δx B = - r sinφδφ-
1
2

2r
2
sinφcosφ

l
2

- r
2
sin

2
φ
δφ

= - r sinφ〔1 +
rcosφ

l
2

- r
2
sin

2
φ
〕δφ

δy B = 0

当φ<
π
2

, φ+ ψ< π, δφ> 0 时,上式中负号表示沿 x 轴负向。这与上述几何法所得的结果相同。

又如图 1—7 所示的双锤摆, 摆锤 A 和 B 有四个坐标, 要满足两个约束方程, 故系统只有

两个自由度。选角φ和 θ为广义坐标, 则 A、B 两点坐标可表示为广义坐标的函数, 即

xA = l 1 sinφ, yA = l 1cosφ

x B = l 1 sinφ+ l 2 sinθ, yB = l 1 cosφ+ l 2 cosθ

质点系的虚位移可用广义坐标的独立变分 δφ、δθ表示, 求 A、B 点的虚位移可对上式求变分,

得

δxA =
�x A

�φ
δφ+
�xA

�θ
δθ= l 1cosφδφ

δyA =
�yA

�φ
δφ+
�y A

�θ
δθ= - l 1 sinφδφ

δx B =
�x B

�φ
δφ+
�x B

�θ
δθ= l 1 cosφδφ+ l 2 cosθδθ

δy B =
�yB

�φ
δφ+
�yB

�θ
δθ= - l 1 sinφδφ- l 2 sinθδθ

  通过以上例子看出,几何法较为直观, 在少自由度系统中,求解也较为简单, 但对多自由度

系统中,由于涉及复合运动中复杂的速度矢量之间关系, 并不能显示出它的优越性。而解析法,

归结为变分方法,它与求微分方法相似, 在一般情形下不会发生困难, 尤其多自由度系统更显

出其优越性。

现在讨论一般情形。设一非自由系统,受到 k个完整、双面约束, 有 N = 3n- k 个自由度,

选 N 个广义坐标 q1 , q2 , ⋯qN。则各点直角坐标表示成广义坐标的函数为

xi= xi( q1 , q2 ,⋯qN ; t)

yi= y i( q1 , q2 ,⋯qN ; t)

zi= z i( q1 , q2 ,⋯qN ; t)

( 1—13)
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或 r i= r i( q1 , q2 , ⋯qN ; t)

i= 1, 2,⋯n

质点系的任意虚位移可用广义坐标的 N 个独立变分δq1 , δq2 , ⋯δqN , 表示。各点的虚位移δr i 在

坐标轴上的投影可对式( 1—13)求变分得到:

δx i=
�x i
�q1
δq1 +
�x i
�q2
δq2 + ⋯+

�xi
�qN
δqN = ∑

N

j = 1

�xi
�qj
δqj

δyi=
�yi
�q1
δq1 +
�yi
�q2
δq2 + ⋯+

�yi
�qN
δqN = ∑

N

j = 1

�yi
�qj
δqj

δzi=
�z i
�q1
δq1 +
�zi
�q2
δq2 + ⋯+

�zi
�qN
δqN = ∑

N

j = 1

�zi
�qj
δqj

( 1—14)

i= 1, 2,⋯n

写成矢量形式为 δr i=
�r i

�q1
δq1 +
�r i
�q2
δq2 + ⋯+

�r i
�qN
δqN = ∑

N

j = 1

�r i
�qj
δqj ( 1—15)

i= 1, 2,⋯n

式( 1—14)和式( 1—15)表明质点系任一质点的虚位移是广义坐标独立变分的线性组合。

小  结

约束、自由度、广义坐标、虚位移是分析力学几个基本概念。

1. 约束及约束方程

对于系统中的质点的位置和速度所加的几何学或运动学的限制称为约束。约束的数学表

示式称为约束方程。

2. 约束的类型

( 1)几何约束和运动(微分)约束:约束只限制质点在空间的位置称为几何约束。约束不仅

限制质点在空间的位置,还限制质点的速度称为运动约束。

( 2)定常(稳定、不含时)约束和非定常(非稳定、含时)约束:约束不随时间而变化称为定常

约束。约束随时间而变化称为非定常约束。

( 3)双面(固执、不可解)约束和单面(非固执、可解)约束:在任何时刻质点始终不能脱离约

束称为双面约束。质点在某一方向上存在而在另一方向上不存在约束称为单面约束。

( 4)完整约束和非完整约束:几何约束和可积分的微分约束称为完整约束。不可积分微分

约束称为非完整约束。

( 5)完整系统和非完整系统:所有约束均为完整约束的系统称为完整系统。存在有(那怕只

有一个)非完整约束的系统称为非完整系统。

3. 自由度和广义坐标

唯一地确定质点系位置的独立变量称为广义坐标。

对于完整系统,确定系统位置所需要的独立坐标的个数称为自由度数或自由度。在此情况

下,广义坐标数目等于系统的自由度。

有 n 个质点所组成的由 k 个完整约束的质点系,其自由度为

N = 3n- k

对于非完整系统,确定系统位置所需要的独立坐标变分的个数称为自由度。此时, 广义坐
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