
断裂力学中的边界数值方法

    黎在良 王元汉 李廷芥 著

        终 才 咬 版 早‘
                            1996



                  内 容 简 介

    本书系统地叙述了边界配置法和边界元法处理断裂力学问题

的理论基础及其在工程中的应用。

    本书可供从事机械工程、岩土工程、抗震工程、材料强度、工

程力学等方面研究工作的科技人员及高等院校有关专业的师生参

考。

            断裂力学中的边界数值方法

            黎在良 王元汉 李廷芥 著

                    责任编辑：姚家榴

                    责任校对：李 昭

                                                            关

              化 才 嘴 从 幸： 出版

                      北京民族学院南路9号

                  中国地质大学轻印刷厂印刷

                  新华书店北京发行所发行

                    全国各地新华书店经售

                                                                    关

              850 X 1168  1/32    10. 375印张 279千字

            1996年9月第一版 1996年 9月第一次印刷

                          印数 001-800

              ISBN 7-5028-1295一4/O·22

                (1725）定价：16.00元



                序 言

    断裂力学在现代材料强度理论中所占据的重要地位是众所周

知的事实。它在结构、机械、岩土、抗震等工程领域已得到越来

越广泛的应用。但是，只有极少数断裂力学问题存在解析解，绝

大多数工程实际中所遇到的断裂力学间题都要借助于数值分析的

方法才能得到解决。由于裂纹尖端附近应力场存在奇异性，以致

直接用常规数值方法分析断裂力学问题的效果往往较差，因此需

要结合断裂力学的特点发展更有效的方法。

    物理间题的数值分析方法，或称数值解法，可分为区域型和

边界型两大类。目前，最通用的、有效的区域型解法是有限元法，

另一种常用的区域型解法是有限差分法。区域型解法，特别是有

限元法，经过几十年的发展已在工程界确立了它的地位。区域型

解法在输入数据的准备上很费事，在整个区域内网格的划分也很

麻烦。然而，边界型解法最近得到迅速发展，已受到学术界和工

程界广泛的重视。边界型解法的优点是显而易见的。与区域型解

法相比较，边界型解法需要处理的空间维数少了一维，使得输入

数据的准备上大为简化，网格的划分和重新调整更为方便，最后

形成的代数方程组的规模也小得多，因此能够大大缩短计算时间。

边界元法中作为权函数的基本解能严格满足问题的微分方程，基

本解的奇异性使最后形成的代数方程组的系数矩阵中对角线和近

对角线元素的值远大于其他元素的值。上述特点使边界元法的计

算精度大大提高，特别适用于处理场量变化梯度很大的问题，例

如裂纹间题。边界元法在解决三维空间和无界域中含裂纹的问题
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时具有特殊的优点，这对工程实际是非常重要的。另外，边界配

置法实际上是一种半解析的数值方法，其所包含的近似亦只在表

面。在各种边界配置法具体实施时，针对问题的特点，采用精心

挑选的权函数和试函数能使计算精度大大超过其他纯数值分析方

法。实际上，对于不存在解析解的断裂力学问题，由边界配置法

得到的数值解常被当作衡量其他数值方法所得结果准确程度的

“精确解”。但应指出，对裂纹的几何形状有一定的限制，而且目

前尚不能处理三维空间中的裂纹问题，是其不足之处。

    近十几年来，本书的作者在断裂力学的边界数值方法这一科

研领域做了大量的工作，本书相当部分的内容取自于他们研究的

最新成果。相信本书将有助于我国广大科技工作者及高等院校有

关专业师生学习、研究和在工程实际中应用断裂力学中的边界配

置法和边界元法。

      碑碑一
              一
                              中国科学院院士
                                                  1995. 10. 27
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                绪 篇

      第一章 理论基础与方法概述

              ' 1-1 数值方法

    一 加权残值法概述［[1.2]
    科学研究和工程实际中的许多问题往往归结为在一定边值条

件下求解其控制微分方程或微分方程组的问题。最理想的方法是

用解析法求得问题的封闭解，但这通常限于一些十分简单和非常

特殊的情况。对于许多问题，人们不得不用数值法求其近似解。常

用的数值方法有：有限差分法、有限单元法、边界单元法、区域

或边界配置法等。这些方法虽然各不相同，但都可看作加权残值

法的特殊情况。现对加权残值法的基本概念作一简单的介绍。

    加权残值法（method of weighted residuals）是一种直接从微

分方程得到近似解的数学方法。这种方法的特点是，先假设一个

试函数作为微分方程的近似解。在这个近似解中有已确定的试函

数项，也有待定的系数。将试函数代入微分方程，一般并不能满

足，而出现残值。设法消除这些残值，可以确定待定系数，从而

确定问题的近似解。

    不失一般性，以Laplace方程为例来说明加权残值法的基本

概念，并给出本书将涉及的边界配置法和边界元法的理论基础。

    在本书中，以黑体字表示矢量。设待求函数u (x)在域口中

满足Laplace方程

                    17'u (x)＝ .f (X)， x E 0,           (1. 1一1）
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式中，甲’为Laplace微分算子，.f (x)为已知函数。在d2的边界

r=r,+r：上，有

    本质边界条件：u=u,           xE r, ,  (l. 1-2a)
        二 ‘、、二， 、 ，．I au 一 ＿＿

    自然边界条件：4=豢=q,          XEr',    (1.1-2b)
式中，au/an为边界上的法向导数。值得提出的是，为了使问题有

唯一解，厂，不能为零，即r上一定有一部分的边界条件是本质边

界条件。一般情况下，由 （1.1-1）和 （(1. 1-2)式组成的定解问题

求解u (x)很困难，因而转求u (x)的近似解u (x), u (x)称

为试函数。将u (x)表达成

              u (x）一习c(''N('' (x) ,             (1-1-3)
                                                          j～ 1

式中，Ǹ'' (x)为域d2中给定的，：个独立的已知函数，‘（，）为待定

系数。将 （(1-1-3)式代入 （(1. 1-1)和 （(1-1-2)式的左边，因为

u (x）只是近似解，于是分别出现域内的残值R，边界上的残值

R，和RZ：

              R=OZU-.f,     x C- d2,              (1-1-4)

                R, = u一u, xE r,， (1 .1-5a)

                        ＿ au ＿ ＿
                  R, =于-q, xcr2.              (1.1-5b)

                              an ，’ 一～一‘． 、‘·‘“”，

若R, R,和R,全为零，则u (x)为精确解，但在一般情况下，R,

R,和R：不全为零。现求在某种意义下使得这些残值尽可能小的

近似解u (x),

    设w (x)为某种 “权函数”，将w乘以p2u后在。上积分，

利用Gaus。公式，得

          f ＿，一、八 f au，＿ 「a切 au，－
          ｝w V zuddl＝ ｝w -dP一1-", - dal.   (1-1-6)
            Jn ’ Jr一an一 Jnaxkax‘一 ’

对 （(1-1-6)式的右边的体积分再一次利用Gauss公式，有

            faw a u，＿ f一aw，＿ 厂＿ ＿
            ｝拼 - M ＝｝u岑dP一 ｝upzwd.rl,    (1.1-7)
            J n CIXR ax；一 J：一an一 in ”一一 ’
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于是 （(1-1-6)式可表达为

f ＿。一、。 f   au，＿ 「一aw，＿ 「一＿。 ．＿
｝w,71 iudda＝ ｝w笋dl'一 ｝u岑dr＋ ｝uV ZwdO.   (1-1-8)
J“一’－一 Jr一  an一 J r一  an－一 Jn·一－－－· 、‘－‘一
将 （(1-1-8)式改写成

    r一＿， ，。 r au，＿ r au，＿．f一aw，＿
    ｝u p Zwddl＝一 ｝u) - dr一 ！w =dr＋ 1u -dr＋
    JD’－－一 Jr：一an一 J r,一  an一 ’r,一’  an一
        「一aw、＿．「 ＿，一，。 「 au，＿ 「 一，＿‘
      ｝u举dr＋ ｝二v 2udda、一｝w等dl'一｝二互dl'＋
      J r,一  an一 ’j D--’－－－－一 Jr,一o 'n一 JrZ一”一

        「～a田 ，＿ ． 「～aw，＿ ．「 ，，＿
        ｝u =d r＋ ｝u ;zdr＋ ｝u,.fddl,              (1. 1一9)

    只一枷一‘J几一＊一 Jn，一，
或

              「 ，＿。一 ，、，， ． 「 ，一 一、aw ，＿
            ｝u)(,7,u一f )dda＋ 1（“一u) -dr一
          Jn ‘’一 “’一 ’r.、－－ 一‘an一

                    f ／au 一、，＿
                      ｝wl - 一 41 dr ti 0.        (1.1-10)
                  J r2一（an ’）一

将 （(1-1-10)式的近似号换成等号，并将 （(1. 1-4）和 （(1-1-5)式

代入 （<1. 1-10）式的左边，得
          「＿ ，。 r ＿ aw ，＿ 「 ， 。＿
        I RwdO＋ IR, -dr一 I  RZwdr二0.       (1. 1-11)
      知－－－－一 ’Jr,一‘an一 Jr2－一

(1. 1-11)式给出残值R, R，和R,以权函数W分布于域,fl及其边

界r上的关系。可以选择n个相互独立的权函数ẁ') (x), j=1,

2,⋯，n，由（1.1-10）式得到n个求解。<i)的线性代数方程组，从

而得到问题在 （(1. 1-11)式意义下的近似解。

    (1. 1-10)式 （或 （(1. 1-11)式）称为加权残值法的原始形式。

加权残值法还可用其他形式来表示。将 （(1-1-7)式改写成

    「一＿。 ，＿ 「一aw，＿ raw 威 ，＿
      ｝uVz wdO二 lu - dr一 1- - dO＝
    J。一’ －－一 r一   apt一 Jn dxk dx；一

          「一atu，＿ ．r一aw，＿ 「aw du，＿
          ！u -dl'＋ 1u -dl'一 ｝- - dD.      (1.1-12)
        J r,一an一 ’Jr,一  an一 J n ax, ax＊一’

(1-1-12)式的右边与 （(1-1-9)式的右边近似相等，即
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      raw du，＿ ．「 ，，。 「 au，， 「 一、。．
      ｝- -dO＋｝wfdO一｝w -dl'一｝wgdr＋
      J n axk ax，一 ’JD“一 Jr，一do一 J r,一1一

                          「 一 ～＿aw ，一
                      I  (u一 it) - dl-、 0.            (1-1-13)
                  Jr,‘－－ 一 do一

(1-1-13)式称为加权残值法的弱形式。

    由 （1.1-8）式，有
    r一＿。 ，＿ 「 ＿。一，＿．「 蔽，＿ 「 au，＿
    ｝u 17' wddl一 ｝二}7 zudO＋ ｝ZV岑dI'＋ ！二岑dI'一
    Jn ’－－一 J。一’－一 ’Jr：一do一 ’Jr。一do一

                        厂 ～au)，＿ 厂 ～au,}，＿

          j：1          ru -dl'r, do一Jr2 u -dl'an一0.
利用 （(1-1-4）和 （(1. 1-5)式，可将上式改写为

  r一＿。 ，。 「 ，，。．r 赢，＿．r 一，， 「一drv，＿
  ｝u p 2 wdd2一 ｝wfdd2＋ ｝w=d I'＋ ｝wgdP一 ｝u -dP
Jn’ Jn一 ’J r.一an一 ’J r2一丁 Jrl一do一

                                「 ～a“夕，＿

            一｛：Zu =dF ti o.rz （，·‘一“）
(1-1-14)式称为加权残值法的逆形式。

    上述加权残值法的三种形式构成各种数值解法的理论基础。

从每一种形式出发，不同的权函数的选取，或不同的试函数的选

取，将形成特殊的数值解法。

    二、有限元法和边界元法

    令权函数等于试函数，在区域的离散单元中用多项式作试函

数，令多项式的系数为单元边界或内部有限个节点处的场量值，则

从加权残值法的弱形式 （(1. 1-13)式出发得到有限元法的基本公

式。若权函数取问题的基本解，则加权残值法的逆形式（(1. 1-14)

式变成一个边界积分方程，这个边界积分方程可用边界元法来求

数值解，边界元法中的试函数与有限元中所用的试函数相同。有

限元法和边界元法中，试函数是在单元中按插值理论的概念以一

定的步骤系统地推导出来的，因此也称为插值函数。按插值理论，

多项式插值函数的阶数取决于单元中节点的数目。
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    三、边界配置法

    若选择严格满足微分方程（(1. 1-11)的试函数，则加权残值法

的原始形式 （1.1-11)给出一个边界积分方程：

                    「 ＿ aw，， 「 ＿ ，，

        j。I R, -dPri     an一J。Z  RZwdrrZ 一“· “·‘一‘5)
(1-1-15)式也可写为

            丁二RBw,drr 一。， (1-1-16)
式中，r=r,+r2；残值R。在r,上为R,，在r：上为RZ；权函数

w，在r，上为aw/an，在r：上为一w。边界积分方程（(1-1-16)可

用边界配置法求数值解。

    值得注意的是，满足微分方程的试函数的形式是很多的。试

函数选取的好坏，对计算工作量和结果的精确度影响很大。要选

取较好的试函数，必须对间题解的特点有较多的了解，例如，微

分方程的通解与特解的形式，问题的对称性，解的渐近性与奇异

性，边界条件的特点等。应选取尽可能反映这些特点的比较接近

真实解的试函数，以得到较理想的计算结果。

    从理论上讲，选取试函数应遵循以下原则：试函数基 ｛Nu> )

的元Ǹ''是线性无关的，组成一个完备系列，当n-o-oo时可以在任
何情况下得到收敛于精确解的计算结果。常用的试函数有：三角

级数、幂级数、样条函数、梁振动函数、柱稳定函数、Chebyshev
多项式、Legendre多项式等。

    在试函数确定之后，取不同的权函数，可以得到边界配置法

的不同类型的解法。下面将主要介绍本书要用到的边界配点法、最

小二乘法，以及它们的组合— 最小二乘边界配点法。

    1．边界配点法

    配点法是以S函数作为权函数的加权残值法。

    一维8函数有以下性质：
                          roo ．当 x=x．

        111  0  l工 - XI) =

                            LV，兰 x7=x;；
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        b ＿ (1，当x，在仁a,习区间，
  (ii) j Q8(x一’dx一气。，当x，不在〔a,b〕区间，

  (iii）JbJ (x)8（一）dx一｛f (x,),： h x, ;J}E[a,b] Lf}U0,h x, T-;(E [a,bI Cfuo’
    二维s函数也有类似的性质：

                              ｛二，当二＝x，及y＝y,,
    <i) 8(x一二，)8(y一Y')＝弓＿、1 一、

                            ｛。，当二共二，或y共    y, ;

  (ii)｛一｛b8(x一，“（，一y;) dxdy
                      (1，当（x1,y,）在积分域内，

                      10，当（x), y,）不在积分域内；

  （111）  d(111)丁：f(x,y)8(xQ 一，“（，一y,) dxdy
                      (f(x;,y;)，当（X1, y,）在积分域内，

                      t0，当（xi,yi）不在积分域内。
    因此，对一维问题的边界配点法，有

    恤 r一｛rR(x)8r （一 ，d“一R (x))，
                              j“ 1，2，⋯,n； (1. 1一17)

对二维问题的边界配点法，有

  汗Rwd：一汗＊（二，，）。（二一二，）。（，一，;)dr一＊(x,，，，），
    .i.j r              x r

                              J＝ 1，2，⋯,n,            (7．1一18)

残值R应在n个配点x;（一维）或（(x;,y,)(二维）处为零。令方程

(1. 1-17)或（1.1-18）式右边的残值为零，由联立的线性代数方程

组可求出待定系数，于是得到（(1. 1-3)式所表示的近似解u (x)

    2.最小二乘配点法

    如果选取的试函数满足域内的微分方程，则残值只在边界I'

上存在。边界上残值R。的平方积分式为

          ，（一）一丁：RBdr.                          (l. 1-19)r
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为使I (c 0)）为最小，用求函数极值的条件
                                  刁I ＿ ，． ‘＿＿、

                卖u>一。， (1-1-20)
得，

                  「＿ a R.．＿
              ｝R$任二浓dr＝0,  j＝192,***， n.          (1.1-21)
                  Jr 一ac

显然，最小二乘法中权函数为aRB/ac'j). (1.1-21）式可化为n个

求：(A，1二1, 2，一，n，的代数方程。
    边界配点法使残值的积分式可用求和的离散形式表示。例如，

当在边界上取m个配点时 （(1-1-19)式所表示的I (c ̀''）可写为

                I (c(''）二习RB              (1-1-22)
                                                                        汤 钾 1

将 （1.1-22）式代入 （1.1-20）式，得

                  心气＿ 刁RR
              ＞：RB于于畏＝0，7＝1，2，⋯,n.      (1. 1一23)
            盖廿1一a‘·，，

(1-1-23)式中，有n个待定系数‘U)，总配点个数为m。为了问题

有唯一解，m的个数应大于至少等于n。一般取m大于n，此时

(1-1-23）式是最小二乘加权平均意义下的算式，这种做法可以避

免等额配点可能遇到的线性方程组线性相关以至不能求解的情

况，另一方面，这种做法也提高了计算精度，得到更满意的结果。

    四、边界型数值解法和区域型数值解法的比较

    将物理问题的数值解法分为区域型解法和边界型解法两大

类。最通用的区域型解法是有限元法，其他区域型解法包括有限差

分法，区域配置法等。边界型解法主要是边界元法和边界配置法。

    边界型解法的优点是显而易见的。与区域型解法，例如有限元

法相比较，边界型解法需要处理的空间维数少了一维，这使得输

入数据量大幅度减少，网格划分和重新调整较为方便，最后形成

的代数方程组规模也小得多，从而计算时间大大缩短。边界元法所

包含的近似只在表面，作为权函数的基本解是严格满足间题的微

分方程的，而且基本解的奇异性将使最后形成的代数方程组的系
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数矩阵中对角线和近对角线元素的值远大于其他元素的值。这些

特点使边界元法计算的精度大大提高，特别适于处理场量变化梯

度很大的问题，例如裂纹间题。另一方面，边界元法处理无穷域的

问题有特殊的优越性。边界配置法所包含的近似亦只在表面。在各

种边界配置法具体实施时，针对问题的特点采用精心挑选的权函

数和试函数，使计算的精度大大超过其他数值法。因此，常用边界

配置法的结果衡量其他数值方法计算精确度。

        ；1-2 弹性力学问题的控制方程

    考虑一体积为v的均匀线弹性体。设s为v的表面，n，为s
的外法向单位矢量。弹性力学向题的平衡方程为（遵循张量运算中

的求和约定）：

                      汾‘ (x
                二代于二＋关(x)＝0， x〔V， <1. 2-1）
                  ax, ’“’“一’ －· －－、一

式中，x为空间位置矢量；0-i, (x)为x处的应力张量，它是一个

对称张量，即。ij-Q,i 9关(x)为x处的体力密度矢量。以u, (x)表

示x处质点的位移矢量，应力位移关系遵循Hooke定律

                                                    无 .

                  U,““‘，“兹， (l. 2-2)
式中，cilk，为弹性常数，对各向同性弹性体，它可表达为

              ci,kl＝A8ii戈，＋P(8ik匀＋ail戈＊）， <1. 2-3)

式中，A和p为Lame弹性常数；8i，为Kronecker 8:

                            ｝1， i“J，

          8,，一｝。，，、一。 (1. 2-4)
将 （(1-2-2)式代入 （(1-2-1)式，得到以位移表示的平衡方程

                    挤U. (x)
              ci ikl一子于井＋关(x)＝0， x E- V.       (1-2-5）
              一‘�+ ax, ax, ” ‘、一’ 、，一、二

    设S=S}+S,，在表面S上的边条件为
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        Q,;(x)n;(x)＝p, (x)， x〔S,;             (1.2-6a)

        u; (x )＝u; (x)， x E S..         (1. 2-6b)

平衡方程 （1. 2-5)和边条件 （(1. 2-6)构成弹性力学的定解问题。

    圣1-3 弹性力学的应力或位移函数方法

    一、弹性力学平面问题的复变函数方法

    1．应力与位移公式

    根据Mycxe: iHLUBH.1 H的弹性力学平面问题的复变函数方
法［[3.4]，平面内任意一点的位移和应力可用两个复应力函数p (z),

(P (z）和它们的导数表示：

    ayy＋o_＝4Rep’(z)， (1. 3-1）

    ay，一。zx＋2irr,，二2压V'(z)＋,p'(z)],           (1.3-2)

    2p (u＋iv)＝xrp( z）一z T' (z）一砰(z),           (1.3-3)
式中，p为剪切模量；u, v分别为x方向和y方向的位移分量；K

与Poisson比，有关

          (3一4v, （平面应变），

  ‘一｝<3一）/(1 + v),（平面应为）． (1. 3-4)
    2．边界条件

    设物体边界上所受的面力已知，令X。和y，为面力沿x方向

和y方向的分量。如图l. 1所示，用N表示边界外法线方向，并令

N的方向余弦为：

              cos (N, x）二 l， cos (N, y)＝ m，

则边界上应力分量与面力分量之间的关系为

                        la,＋mry}＝Xn,              (1. 3-5a)

                      mayy＋Zr,,＝Yn.                  (1. 3-5b)

将 （(1-3-1)和 （(1-3-2)式代入 （(1-3-5)式，即得边界上面力用

复应力函数p (z)和0 (z)表达的形式。
    考虑一段边界AB，如图1.1所示。AB上所受的面力的合力为
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