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前   言

电磁场与电磁波是一门重要的专业基础学科。它深刻地揭示了电磁现象的基

本规律, 其理论性、系统性强, 逻辑严谨。学习这门课程不仅能加深对电磁规律

的进一步理解, 而且有助于培养正确的思维方式, 提高分析问题的能力。

就培养学生分析问题的能力而论, 本书强调了“分析方法的多样性”。科学

的分析方法是工科大学教学的重要内容。“分析方法的多样性”是指对一些问题

的分析, 既有“简明扼要”的分析方法, 又有“较多借重数学”的分析方法, 或

者是从不同角度、不同概念形成的分析方法。这样做不仅给具有学习潜力的学生

提供了进一步探索的空间, 对不同专业、不同学时的授课而言, 也为教师提供了

较多的选择余地。这种考虑合适否, 期待同行和读者指教。

电磁场与电磁波是微波、天线、电波传播、光纤传输等专门学科的基本理

论, 这是大家所熟知的。实际上电磁场的应用已远远超出了这个范围。接触过高

频电路的人, 都有一个重要的经验: 所用电阻、电感、电容的引线越短越好。因

为这些引线会引入分布电感、电容、电阻, 从而改变元件的参量, 造成电路指标

下降。这种“分布参量”的概念, 说到底还是电磁场问题, 可以用电磁场的理论

去分析、处理。

在高速集成电路中, 在超小、超薄的多层介质板电路中, 更是充满了电磁场

的问题。诸如相邻电路之间的耦合、多线之间的耦合、不合理的接地 (位置不当

或接地不理想) 所引起的耦合, 以及由它们所造成的阻抗改变、电路失配, 这些

问题轻则影响电路质量, 重则造成工作失常。产生这些问题的重要原因是设计者

缺乏电磁场的基本知识, 不知道应该从场的角度去分析和处理这些问题。

就知识结构而论, 电磁场理论应该是电子、通信类专业的大学生所必备的、

不可或缺的部分。科学技术的不断发展, 将会进一步显示它的重要性。

电磁场与电磁波和其他不少学科具有相通之处, 如重力场、应力场等都存在

某些与电磁场性质相像的地方, 存在着某些相同的数学模型。电磁波与其他学科

领域的波 (如声波等) 也存在着不少的相似之处。学习电磁场理论有助于学生对

不同学科的融合和借鉴。

电磁场与电磁波作为一些学科领域的交叉点, 衍生出众多的学科门类, 诸如
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生物医学、高速集成电路、通信类学科等。通信类学科又有移动通信、卫星通

信、光纤通信等。除通信之外还有雷达、无线广播、电视等学科, 它们无一不是

以电磁波携带信息的方式来实现的。

就培养创新能力而论, 作为一名合格的电子、通信类专业的大学生, 应该学

好电磁场理论。因为这门课处于学科交叉点, 学习它有助于提高学生对交叉边缘

学科的介入和开创能力。

本教材的内容是参照国家教育部电磁场理论指导组制定的教学大纲, 参考国

内外的优秀教材, 以及作者多年的教学经验而确定的。书中配有不少例题, 以期

帮助读者提高分析问题的能力。

全书共分 11 章, 其中 4 章及习题由六位具有博士学位的中青年教师编写。

第 1、9、10、11 章依次由高泽华、张阳安、李书芳、李莉编写; 习题和答案由

王亚峰、张欣编写, 第 2 至 8 章由焦其祥编写。全书由焦其祥主编和统稿。全书

承博士生导师顾畹仪教授审阅, 在此表示衷心的感谢; 感谢王华芝、章茂林教授

对本书架构和内容所提出的宝贵意见; 感谢在读博士、硕士和本科的同学在书稿

整理、绘图等工作中所给予的大力支持; 感谢北京邮电大学电信工程学院的领

导、无线通信中心、光通信中心的领导和同行们所给予的帮助和支持。

感谢科学出版社匡敏编辑为保证本书质量所付出的辛勤劳动。

作  者
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常用参量与常用方程

主 要 符 号

符  号 名  称 单  位

E 电场强度 V/ m (伏特/ 米)

H 磁场强度 A/ m (安培/ 米)

D 电位移 (电通量密度) C/ m2 (安培/ 米2 )

B 磁感应强度 (磁通量密度) T (特斯拉)

¦Õ 电位 V (伏特)

¦·e 电通量 C (库仑)

¦µ 磁通量 Wb (韦伯)

A 矢量磁位 Wb/ m (韦伯/ 米)

¦Ñl 线电荷密度 C/ m (库仑/ 米)

¦ÑS 面电荷密度 C/ m2 (库仑/ 米2 )

¦Ñ 体电荷密度 C/ m3 (库仑/ 米3 )

n 折射率

R 反射系数

T 传输系数、折射系数

C0 £单位长度电容 F/ m (法拉/ 米)

L0 £单位长度电感 H/ m (亨利/ 米)

F 力 N (牛顿)

T 力矩 N·m (牛顿·米)

we 电场能量密度 J/ m3 (焦耳/ 米 3 )

wm 磁场能量密度 J/ m3 (焦耳/ 米 3 )

S 功率密度 (坡印廷矢量) W/ m2 (瓦特/ 米 2 )

JS 面电流密度 A/ m (安培/ 米)

J 电流密度 A/ m2 (安培/ 米 2 )

¦Ã 传播常数 1/ m (1/ 米)

¦Á 衰减常数 Np/ m, dB/ m (奈培/ 米, 分贝/ 米)

¦Â 相移常数 rad/ m (弧度/ 米)

k 波数, T E M 相移常数 rad/ m (弧度/ 米)

¦Ç T E M 波波阻抗 ¦¸ (欧姆)

¦Ç0 ›真空中 T EM 波波阻抗 ¦¸ (欧姆)

ZW(TE) T E波波阻抗 ¦¸ (欧姆)
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续表

符  号 名  称 单  位

ZW(TM) T M 波波阻抗 ¦¸ (欧姆)

ZC 特性阻抗 ¦¸ (欧姆)

ZS 表面阻抗 ¦¸ (欧姆)

R S 表面电阻 ¦¸ (欧姆)

X S 表面电抗 ¦¸ (欧姆)

Rr 辐射电阻 ¦¸ (欧姆)

¦Ë 波长 m (米)

¦Ë0 真空中波长 m (米)

¦Ëg 波导波长 m (米)

¦Ëc 截止波长 m (米)

¦Åe 复数介电常数

p 电偶极矩 C·m (库仑·米)

Pm 磁偶极矩 A·m2 (安培·米 2 )

常 用 常 数

c≈3×108 m/ s 光速 (真空)

¦Å0 =
1 Ã
36¦Ð
×10 - 9 F/ m 介电常量 (真空)

¦Ì0 = 4¦Ð×10
- 7 H/ m 磁导率 (真空)

¦Ò银 = 6 ª́. 17×107S/ m 电导率 (银)

¦Ò铜 = 5 ª́. 80×107S/ m 电导率 (铜)

¦Ò金 = 4 ª́. 10×107S/ m 电导率 (金)

¦Ò铝 = 3 ª́. 54×107S/ m 电导率 (铝)

¦Ò黄铜 = 1 ÏÅ. 57×107 S/ m 电导率 (黄铜)

¦Ò铁 = 1 ª́. 00×107S/ m 电导率 (铁)

e = - 1 °¦. 602×10 - 19C 电子的电荷量

me = 9 ”Š. 107×10 - 31 kg 电子的静止质量

Re = 2 °¦. 81×10 - 15 m 电子半径

mp = 1 ™•. 673×10 - 27 kg 质子的静止质量

6 '�. 6237×10 - 34 J·s (焦耳·秒) 普朗克常数

1 ðæ. 38×10 - 23 J/ K (焦耳/ 绝对温度) 玻尔兹曼常数
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梯度、散度、旋度及拉普拉斯方程表示式

直角坐标系 ( x, y, z)

¦¤¦Õ = ex
¦¹¦Õ
¦¹ x
+ ey

¦¹¦Õ
¦¹y
+ ez

¦¹¦Õ
¦¹z

¦¤·a =
¦¹a x

¦¹ x
+

¦¹a y

¦¹ y
+

¦¹az

¦¹z

¦¤× a = ex
¦¹a z

¦¹y
-

¦¹a y

¦¹z
+ ey

¦¹a x

¦¹z
-

¦¹a z

¦¹x
+ ez

¦¹a y

¦¹ x
-

¦¹a x

¦¹ y

¦¤ 2 ¦Õ = ¦¤¦Õ =
¦¹2 ¦Õ
¦¹x
2 +

¦¹2 ¦Õ
¦¹y
2 +

¦¹2 ¦Õ
¦¹z
2

圆柱坐标系 ( r, ¦¼, z)

¦¤¦Õ = er
¦¹¦Õ
¦¹r
+

e¦¼
r

¦¹¦Õ
¦¹¦¼
+ ez

¦¹¦Õ
¦¹z

¦¤·a = 1
r

¦¹
¦¹r
( rar ) + 1

r
¦¹ a¦¼

¦¹¦¼
+

¦¹a z

¦¹z

¦¤× a = er
1
r

¦¹ a z

¦¹¦¼
-

¦¹a¦¼

¦¹z
+ e¦¼

¦¹ar

¦¹z
-

¦¹az

¦¹r
+ ez
1
r

¦¹
¦¹r
( ra¦¼) -

1
r

¦¹ ar

¦¹¦¼

¦¤
2
¦Õ = ¦¤¦Õ =

1
r

¦¹
¦¹r

r ¦¹¦Õ
¦¹r
+
1
r2

¦¹2 ¦Õ
¦¹¦¼2
+

¦¹2 ¦Õ
¦¹z2

球坐标系 ( r, ¦È, ¦¼)

¦¤¦Õ = er
¦¹¦Õ
¦¹r
+

e¦È

r
¦¹¦Õ
¦¹¦È
+

e¦¼

rsin¦È
¦¹¦Õ
¦¹¦¼

¦¤·a = 1
r
2

¦¹
¦¹r
( r2 ar ) +

1
rsin¦È

¦¹
¦¹¦È
( sin¦Èa¦È) +

1
rsin¦È

¦¹ a¦¼

¦¹¦¼

¦¤× a = er
1

rsin¦È
¦¹
¦¹¦È
( sin¦Èa¦¼) - 1

rsin¦È
¦¹a¦È

¦¹¦¼
+ e¦È
1

rsin¦È
¦¹ a r

¦¹¦¼
- 1

r
¦¹
¦¹r
( ra¦¼)

+ e¦¼
1
r

¦¹
¦¹r
( ra¦È) - 1

r
¦¹ a r

¦¹¦È

¦¤ 2 ¦Õ = ¦¤¦Õ =
1
r
2

¦¹
¦¹r

r2 ¦¹¦Õ
¦¹r
+
1

r
2

sin¦È
¦¹
¦¹¦È

sin¦È¦¹¦Õ
¦¹¦È
+
1

r
2

sin
2
¦È

¦¹2 ¦Õ
¦¹¦¼
2
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第一章  矢量分析

1. 1  标量场与矢量场

1. 1. 1  标量

仅由数量确定的物理量,或由一个具有实数值的、空间一点的函数所确定的物

理量,称为标量。若标量与坐标系的选择无关,则称为绝对标量。如任何实数、质

量、长度、面积、时间、温度、电压、电荷量、电流、能量等。

1. 1. 2  矢量

用数值(大小)和方向表示的物理量称为矢量(或向量)。矢量用黑体 a表示

(也可用有向线段 OA来表示),数值大小用 a表示,称为矢量 a的模,记为:

| a | = a

  矢量 a可以用三维空间中有方向的线段表示(如图 1. 1),有向线段的长度表

示矢量 a的模,箭头指向表示矢量 a的方向。

图 1. 1  直角坐标系中的矢量 a

由图看出矢量 a的模为:

a = | a | = a2x + a2y + a2z



  矢量 a与 x 轴、y轴、z轴的正向所成的夹角 ¦Á、¦Â、¦Ã称为矢量 a的方向角,方向

角的余弦 cos¦Á、cos¦Â、cos¦Ã称为矢量 a的方向余弦,由图可见:

ax = | a | cos¦Á,ay = | a | cos¦Â,az = | a | cos¦Ã

  因此方向余弦满足:

cos2¦Á + cos2 ¦Â+ cos2 ¦Ã = 1

  模为 1 的矢量称为单位矢量,单位矢量用 e来表示。此处“1”含有 1 单位的意

思,也就是说,给定单位(如米)后,“1”就是 1 单位(1 米)。与模 a≠0 矢量 a的方

向相同的单位矢量记为

e = a/ a

  与直角坐标系中 x、y、z轴的正方向一致的单位矢量称为基本单位矢量,分别

用 ex、ey、ez 表示。矢量 a还可按基本单位矢量分解为

a = axex + ay ey + az ez

  起点和终点重合的矢量称为零矢量,零矢量长度为零,方向是任意的。如果两

个矢量模相等方向相反,这两个矢量互称相反矢量。矢量 a的相反矢量记为 - a。

两个矢量如果满足:1)位于同一直线上或相互平行,并且方向相同;2)模的大

小相等,则这两个矢量即为相等的矢量。

1. 1. 3  标量场

如果某个标量 ¦Õ是空间位置和时间的函数,即它可以用函数 ¦Õ( x, y, z, t)表

示,其中 x, y, z 表示空间位置, t表示时间。若标量函数的值域是一个无穷集合,

这个无穷集合即表示这个标量的场(简称标量场)。例如,空间中温度分布是一个

温度场 T( x, y, z, t) ,电位分布是一个电位场 ¦Õ( x, y, z, t)。

如果标量场与时间无关,则 ¦Õ( x, y, z)表示静态场或稳态场,如果标量场与时

间有关,则 ¦Õ( x, y, z, t)表示动态场或时变场。

1. 1. 4  矢量场

如果某个矢量 F是空间位置和时间的函数,即它可以用函数 F( x, y, z, t)表

示,其中 x, y, z 表示空间位置矢量, t表示时间。若矢量函数的值域是一个无穷集

合,这个无穷集合即表示这个矢量的场(简称矢量场)。例如,空间中电场强度分布

是一个电场矢量 E( x, y, z, t)。

在三维空间中一个矢量可以用三维坐标的三个分量表示,这三个分量去掉方

向即为三个标量,因此一个矢量场可以分解为三个分量场(标量场)表示。矢量可

以写为:

F( x, y, z) = Fx ( x, y, z)ex + Fy ( x, y, z)ey + Fz ( x, y, z)ez

  其中 Fx( x, y, z), Fy( x, y, z)和 Fz ( x, y, z)分别对应三个标量场。
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1. 2  矢量的运算(加法、点乘、叉乘)

1. 2. 1  矢量的加法

在物理学中我们知道,两个力或两个速度均能合成,合成后得到合力或合速

度,同时合力或合速度均遵循平行四边形法则,由此我们定义矢量加法如下:

图 1. 2  矢量相加的平行四边形法则

设有两个矢量 a和 b(如图 1. 2),它们

的起点为 O,以矢量 a和 b为邻边作平行四

边形,平行四边形的对角线 OC对应的矢量

c称为矢量 a和 b 的和,记为 c= a+ b。这

个规则称为矢量相加的平行四边形法则。

求矢量和的运算称为矢量的加法。

矢量的加法还可用基本单位矢量分解

表达式表示:

若 a = ax ex + ayey + az ez ,b = bx ex +

by ey + bz ez 则

a + b = ( ax + bx )ex + (ay + by)ey + (az + bz )ez

  由上式可见,矢量的加法的坐标分量是两矢量对应坐标分量之和。

矢量的减法是矢量加法的逆运算,设 a+ b = c,则

a = c - b = c + (- b)

  矢量的加法满足加法的交换律和结合律,即

a + b = b + a

a + (b + c) = (a + b) + c

1. 2. 2  矢量的数乘(矢量与数的乘法)

实数 ¦Ë与矢量 a的乘积定义为实数 ¦Ë与矢量 a的数乘,结果也是一个矢量,写

成 ¦Ëa,其模为

| ¦Ëa | = | ¦Ë | | a |

其方向为

当 ¦Ë> 0 时,¦Ëa与 a同方向;当 ¦Ë< 0 时,¦Ëa与 a方向相反;当 ¦Ë= 0 时,¦Ëa = 0。

当 ¦Ë= - 1 时,¦Ëa= - a称为矢量 a的反向矢量。

矢量 a的数乘按基本单位矢量分解表达式表示为:

¦Ëa = ¦Ëa xex + ¦Ëa y ey + ¦Ëa z ez

  设 a和 b是矢量,¦Ë1 和 ¦Ë2 是标量,则
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(¦Ë1 + ¦Ë2 )a = ¦Ë1 a + ¦Ë2 a

¦Ë1 (a + b) = ¦Ë1 a + ¦Ë1 b

1. 2. 3  矢量的标量积(数量积、内积)

在物理学中知道,物体在力 F的作用下产生位移 l,若 F与 l的夹角为 ¦È,则力

F对物体所作的功为:

W = | F | | l | cos¦È

  根据上述运算我们定义矢量的一种乘法运算:设有两个矢量 a和 b,它们的夹

角为 ¦È,定义矢量 a和 b的标量积 a·b,等于这两个矢量的模与其夹角的余弦的乘

积,即:

a·b = | a | | b | cos¦È

  矢量的标量积又称为数量积、点积或内积。

根据以上定义,力 F所作的功 W 可以表示为:W = F· l

矢量 a和 b的标量积 a·b按基本单位矢量分解表达式表示为:

a·b = ax b x + ay by + az bz

  由上式可见,矢量的标量积等于两矢量对应坐标分量的乘积之和。

根据 a·b= |a||b|cos¦È,所以有

cos¦È =
a·b

| a | | b |

  考虑式 a·b= ax bx + ay by + az b z,所以

cos¦È =
ax b x + ay by + az bz

a
2
x + a

2
y + a

2
z b
2
x + b

2
y + b

2
z

  标量积满足如下关系

a·b = b·a

a·(b + c) = a·b + a·c

¦Ë1 (a·b) = (¦Ë1 a)·b = a·(¦Ë1 b) = (a·b)¦Ë1

1. 2. 4  矢量的矢量积(叉积、外积)

在研究物体的转动时,有一个经常用到的物理量是力矩,设力 F作用于某物

体的点 A,对于该物体上的支点 O来说,力 F产生了一个力矩 T,其大小等于力 F

的大小乘以点 O到 F 的作用线的距离,如图 1. 3 设力 F与 OA的夹角是 ¦È,所以力

矩为:

T = OA× F

  力矩是一个矢量,他的方向垂直于 F与 OA所确定的平面,且 OA、F与 T三者

的方向遵循右手法则,即当右手的四指从 OA朝手心方向以不超过 ¦Ð的转角转向
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图 1. 3  力与力矩

F时,竖起的大拇指的指向即为 T的方向。

根据上述运算我们定义矢量的另一种乘

法运算:设有两个矢量 a和 b,它们的夹角为

¦È,定义矢量 a和 b的矢量积为一个矢量 c,记

为 a×b,其大小等于这两个矢量的模与其夹

角的正弦的乘积,即:

| c | = | a× b | = | a | | b | sin¦È

  矢量 c的方向同时垂直于矢量 a和 b,并

且矢量 a,b,c遵循右手法则。

矢量的矢量积又称为叉积或外积。

根据以上定义,力 F 产生的力矩 T可以

表示为:T= OA×F

由矢量积的定义可看出:

(1)a×a= 0

(2)a×b= - b×a

(3)(a+ b)×c= a×c+ b×c

(4)¦Ë1 (a×b) = (¦Ë1 a)×b = a×(¦Ë1 b) = (a×b)¦Ë1

下面推导矢量积按基本单位矢量分解表达式:

按矢量的运算规律有

a× b = ( ax ex + ayey + az ez ) ×(bxex + by ey + bz ez )

  展开后得:

a× b = ( ay bz - az by )ex + (az bx - ax b z )ey + (ax b y - ay b x)ez

  写成行列式:

a× b =
ay  az

by  bz

ex +
az  ax

bz  bx

ey +
ax  ay

bx  by

ez

  或:

a× b =

ex  ey  ez

ax  ay  az

bx  by  bz

  例 1. 1  矢量 a= 2ex 6ey - 3ez 和矢量 b = 4ex + 3ey - ez 确定一个平面,求此平面的法向单位

矢量。

解

方法 1:此平面的法向单位矢量与此平面垂直,因此该单位矢量与矢量和垂直。设该单位

矢量表示为 c= cxex + cyey + czez ,所以

·5·第一章  矢量分析



c·a = 2 cx - 6cy - 3cz = 0

c·b = 4 cx + 3cy - cz = 0

  同时考虑 c= cxex + cyey + czez 是单位矢量,所以 c2x + c2y + c2z = 1

最后解得单位矢量为:c= ± 3
7 ex -
2
7 ey +
6
7 ez

方法 2:由于 a×b垂直于 a和 b确定的平面,而

a× b =

ex ey ez

2 - 6 - 3

4 3 - 1

= 15ex - 10ey + 30ez

  由于单位矢量平行于 a× b,所以单位矢量为

c = a× b
| a× b |

=
3
7

ex -
2
7

ey +
6
7

ez

  方向相反的单位矢量为 c= -
3
7

ex +
2
7

ey -
6
7

ez

根据|a×b| = |a||b| sin¦È,所以有

sin¦È =
| a× b |
| a | | b |

  考虑式 a×b= (ay bz - az b y)ex + ( az b x - ax b z )ey + (ax by - ay bx )ez ,所以

sin¦È =
(ay b z - az by )

2
+ (az b x - ax bz )

2
+ (ax b y - ay b x)

2

a2x + a2y + a2z b2x + b2y + b2z

1. 2. 5  矢量的混合积

设三个矢量 a= axex + ayey + az ez ,b = bx ex + byey + bz ez , c= cxex + cy ey + cz ez ,

先做矢量积 a×b再作 a×b与 c的数量积,即(a×b)·c称为矢量的混合积。

根据定义,有:

a× b =
ay  az

by  bz

ex +
az  ax

bz  bx

ey +
ax  ay

bx  by

ez

  所以

(a× b)·c =
ay  az

by  bz

cx +
az  ax

bz  bx

c y +
ax  ay

bx  by

cz

  写成三阶行列式有:

(a× b)·c =

ax  ay  az

bx  by  bz

cx  cy  cz

  根据行列式的性质,行列式连续进行两次对调,不改变行列式的值和正负号,

容易得到
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(a× b)·c = (b× c)·a = (c× a)·b

  例 1. 2  证明矢量恒等式

(a× b)× c = (a·c)b - (b·c)a

  证明:设 a = ax ex + ayey + azez ,b = bx ex + byey + bzez ,c = cxex + cyey + czez 则

a× b =
ay  az

by  bz

ex -
ax  az

bx  bz

ey +
ax  ay

bx  by

ez

  设(a×b)×c= xex + yey + zez,则

x = -
ax  az

bx  bz

cx -
ax  ay

bx  by

cz

= - ax bz cz + az bx cz - ax by cy + ay bx cy

= ax bx cx + ay bx cy + az bx c z - ax bx cx - ax by cy - ax bz cz

= ( ax cx + ay cy + azc z) bx - (bx cx + by cy + bz cz )ax

= (a·c) bx - (b·c) ax

  同样有:

y = (a·c) by - (b·c) ay

z = (a·c) bz - (b·c) az

  因此有

(a× b)× c = (a·c)b - (b·c)a

1. 3  矢量的通量  散度

 图 1. 4  开面 S及面元 dS的方向

1. 3. 1  通量

空间曲面有双侧与单侧两类,我们通常遇到

的曲面是双侧的,根据我们研究的问题,需要在

双侧曲面选定某一侧,选定了一侧的双侧曲面称

为定向曲面。定向曲面上任意一点的法向矢量

的方向取为指向曲面取定的一侧。常用的取向

方法有两种:一种是针对表面是开面的取向,此

开面 S由一条闭合曲线 C围成,如图 1. 4,选择

闭合线 C的环行方向后,按右手法则确定曲面上

任意一个小面积元 d S 方向,即四个手指指向有

向曲线 C的方向,大拇指垂直此小面积元的方向为曲面上此小面积元 d S 的方向

n。另外一种是针对闭合面的取向,一般取闭合面的外法线方向(指向闭合曲面 S

外部空间方向)为曲面方向。把 dS= nd S称为矢量面积元。
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考察矢量 a= axex + ayey + az ez 通过一矢量面积元 dS= nd S,因为 d S 很小,其

面上各点矢量 a的大小可看成相等,定义矢量 a与矢量面积元 dS的标量积

a·dS = a·nd S = ad Scos¦È

为矢量场 a通过矢量面积元 dS的通量。其中 ¦È为 a和 n的夹角。

矢量 a通过一有向曲面 S的通量为

∫S
a·dS =∫S

a·nd S =∫S
ad Scos¦È

  本节我们着重讨论当曲面 S为封闭曲面时的一个特殊情况,它有特殊的用途

和意义,矢量 a通过这个封闭曲面 S的通量表示为

∮S
a·dS =∮S

a·nd S =∮S
ad Scos¦È

  以流体场为例说明上式意义:如果穿过闭合面 S 的通量大于 0,即∮Sa·

dS> 0,则表示有净流量从闭合面所包围的体积内流出,这时体积内存在流体源;

如果穿过闭合面 S的通量小于 0,即∮Sa·dS< 0,则表示有净流量从闭合面所包围

的体积外流入,这时体积内存在流体“洞”(或称负源),能吸收流体。前面一种情况

体积内也可能存在洞,但洞的闭合面积分小于源的闭合面积分;后面一种情况体积

内也可能存在源,但源的闭合面积分小于洞的闭合面积分。如果穿过闭合面 S的通

量等于 0,即∮Sa·dS= 0,则表示从闭合面所包围的体积内流出和流入体积内的流量

相等,即源的闭合面积分等于洞的闭合面积分,或者体积内既没有源,也没有洞。

1. 3. 2  散度

通量描述的是一个大范围的积分量,其积分值不能说明每一点的源的强弱,为

了研究矢量场 a在空间每一点的源的大小,把闭合面收缩,即取极限:

lim
¦¤V→0

∮S
a·d S

¦¤V

  这个极限值就表示这一点的源的强度,把它称为矢量 a在该点的散度,并用

diva来表示,因此散度定义可以表示为:

diva = lim
¦¤ V→0

∮S
a·d S

¦¤ V

  表示为从该点单位体积内发出的通量,由上式可见,矢量场的散度是一个标

量。如果 diva> 0,我们就说在该点有源;如果 diva< 0,我们就说在该点有洞;如果

diva= 0,我们就说在该点是无散的,如果 diva = 0 总是成立,则说该矢量场是无

散场。

根据散度的定义,diva描述的是一点的值,与体积元 ¦¤V 形状无关,在取零极

限时,所有尺寸都趋于零,在推导散度的表达式时,采用直角坐标系,体积元取平行
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六面体元。在直角坐标系中以( x, y, z)为顶点作一个平行六面体,如图 1. 5。分别

计算矢量 a通过六个面的通量,通过前后一对表面的通量为:

ax +
¦¹a x

¦¹ x
¦¤ x ¦¤ y¦¤ z - ax ¦¤ y¦¤ z =

¦¹a x

¦¹ x
¦¤ x¦¤ y¦¤ z

  通过左右一对表面的通量为:

- ay ¦¤ y¦¤ z + ay +
¦¹a y

¦¹y
¦¤ y ¦¤ x¦¤ z =

¦¹a y

¦¹y
¦¤ x¦¤ y¦¤ z

  通过上下一对表面的通量为:

az +
¦¹az

¦¹z
¦¤ z ¦¤ x¦¤ y - az ¦¤ x¦¤ y =

¦¹a z

¦¹z
¦¤ x¦¤ y¦¤ z

图 1. 5  利用平行六面体(体积元)求通量

  根据散度定义,所以:

diva = lim
¦¤V→ 0

∮S
a·d S

¦¤V
= lim

¦¤V→0

¦¹a x

¦¹ x
+

¦¹a y

¦¹y
+

¦¹a z

¦¹z
¦¤ x¦¤ y¦¤ z

¦¤ x ¦¤ y¦¤ z
=

¦¹a x

¦¹x
+

¦¹a y

¦¹y
+

¦¹a z

¦¹z

  在矢量分析中常用到哈密顿算符(又称矢量算符),写为“è ”,è 是一个微分运

算符,同时又应当作矢量看待。在直角坐标系中写成

è = ex
¦¹

¦¹ x
+ ey

¦¹
¦¹y
+ ez

¦¹
¦¹z

  利用哈密顿算符,散度可以写成

diva =
¦¹a x

¦¹ x
+

¦¹a y

¦¹y
+

¦¹a z

¦¹z
= ex

¦¹
¦¹x
+ ey

¦¹
¦¹y
+ ez

¦¹
¦¹z
·(ax ex + ayey + az ez ) = è ·a

  两个矢量场之和的散度等于各个矢量场的散度之和,即

è ·(a + b) = è ·a + è ·b

1. 4  高斯(Gauss)定理

在矢量分析中,散度对应一个高斯定理,应用非常广泛,这里先叙述这个定理,

·9·第一章  矢量分析



然后加以证明。

高斯定理  通过闭合曲面 S的矢量 a的通量,等于矢量 a的散度è ·a对 S

所包体积 V 的积分。即

∮S
a·d S =∫V

è ·adV

  这里假定在 S内部矢量是连续的,并具有连续的一阶偏导数。高斯定理又称

为散度定理。

证明:

将闭合面 S包围的体积 V 分成体积元:dV1、dV1、⋯,首先计算矢量 a通过每

个体积元对应的小闭合面的通量。由定义有

∮S
1

a·d S = è ·adV1 ,∮S
2

a·d S = è ·adV2 ,⋯

  考虑到相邻两个体积元有一个公共面,对于这两个体积元来说矢量 a通过这

个公共面上的通量是大小相等符号相反的关系,求和时就相互抵消了。除了邻近

闭合曲面 S的体积元外,所有内部的体积元都是由与相邻体积元间的公共面包围

而成,因此这些内部的体积元通量总和为零。对于邻近 S面的体积元也只剩下部

分表面是 S面上的面元 dS的通量没有被抵消,其总和等于矢量 a通过闭合面 S的

通量。所以有

∮S
1

a·d S +∮S
2

a·d S + ⋯ =∮S
a·d S

所以

∮S
1

a·d S = è ·ad V1 + è ·adV1 + ⋯ =∫V
è ·adV

  证毕

  例 1. 3  求

(1)矢量 a= x2 ex + ( x y)2 ey + 24 x2 y2 z3 ez 的散度

(2)è ·a对中心在原点的一个单位立方体的积分

(3)a对此立方体表面的积分

解  (1)矢量 a= x2 ex + ( x y)2 ey + 24 x2 y2 z3 ez 的散度为

è ·a =
¦¹ax

¦¹x
+

¦¹ay

¦¹y
+

¦¹az

¦¹z
= 2 x + 2 x2 y + 72 x2 y2 z2

  (2)è ·a对中心在原点的一个单位立方体的积分为

∫V
è ·adV =∫

1
2

-
1
2
∫
1
2

-
1
2
∫
1
2

-
1
2

(2 x + 2 x2 y + 72 x2 y2 z2 )d xd yd z

=∫
1
2

-
1
2
∫
1
2

-
1
2

(2 x + 2 x2 y + 6 x2 y2 )d xd y =∫
1
2

-
1
2

2 x +
1
2

x2 d x =
1
24

  (3)a对此立方体表面的积分为
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