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前 言

踏进２１世纪，人类进入了信息时代。随着科学新技术的不断涌现及经济
建设的迅速发展，电磁现象及其理论和技术应用已全方位、全时空地渗透到

人类活动的所有领域中。作为电子与信息、电子与通信、电气与信息类专业

技术的基础理论的电磁场与电磁波课程，不仅在以上专业技术人员的必备的

知识结构及素质需求中扮演了越来越重要的角色，而且成为其他专业的大学

生为拓宽专业知识面、增强适应和竞争能力而选修的课程。以麦克斯韦四个

微分方程表示的电磁理论体系是一个成熟的、完整的、内涵丰富的科学体系，

但也是一个理论性偏强、需要抽象思维和推理理解的体系，因此，一个既符

合电磁理论科学体系又适应现时代需求的、既具有合适深度而又易于教授便

于自学的电磁基础理论教材，是所有此类教材的编写者的追求。

本书是在１９９１年出版、１９９９年再版的《电磁场与微波技术》的基础上，
结合编者历年使用该教材在各种电磁场理论教学实践中的心得体会而修订编

成的。全书共设矢量分析与场论基础、静电场、恒定电场、恒定磁场、静态

场的边值问题、时变电磁场、平面电磁波及波导与谐振腔等８章内容。本书内
容编排注意体现电磁理论体系的科学性和系统性，采用学生比较容易接受的

由特殊到一般的归纳方法，并注意在归纳的基础上从一般到特殊地分析以帮

助读者加深对电磁基本定理的内涵的认识。

本书力求对物理概念、定理叙述准确，注意应用场论等数学知识描述和

分析，力求令教学推理严密、逻辑性强，并尽量让读者易于阅读。在素材组

织上注重教材的基础性，力求深浅合适、详略得当；但对重点和难点给予充

分说明和分析，不刻意追求“简明扼要”，且尽量结合典型工程应用以加深读

者对理论的认识。在叙述上注意思路清晰、前后连贯、由浅入深、通俗易懂。

本书每章前有提要，后有小结，以便于读者阅读并掌握重点；章节中还

有针对性地配置相当数量的、精选的典型例题及分析；每章后又附了一定数

量的习题和参考答案，用以加深读者对基本概念和基本定理的理解，以及加

强其对概念、定理的应用和分析解决问题的能力。

本书可作为高等院校电子信息类和电气信息类专业基础理论课程教材；

若在内容上作适当取舍，也可作为不同层次、不同类型的电气专业的教材或此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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电磁场是自然界中存在的，且为人类越来越熟知并广泛应用的物理场。所谓场，在物理

学中的概念是：如果在全部空间（或部分空间），每一点上都对应着某个物理量的确定值，我

们就说在这个空间域中确定了该物理量的场。

如果物理量的确定值仅用一个数值就能表示（即确定值是一个标量），则称该物理量的

场为标量场。例如，温度场、密度场和电位场等是标量场。

如果物理量的确定值是一个矢量（即是既有大小、又有方向的量），则称该物理量的场为

矢量场。例如，力场、流速场、电场和磁场等均是矢量场。

假如物理量的确定值不随时间变化，则称该物理量的场为静态场；反之，若物理量除有

空间分布的确定规律外，每一点上的值还随时间变化，则称该场为动态场或时变场。例如，

随时间变化的电荷（或电流）产生的场是时变电磁场。

电磁场理论是研究宏观电磁现象及电磁过程的基本规律和分析计算方法的理论。电磁

场中的基本场量（如电场强度Ｅ和磁感应强度Ｂ等）均是矢量，故研究其在空间的分布及变
化规律时，要应用矢量分析和场论基础的数学知识。这部分知识是研究电磁场理论的重要

数学工具，也是学习后续各章课程的数学基础。

要表达并分析场量（尤其是场矢量）在空间的分布及变化规律，必须借助坐标系。以下

简单介绍三种常用的坐标系。

图１ １ 广义正交坐标系

１．１ 三种常用的坐标系

坐标系是将空间的点的位置用一组有顺序的、一一对应的数值表示的数学模型。位于

平面上的一个点，只需二维独立坐标便可确定，例如，可用平面直角坐标系中的ｘ，ｙ坐标来
标记点Ｐ（ｘ，ｙ）；而任何描述三维空间的点的坐标系则需要三个独立的坐标变量ｕ１，ｕ２，ｕ３
（如直角坐标系中的ｘ，ｙ，ｚ坐标，又如圆柱坐标系中的

ｒ，φ，ｚ坐标）。当坐标变量ｕ１，ｕ２，ｕ３为常数时，分别代
表空间的三组曲面（或平面），称为坐标面。每两组坐标

面的交线称为坐标曲线。如图１ １所示，坐标面ｕ１＝ｃ１
与ｕ３＝ｃ３的交线是ｕ２坐标曲线。若过空间任意Ｍ 点
的三条坐标曲线都两两相互正交（此时，其相应的坐标面

也两两相互垂直），则称这种坐标系为正交坐标系。

经过空间任一点Ｍ 的三条坐标曲线的切向单位矢
量，称为点Ｍ 上该坐标的单位矢量。如图１ １中的ａｕ１



是过原点的ｕ１坐标的单位矢量。坐标单位矢量的模等于１，并以各坐标变量正的增加方向
作为正方向。一个正交坐标系的坐标单位矢量按顺序满足右手螺旋法则（按常规，均采用右

手系统），如图１ １中有

ａｕ１×ａｕ２＝ａｕ３，

同样有 ａｕ２×ａｕ３＝ａｕ１，

和 ａｕ３×ａｕ１＝ａｕ２。

直角坐标系、圆柱坐标系和球坐标系是正交坐标系中最常用的三种坐标系。下面简单

介绍坐标变量、坐标单位矢量、长度元、面积元、体积元和矢量函数在三个常用坐标系中的表

示法及其相互关系。

１．１．１ 直角坐标系

直角坐标系中的三个坐标变量是ｘ，ｙ，ｚ。它们的变化范围是

－∞＜ｘ＜∞，－∞＜ｙ＜∞，－∞＜ｚ＜∞。

图１ ２ 直角坐标系

直角坐标系的坐标面是平面，坐标曲线是直

线。点 Ｍ（ｘ１，ｙ１，ｚ１）是三个坐标面ｘ＝ｘ１，

ｙ＝ｙ１和ｚ＝ｚ１ 的交点，如图１ ２所示。过点

Ｍ（ｘ１，ｙ１，ｚ１）的坐标曲线是三条相互正交的直
线，点Ｍ 处的坐标单位矢量记为ａｘ，ａｙ，ａｚ。它
们相互正交，即

ａｘ·ａｙ＝ａｙ·ａｚ＝ａｚ·ａｘ ＝０， （１ １）
而且遵循右手螺旋法则：

ａｘ×ａｙ＝ａｚ，

ａｙ×ａｚ＝ａｘ，

ａｚ×ａｘ ＝ａｙ

烍
烌

烎。
（１ ２）

直角坐标系的坐标单位矢量ａｘ，ａｙ，ａｚ 是常
矢量，其方向不随点Ｍ 的位置变化而变化。这是直角坐标系的一个很重要的特征，也是在
其他坐标系处理一些矢量分析计算（如在圆柱或球坐标系中对给定在不同点的两个矢量的

相加等计算）时要变换到直角坐标系处理的原因。

在直角坐标系内的任一矢量Ａ可以表示为

Ａ＝ａｘＡｘ＋ａｙＡｙ＋ａｚＡｚ。 （１ ３）
式中，Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ分别是矢量Ａ在ａｘ，ａｙ，ａｚ方向上的投影。
在图１ ３中，空间相邻的两个点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）与Ｍ′（ｘ＋ｄｘ，ｙ＋ｄｙ，ｚ＋ｄｚ）所在的六

个坐标面ｘ，ｘ＋ｄｘ，ｙ，ｙ＋ｄｙ，ｚ，ｚ＋ｄｚ围成了一个直角坐标系中的微分体元。由点Ｍ 指
向点Ｍ′的小矢量ｄｌ称为点Ｍ 处的矢量线元。矢量线元ｄｌ在点Ｍ 的三个坐标单位矢量
方向上的投影称为该坐标方向上的长度元，即

ｄｌ＝ａｘｄｌｘ＋ａｙｄｌｙ＋ａｚｄｌｚ。 （１ ４）

２ 电磁场与电磁波



图１ ３ 直角坐标系中的单位矢量、长度元、面积元和体积元

由图１ ３ｂ可知，直角坐标系三个坐标单位矢量方向上的长度元为

ｄｌｘ ＝ｄｘ，

ｄｌｙ＝ｄｙ，

ｄｌｚ＝ｄｚ
烍
烌

烎。
（１ ５）

图１ ３ａ中的微分六面体由六个微分面元包围，过点 Ｍ 的三个面积元如图１ ３ｃ所
示，是

ｄＳｘ ＝ｄｌｙｄｌｚ＝ｄｙｄｚ（与ａｘ 垂直），

ｄＳｙ＝ｄｌｚｄｌｘ ＝ｄｚｄｘ（与ａｙ垂直），

ｄＳｚ＝ｄｌｘｄｌｙ＝ｄｘｄｙ（与ａｚ

烍
烌

烎垂直）。

（１ ６）

图１ ４ 直角坐标系中
的面元矢量

在直角坐标系中，包含点 Ｍ 的任意面积元矢量ｄＳ，可用坐
标系的面积元来表示。即若设点 Ｍ 处的面元法向单位矢量为

ｎ，如图１ ４所示，有

ｎ＝ａｘｃｏｓα＋ａｙｃｏｓβ＋ａｚｃｏｓγ。
式中，ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ为ｎ在三个坐标轴方向上的投影，也称方
向余弦。则面元ｄＳ可表示为

ｄＳ＝ｎｄＳ
＝ａｘｄＳｃｏｓα＋ａｙｄＳｃｏｓβ＋ａｚｄＳｃｏｓγ。 （１ ７）

当ｎ与ａｘ，ａｙ，ａｚ的夹角满足０≤α，β，γ≤
π
２
时，则

ｄＳ＝ａｘｄＳｘ＋ａｙｄＳｙ＋ａｚｄＳｚ
＝ａｘｄｙｄｚ＋ａｙｄｚｄｘ＋ａｚｄｘｄｙ。 （１ ８）

包含点Ｍ 的微分体积元ｄＶ就是图１ ３ａ中的微分六面体的体积，即

ｄＶ ＝ｄｌｘｄｌｙｄｌｚ＝ｄｘｄｙｄｚ。 （１ ９）

１．１．２ 圆柱坐标系

圆柱坐标系中的三个坐标变量是ｒ，φ，ｚ。ｚ坐标变量的定义与直角坐标系相同。各
变量的定义域是：

０≤ｒ＜∞，０≤φ≤２π，－∞＜ｚ＜∞。

３１ 矢量分析与场论基础

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



图１ ５ 圆柱坐标系

在图１ ５所示的圆柱坐标系中，点Ｍ（ｒ１，φ１，ｚ１）
是以下三个坐标面的交点：

①ｒ＝ｒ１，是以ｚ轴为轴线、以ｒ１ 为半径
的圆柱面。ｒ１是点Ｍ 到ｚ轴的垂直距离。

②φ＝φ１，是以ｚ轴为界的半平面。φ１是

ｘＯｚ平面与通过点Ｍ 的半平面之间的夹角。

③ｚ＝ｚ１，是与ｚ轴垂直的平面。ｚ１是点

Ｍ 到ｘＯｙ平面的垂直距离。
过点Ｍ 的坐标曲线分别是：

①与ｚ轴平行的ＱＭ 直线（是ｚ坐标曲
线，由ｒ＝ｒ１与φ＝φ１相交而成）。

②与ｘＯｙ平面平行的始于ｚ轴的射线ＰＭ（ｒ坐标曲线，由φ＝φ１与ｚ＝ｚ１ 相交而
成）。

③位于ｚ＝ｚ１平面上、半径为ｒ１、圆心在ｚ轴上（Ｐ点）的圆（φ坐标曲线，由ｚ＝ｚ１与

ｒ＝ｒ１相交而成）。
因此，空间任意点Ｍ（ｒ，φ，ｚ）处的坐标单位矢量为与经过点Ｍ 的坐标曲线相互平行

或相切的ａｒ，ａφ 与ａｚ。它们相互正交，即

ａｒ·ａφ ＝ａφ·ａｚ＝ａｚ·ａｒ＝０， （１ １０）
而且遵循右手螺旋法则：

ａｒ×ａφ ＝ａｚ，

ａφ×ａｚ＝ａｒ，

ａｚ×ａｒ＝ａφ

烍
烌

烎。
（１ １１）

在柱坐标系中，除ａｚ是常矢量外，ａｒ，ａφ 都是变矢量，其方向都随点Ｍ 位置的变化而
变化。在柱坐标系中处理矢量的代数、微分和积分等运算时要特别注意这一点。

在点Ｍ 的任一矢量Ａ可表示为

Ａ＝ａｒＡｒ＋ａφＡφ＋ａｚＡｚ。 （１ １２）

式中，Ａｒ，Ａφ 和Ａｚ分别是矢量Ａ在位于点Ｍ 处的坐标单位矢量ａｒ，ａφ 和ａｚ 方向上的投
影。

如图１ ６所示，空间相邻的两个点Ｍ（ｒ，φ，ｚ）与Ｍ′（ｒ＋ｄｒ，φ＋ｄφ，ｚ＋ｄｚ）所在的
六个坐标面ｒ，ｒ＋ｄｒ，φ，φ＋ｄφ，ｚ，ｚ＋ｄｚ围成一个微分六面体元。利用这个六面体元，柱
坐标系中的长度元、面积元和体积元可表示如下：

１．长度元
由点Ｍ 指向点Ｍ′的矢量线元ｄｌ在点Ｍ 处沿ａｒ，ａφ，ａｚ 方向上的投影，也即长度元，

如图１ ６ｂ所示，为

ｄｌｒ＝ｄｒ，

ｄｌφ ＝ｒｄφ，

ｄｌｚ＝ｄｚ
烍
烌

烎。
（１ １３）

４ 电磁场与电磁波



则ｄｌ可表示为

ｄｌ＝ａｒｄｌｒ＋ａφｄｌφ＋ａｚｄｌｚ＝ａｒｄｒ＋ａφｒｄφ＋ａｚｄｚ。 （１ １４）

图１ ６ 圆柱坐标系

２．面积元
如图１ ６ｃ所示，面元矢量ｄＳ在三个坐标单位矢量方向上的面积元为

ｄＳｒ＝ｄｌφｄｌｚ＝ｒｄφｄｚ （与ａｒ垂直），

ｄＳφ ＝ｄｌｒｄｌｚ＝ｄｒｄｚ （与ａφ 垂直），

ｄＳｚ＝ｄｌｒｄｌφ ＝ｒｄｒｄφ （与ａｚ

烍
烌

烎垂直）。

（１ １５）

则任意包含点Ｍ 的面元矢量ｄＳ，当其面元法向单位矢量ｎ的方向与点Ｍ 处的坐标单位矢

量方向的夹角大于、等于零并小于、等于π
２
时，可表示为

ｄＳ＝ａｒｄＳｒ＋ａφｄＳφ＋ａｚｄＳｚ
＝ａｒｒｄφｄｚ＋ａφｄｒｄｚ＋ａｚｒｄｒｄφ。 （１ １６）

图１ ７ 球坐标系

３．体积元

ｄＶ ＝ｄｌｒｄｌφｄｌｚ＝ｒｄｒｄφｄｚ （１ １７）

１．１．３ 球坐标系

球坐标系中的三个坐标变量是ｒ，θ，φ。
其中，坐标变量φ与柱坐标系中的定义相同。

ｒ，θ，φ的变化范围是

０≤ｒ＜∞，０≤θ≤π，０≤φ≤２π。
在球坐标系中，如图 １ ７ 所示，点

Ｍ（ｒ１，θ１，φ１）由下述三个面的交点所确定：

①ｒ＝ｒ１，是以原点为球心、ｒ１为半径的球
面。ｒ１是点Ｍ 到原点的直线距离（注意：球坐
标系中的ｒ坐标与圆柱坐标系中的ｒ坐标定义

５１ 矢量分析与场论基础



是不同的）。

②θ＝θ１，是以原点为顶点、以ｚ轴为轴线的圆锥面。θ１是正向ｚ轴与连线ＯＭ 之间
的夹角。

③φ＝φ１，是以ｚ轴为界的半平面。φ１ 是ｘＯｚ平面与过点Ｍ 的半平面之间的夹角
（φ与圆柱坐标系中的定义相同）。坐标变量φ称为方位角。
过点Ｍ（ｒ１，θ１，φ１）的坐标曲线分别是：

①始于原点、并经过点Ｍ 的射线ＯＭ（ｒ坐标曲线，由θ＝θ１与φ＝φ１相交而成）。

②位于φ＝φ１半平面、并以原点Ｏ 为圆心和以ｒ１为半径的半圆弧（即θ坐标曲线，由

φ＝φ１与ｒ＝ｒ１相交而成）。

③圆心在ｚ轴上、以ｒ１ｓｉｎθ１为半径并位于过点Ｍ 而垂直ｚ轴的平面上的圆（即φ坐
标曲线，由ｒ＝ｒ１与θ＝θ１相交而成）。
空间任意点Ｍ（ｒ，θ，φ）处的坐标单位矢量的方向分别与过点Ｍ 的坐标曲线相切，如

图１ ８所示，为ａｒ，ａθ和ａφ。它们相互正交，即

ａｒ·ａθ＝ａθ·ａφ ＝ａφ·ａｒ＝０， （１ １８）

图１ ８ 球坐标系

并且遵循右手螺旋法则：

ａｒ×ａθ＝ａφ，

ａθ×ａφ ＝ａｒ，

ａφ×ａｒ＝ａθ

烍
烌

烎。
（１ １９）

和柱坐标系相似，在球坐标系中，空间任意点Ｍ（ｒ，θ，φ）处的坐标单位矢量ａｒ，ａθ 和

ａφ 都是变矢量，其方向会随点Ｍ 位置的变化而变化。在作矢量代数及微、积分运算时应该

注意到这一点。

在球坐标系中，位于点Ｍ 的任一矢量Ａ可表示为

Ａ＝ａｒＡｒ＋ａθＡθ＋ａφＡφ。 （１ ２０）

式中，Ａｒ，Ａθ和Ａφ 分别是矢量Ａ在点Ｍ 处的坐标单位矢量ａｒ，ａθ和ａφ 方向上的投影。

如图１ ８ａ、ｂ所示，球坐标系中的长度元、面积元和体积元可用空间相邻的两个点
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Ｍ（ｒ，θ，φ）与Ｍ′（ｒ＋ｄｒ，θ＋ｄθ，φ＋ｄφ）所在的六个坐标面围成的微分六面体来表示：

１．长度元
由点Ｍ 至点Ｍ′的矢量线元ｄｌ在点Ｍ 处沿ａｒ，ａθ，ａφ 方向上的投影即为该方向上的

长度元，如图１ ８ｃ所示，为

ｄｌｒ＝ｄｒ，

ｄｌθ＝ｒｄθ，

ｄｌφ ＝ｒｓｉｎθｄφ

烍
烌

烎。
（１ ２１）

在球坐标中，ｄｌ可表示为

ｄｌ＝ａｒｄｒ＋ａθｒｄθ＋ａφｒｓｉｎθｄφ。 （１ ２２）

２．面积元
如图１ ８ｄ所示，面元矢量ｄＳ在三个坐标单位矢量方向上的面积元为

ｄＳｒ＝ｄｌθｄｌφ ＝ｒ
２ｓｉｎθｄθｄφ （与ａｒ垂直），

ｄＳθ＝ｄｌｒｄｌφ ＝ｒｓｉｎθｄｒｄφ （与ａθ垂直），

ｄＳφ ＝ｄｌｒｄｌθ＝ｒｄｒｄθ （与ａφ

烍

烌

烎垂直）。

（１ ２３）

对于任意包含点Ｍ 的面元矢量ｄＳ，当其面元法向单位矢量ｎ的方向与点Ｍ 处的坐标单位

矢量的夹角大于、等于零并小于、等于π
２
时，可表示为

ｄＳ＝ａｒｄＳｒ＋ａθｄＳθ＋ａφｄＳφ
＝ａｒｒ２ｓｉｎθｄθｄφ＋ａθｒｓｉｎθｄｒｄφ＋ａφｒｄｒｄθ。

（１ ２４）

３．体积元

ｄＶ ＝ｄｌｒｄｌθｄｌφ ＝ｒ
２ｓｉｎθｄｒｄθｄφ。 （１ ２５）

图１ ９ 三种坐标系的坐标
变量之间的关系

１．１．４ 三种坐标系的坐标变量之间的关系

变量ｒ和单位矢量ａｒ 的定义在球坐标系与柱
坐标系中是不相同的。为了加以区别，在讨论三个

坐标系之间的关系时，暂用Ｒ 及ａＲ 代替球坐标系
中的ｒ和ａｒ。
由图１ ９的几何关系，可以直接写出三种坐标

系的坐标变量之间的关系。

１．直角坐标系与柱坐标系的关系

ｘ＝ｒｃｏｓφ， （１ ２６ａ）

ｙ＝ｒｓｉｎφ， （１ ２６ｂ）

ｚ＝ｚ。 （１ ２６ｃ
烅
烄

烆 ）

ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２， （１ ２７ａ）

φ＝ａｒｃｔａｎｙｘ ＝ａｒｃｓｉｎ
ｙ

ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ａｒｃｃｏｓ
ｘ

ｘ２＋ｙ槡 ２
， （１ ２７ｂ）

ｚ＝ｚ。 （１ ２７ｃ

烅

烄

烆 ）
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２．直角坐标系与球坐标系的关系

ｘ＝Ｒｓｉｎθｃｏｓφ， （１ ２８ａ）

ｙ＝Ｒｓｉｎθｓｉｎφ， （１ ２８ｂ）

ｚ＝Ｒｃｏｓθ。 （１ ２８ｃ
烅
烄

烆 ）

Ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２， （１ ２９ａ）

θ＝ａｒｃｃｏｓ ｚ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２ ＝ａｒｃｓｉｎ

ｘ２＋ｙ槡 ２

ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２
， （１ ２９ｂ）

φ＝ａｒｃｔａｎｙｘ ＝ａｒｃｓｉｎ
ｙ

ｘ２＋ｙ槡 ２ ＝ａｒｃｃｏｓ
ｘ

ｘ２＋ｙ槡 ２
。 （１ ２９ｃ

烅

烄

烆
）

３．柱坐标系与球坐标系的关系

ｒ＝Ｒｓｉｎθ， （１ ３０ａ）

φ＝φ， （１ ３０ｂ）

ｚ＝Ｒｃｏｓθ。 （１ ３０ｃ
烅
烄

烆 ）

Ｒ＝ ｒ２＋ｚ槡 ２， （１ ３１ａ）

θ＝ａｒｃｓｉｎ ｒ
ｒ２＋ｚ槡 ２ ＝ａｒｃｃｏｓ

ｚ
ｒ２＋ｚ槡 ２
， （１ ３１ｂ）

φ＝φ。 （１ ３１ｃ

烅

烄

烆 ）

１．１．５ 三种坐标系的坐标单位矢量之间的关系

１．直角坐标系与柱坐标系

图１ １０ 直角坐标系和柱坐标系中的
坐标单位矢量及其关系

在直角坐标系和柱坐标系中，ｚ变量的定义
是相同的，即经过空间任意点Ｍ 的坐标单位矢量

ａｚ是一样的。又因正交坐标系中的三个坐标单位
矢量满足正交右手螺旋法则，故在两个坐标系中，

点 Ｍ 处 的 其 余 四 个 坐 标 单 位 矢 量
（ａｘ，ａｙ，ａｒ，ａφ）必定在过点Ｍ 的ｚ平面上。如图

１ １０所示，用位于ｘＯｙ平面上的、以某点Ｍ 为
圆心的单位圆便可将过点Ｍ 的其余四个坐标单
位矢量之间的关系形象地表示出来。

例如，欲以柱坐标系单位矢量ａｒ，ａφ 表示直
角坐标系单位矢量ａｘ，可将ａｘ 向ａｒ 及ａφ 方向投
影，得其投影矢量 ａｘ ·ｃｏｓφａｒ及 ａｘ ·ｓｉｎφ（－ａφ），即得

ａｘ ＝ａｒｃｏｓφ－ａφｓｉｎφ；
反之，也可以用ａｘ，ａｙ表示ａｒ： ａｒ＝ａｘｃｏｓφ＋ａｙｓｉｎφ。
将直角坐标系与柱坐标系的坐标单位矢量之间的关系表示成矩阵形式：

ａｘ
ａｙ
ａ

熿

燀

燄

燅ｚ
＝
ｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０
ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

ａｒ
ａφ
ａ

熿

燀

燄

燅ｚ

， （１ ３２ａ）
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ａｒ
ａφ
ａ

熿

燀

燄

燅ｚ
＝

ｃｏｓφ ｓｉｎφ ０
－ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

ａｘ
ａｙ
ａ

熿

燀

燄

燅ｚ

。 （１ ３２ｂ）

图１ １１ 柱坐标系和球坐标系中的
坐标单位矢量及其关系

２．柱坐标系与球坐标系
由于坐标变量φ在柱坐标系与球坐标系中的定

义相同，因而空间某点Ｍ 上的坐标单位矢量ａφ 在两
个坐标系中是相同的。而其余四个坐标单位矢量ａｒ，

ａｚ，ａＲ，ａθ均与ａφ 垂直，也即它们是共面的，且均在
过点Ｍ 的φ坐标面（ｒＯｚ面）上，故可用如图１ １１
所示的单位圆来表示它们之间的关系。

例如，可将ａＲ 向ａｒ及ａｚ方向上投影而得

ａＲ ＝ｓｉｎθａｒ＋ｃｏｓθａｚ。
或者也可应用以下矩阵公式转换：

ａｒ
ａφ
ａ

熿

燀

燄

燅ｚ
＝
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０
０ ０ １
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

熿

燀

燄

燅０

ａＲ
ａθ
ａ

熿

燀

燄

燅φ

， （１ ３３ａ）

ａＲ
ａθ
ａ

熿

燀

燄

燅φ

ｓｉｎθ ０ ｃｏｓθ
ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ
熿

燀

燄

燅０ １ ０

ａｒ
ａφ
ａ

熿

燀

燄

燅ｚ

。 （１ ３３ｂ）

３．球坐标系与直角坐标系
球坐标系与直角坐标系没有相同定义的坐标面，空间任一点 Ｍ 在两个坐标系中的坐

标单位矢量及其关系要用立体图形才能表达，故不便使用。用矩阵形式表示的转换公式如

下：

ａＲ
ａθ
ａ

熿

燀

燄

燅φ

＝
ｓｉｎθｃｏｓφ ｓｉｎθｓｉｎφ ｃｏｓθ
ｃｏｓθｃｏｓφ ｃｏｓθｓｉｎφ －ｓｉｎθ
－ｓｉｎφ ｃｏｓφ

熿

燀

燄

燅０

ａｘ
ａｙ
ａ

熿

燀

燄

燅ｚ

， （１ ３４ａ）

ａｘ
ａｙ
ａ

熿

燀

燄

燅ｚ
＝
ｓｉｎθｃｏｓφ ｃｏｓθｃｏｓφ －ｓｉｎφ
ｓｉｎθｓｉｎφ ｃｏｓθｓｉｎφ ｃｏｓφ
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

熿

燀

燄

燅０

ａＲ
ａθ
ａ

熿

燀

燄

燅φ

。 （１ ３４ｂ）

例１ １ 已知矢量函数Ａ在柱坐标系中的表达式为Ａ＝１ｒ２ａｒ＋ｓｉｎφａｚ
，求Ａ 在直角

坐标系中的表达式。

解 据式（１ ２７ａ）及式（１ ３２ｂ）可知：

ｒ２＝ｘ２＋ｙ２，ｓｉｎφ＝
ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２
，ｃｏｓφ＝

ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２
，ａｒ＝ｃｏｓφａｘ＋ｓｉｎφａｙ。

将以上各式代入Ａ，可得Ａ在直角坐标系中的表达式为

Ａ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １
ｘ２＋ｙ２
（ｃｏｓφａｘ＋ｓｉｎφａｙ）＋

ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

ａｚ
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＝ １
（ｘ２＋ｙ２）３?２

（ｘａｘ＋ｙａｙ）＋
ｙ

（ｘ２＋ｙ２）１?２
ａｚ。

例１ ２ 求柱坐标系中坐标单位矢量ａｒ，ａφ，ａｚ对坐标变量φ的偏导数。

解 在柱坐标系中，ａｚ是常矢量，即
ａｚ
φ
＝０。

对于不同的φ 坐标面，ａｒ 和ａφ 方向不同，因此ａｒ，ａφ 是坐标变量φ 的函数，据式
（１ ３２ｂ）有

ａｒ＝ｃｏｓφａｘ＋ｓｉｎφａｙ，

ａφ ＝－ｓｉｎφａｘ＋ｃｏｓφａｙ。

ａｘ 和ａｙ是常矢量，在对φ求导时可视为常数，故ａｒ，ａφ 对φ的偏导数为

ａｒ
φ
＝ φ
（ｃｏｓφａｘ＋ｓｉｎφａｙ）＝－ｓｉｎφａｘ＋ｃｏｓφａｙ＝ａφ，

ａφ
φ
＝ φ
（－ｓｉｎφａｘ＋ｃｏｓφａｙ）＝－ｃｏｓφａｘ－ｓｉｎφａｙ＝－ａｒ。

１．２ 矢量代数

矢量是有大小和方向的。一个矢量Ａ可以用它的大小和方向表示为

Ａ＝ａＡＡ。 （１ ３５）
式中，Ａ＝ Ａ ，是Ａ的大小（也称模或长度），而ａＡ 是沿Ａ方向且大小等于１的无量纲单
位矢量（也称为Ａ的单位矢量），因此

ａＡ ＝
Ａ
Ａ ＝ＡＡ

。 （１ ３６）

图１ １２ 矢量的几何
表示法

在几何图形中，矢量Ａ也可以用带箭头的线段表示，如图１ １２
所示。

在三维正交曲线坐标系中，任一矢量Ａ 还可以用其在坐标曲线
方向上的投影（也称分量）和该坐标单位矢量表示。例如，在直角坐标

系中，有

Ａ＝ａｘＡｘ＋ａｙＡｙ＋ａｚＡｚ， （１ ３７）

图１ １３ 位置矢量ｒ

其中，Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ 分别是Ａ·ａｘ，Ａ·ａｙ，Ａ·ａｚ 的量值，也即Ａ 在ａｘ，

ａｙ，ａｚ方向上的分量。Ａ的模用坐标系三个方向的分量来表示为

Ａ＝（Ａ２ｘ＋Ａ２ｙ＋Ａ２ｚ）１?２。 （１ ３８）
从坐标系原点指向空间任意点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）的矢量称为点Ｐ的

位置矢量。如图１ １３所示，点Ｐ的位置矢量的大小是点Ｐ处的
球坐标ｒ，方向为点Ｐ处球坐标系单位矢量ａｒ方向，故位置矢量常
用ｒ表示，它和点Ｐ的直角坐标ｘ，ｙ，ｚ的关系是

ｒ＝ｘａｘ＋ｙａｙ＋ｚａｚ。 （１ ３９）
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１．２．１ 矢量加法和减法

矢量的加法和减法可以用几何图形表示，如图１ １４表示了矢量Ｃ＝Ａ±Ｂ的三角形
法和平行四边形法。

图１ １４ 用几何图形表示矢量加法和减法 图１ １５ 两点之间的距离矢量Ｒ

用坐标分量表示的矢量，可以用其分矢量进行运算。例如，在直角坐标系中，若

Ａ＝ａｘＡｘ＋ａｙＡｙ＋ａｚＡｚ，Ｂ＝ａｘＢｘ＋ａｙＢｙ＋ａｚＢｚ，则它们的和为

Ａ＋Ｂ＝（Ａｘ＋Ｂｘ）ａｘ＋（Ａｙ＋Ｂｙ）ａｙ＋（Ａｚ＋Ｂｚ）ａｚ， （１ ４０）
其差为

Ａ－Ｂ＝（Ａｘ－Ｂｘ）ａｘ＋（Ａｙ－Ｂｙ）ａｙ＋（Ａｚ－Ｂｚ）ａｚ。 （１ ４１）
在矢量场的分析计算中，常应用两点之间的距离矢量。如图１ １５所示，由点

Ｐ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）指向点Ｐ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２）的距离矢量Ｒ是

Ｒ＝ｒ１－ｒ２ ＝（ｘ１－ｘ２）ａｘ＋（ｙ１－ｙ２）ａｙ＋（ｚ１－ｚ２）ａｚ； （１ ４２）
其模（即两点之间的距离）为

Ｒ＝ Ｒ ＝ （ｘ１－ｘ２）２＋（ｙ１－ｙ２）２＋（ｚ１－ｚ２）［ ］２ １?２。 （１ ４３）

１．２．２ 矢量的乘积

矢量的乘积有点积和叉积两种运算。

１．点积（或标量积）
两个矢量Ａ与Ｂ的点积记为Ａ·Ｂ。Ａ·Ｂ定义为

Ａ·Ｂ＝ Ａ Ｂ ｃｏｓ（Ａ，Ｂ）。 （１ ４４）
即点积Ａ·Ｂ是一个标量（标量积），其大小为两个矢量的模与它们之间较小的夹角的余弦
之积。

两个矢量的方向平行时，其点积最大；垂直时，其点积为零。因此，若两个非零矢量的点

积为零，则两矢量是正交的。

矢量的点积服从乘法交换律和分配律，即

Ａ·Ｂ＝Ｂ·Ａ， （１ ４５）

Ａ·（Ｂ＋Ｃ）＝Ａ·Ｂ＋Ａ·Ｃ。 （１ ４６）
若矢量用坐标系的分量表示，例如，在直角坐标系中，Ａ＝ａｘＡｘ＋ａｙＡｙ＋ａｚＡｚ，

Ｂ＝ａｘＢｘ＋ａｙＢｙ＋ａｚＢｚ，应用直角坐标系单位矢量的关系

１１１ 矢量分析与场论基础



ａｘ·ａｘ ＝ａｙ·ａｙ＝ａｚ·ａｚ＝１，

ａｘ·ａｙ＝ａｙ·ａｚ＝ａｚ·ａｘ ＝０
烍
烌

烎。
（１ ４７）

可得

Ａ·Ｂ＝ＡｘＢｘ＋ＡｙＢｙ＋ＡｚＢｚ， （１ ４８）
即两个矢量的点积等于这两个矢量对应的坐标分量相乘积之和。

２．叉积（或矢量积）
两个矢量的叉积记为Ａ×Ｂ。Ａ×Ｂ是一个矢量（故也称为矢量积），其大小定义为

Ａ×Ｂ ＝ Ａ Ｂｓｉｎ（Ａ，Ｂ）。 （１ ４９）

图１ １６ 两矢量的叉积

其方向垂直于由Ａ和Ｂ构成的平面，并且Ａ，Ｂ，Ａ×Ｂ三者符合
右手螺旋法则。也即Ａ×Ｂ的大小等于由Ａ 和Ｂ形成的平行四
边形的面积，而其方向垂直于平行四边形所在的平面，并指向由Ａ
旋转至Ｂ时右手螺旋前进的方向，如图１ １６所示。
据式（１ ４９）可知，两个非零矢量相互平行的充分必要条件是

它们的叉积为零。

矢量的叉积不服从交换律，但服从分配律，即

Ａ×Ｂ＝－Ｂ×Ａ， （１ ５０）

Ａ×（Ｂ＋Ｃ）＝Ａ×Ｂ＋Ａ×Ｃ。 （１ ５１）
在直角坐标系中，Ａ×Ｂ可用以下行列式计算：

Ａ×Ｂ＝

ａｘ ａｙ ａｚ
Ａｘ Ａｙ Ａｚ
Ｂｘ Ｂｙ Ｂｚ

＝（ＡｙＢｚ－ＡｚＢｙ）ａｘ＋（ＡｚＢｘ－ＡｘＢｚ）ａｙ＋（ＡｘＢｙ－ＡｙＢｘ）ａｚ。 （１ ５２）
除以上所述外，在做矢量的代数运算时还应注意：

（１）矢量的除法没有定义。
（２）在以上矢量加减法和乘法的叙述中，当矢量用坐标系分量表示时，其加、减、乘法运
算均以直角坐标系为例。在直角坐标系中，坐标单位矢量ａｘ，ａｙ，ａｚ 是常矢量，不随所考察
的点而变化，故对以上所列的公式（如式（１ ４０）、式（１ ４１）、式（１ ４８）和式（１ ５２）等），不
管Ａ，Ｂ是定义在同一个点上的矢量，还是定义在不同的两个点上的矢量，均可应用。但柱
坐标系和球坐标系的坐标单位矢量（除ａｚ外）均为变矢量，其方向是随着考察点的位置变化
而变化的。在柱坐标系中，不同的两个点上的坐标单位矢量ａｒ（或ａφ），只有当这两点都处
在同一φ坐标面时，其方向才相同；而在球坐标系中，只有位于同一球半径线（ｒ坐标线）上
的两个点的坐标单位矢量方向才是一致的。也就是说，只有定义在同一点上（或者在柱坐标

系中是位于同一φ平面上，或者在球坐标系中是处在同一半径线上）的两个矢量（Ａ，Ｂ），才
能有类似于式（１ ４０）等用坐标分量来直接运算并表示的普遍运算公式。例如，若Ａ，Ｂ是
定义于同一点的两个矢量，它们在柱坐标系中的表示式为

Ａ＝ａｒＡｒ＋ａφＡφ＋ａｚＡｚ， Ｂ＝ａｒＢｒ＋ａφＢφ＋ａｚＢｚ，
则

Ａ±Ｂ＝（Ａｒ±Ｂｒ）ａｒ＋（Ａφ±Ｂφ）ａφ＋（Ａｚ±Ｂｚ）ａｚ。
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图１ １７ 柱坐标系中定义
在不同φ平面上
的两矢量的加法

若Ａ，Ｂ如图１ １７所示，分别定义于点Ｐ１（φ１ 面上的）、Ｐ２
（φ２面上的），Ａ＝ａｒＡｒ，Ｂ＝ａｒＢｒ，则上式是不能应用的。显
然，Ａ＋Ｂ≠（Ａｒ＋Ｂｒ）ａｒ。对于这一类用柱坐标系或球坐标系
分量表示的，定义在不能对各分量直接进行运算的点上的两个

矢量，可将其转换到直角坐标系中去运算。

（３）对于一般的矢量函数Ａ（ｒ）、Ｂ（ｒ）的运算，在没有特别
标出时，或者为了考察某一场点ｒ处的场量分布时，常常假设
其运算是定义在同一场点ｒ处的。
例１ ３ 在柱坐标系中，已知Ａ＝３ａｒ＋２ａφ＋５ａｚ 和

Ｂ＝－２ａｒ＋３ａφ－ａｚ分别是定义在点Ｐ（３，
π
６
，５）和点Ｑ（４，π３

，３）上的两个矢量，求在点

Ｓ（２，π４
，４）的矢量Ｃ，其与Ａ和Ｂ的关系为Ｃ＝Ａ＋Ｂ。

解 矢量Ａ与Ｂ分别定义在Ｐ，Ｑ两点，点Ｐ在φ＝
π
６
平面，点Ｑ 在φ＝

π
３
平面，也即

Ａ，Ｂ不在同一φ坐标面，故不能直接求和，应将其变换到直角坐标系中运算。
据式（１ ３２ｂ）可知，在空间同一点上，柱坐标系坐标单位矢量ａｒ，ａφ 与ａｘ，ａｙ关系为

ａｒ＝ｃｏｓφａｘ＋ｓｉｎφａｙ，ａφ ＝－ｓｉｎφａｘ＋ｃｏｓφａｙ。
对于点Ｐ：

φ＝
π
６
， Ａ＝３ａｒ＋２ａφ＋５ａｚ，

ａｒ＝ｃｏｓπ６ａｘ＋ｓｉｎ
π
６ａｙ＝

槡３
２ａｘ＋

１
２ａｙ
，

ａφ ＝－ｓｉｎ
π
６ａｘ＋ｃｏｓ

π
６ａｙ＝－

１
２ａｘ＋

槡３
２ａｙ
，

故Ａ在直角坐标系的表达式为

Ａ＝３槡３２ａｘ＋
１
２ａ（ ）ｙ ＋２－１２ａｘ＋槡３２ａ（ ）ｙ ＋５ａｚ

＝ 槡３３
２ －（ ）１ａｘ＋ ３

２＋槡（ ）３ａｙ＋５ａｚ。
同理，可求得Ｂ在直角坐标系的表达式为

Ｂ＝ －１－ 槡３３（ ）２ ａｘ＋ －槡３＋（ ）３２ ａｙ－ａｚ。
因此，在直角坐标系中，点Ｓ上有

Ｃ＝Ａ＋Ｂ＝－２ａｘ＋３ａｙ＋４ａｚ。
上式是Ｃ在直角坐标系中的表达式，再将其转换成柱坐标系表达式。

在点Ｓ，φ＝
π
４
，据公式（１ ３２ａ），在该点上柱坐标系的ａｒ，ａφ 与ａｘ，ａｙ关系为

ａｘ ＝ｃｏｓφａｒ－ｓｉｎφａφ ＝ｃｏｓ
π
４ａｒ－ｓｉｎ

π
４ａφ ＝

１
槡２
ａｒ－１

槡２
ａφ，
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