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前　　言
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书书书

第１章　矢 量 分 析

广义而言，如果在空间中一个区域内的每一点都有一物理量的确定值与之对应，则在这个
区域中就构成该物理量的场。如果这个物理量是一个确定的数值的标量，这种场就叫标量场，
如温度场、密度场、电位场等。如果这个物理量是一个既有确定数值又有确定方向的矢量，这种
场就叫矢量场，如水流中的速度场、地球表面的重力场、带电体周围的电场等等。
在电路理论中论述的是电压和电流，而在电磁场理论中论述的是电场强度矢量Ｅ和磁场

强度矢量Ｈ。研究场理论比路理论更难的原因，主要是电路中研究的电压、电流只存在于导线
中，而电场、磁场存在于三维空间，因此场理论中有数目较多的独立变量。一般的电场和磁场可
能是四个独立变量的函数，如三个空间坐标变量和一个时间变量。矢量分析是研究电磁场理论
的重要数学工具。因此，本书在第１章就较详细地介绍了这部分内容。本章首先介绍一下三种
常用坐标系的构成，三种常用坐标系的坐标变量、坐标单位矢量之间的关系；然后重点介绍矢
量分析中的三度，即：梯度、散度和旋度；最后简单介绍一下格林定理和亥姆霍兹定理。

１１　 三种常用的坐标系

为了考察某一物理量在空间的分布和变化规律，必须引入坐标系。而且，常常根据被研究
对象几何形状的不同而采用不同的坐标系，以便问题的解决更为简单。在电磁场理论中，用得
最多的是直角坐标系、圆柱坐标系（简称柱坐标系）和球坐标系。

１１１　 坐标系的构成
两个曲面相交形成一条交线，三个曲面相交可有一个交点。因此，空间一点的坐标可以用

三个参数来表示，其中每个参数确定一个坐标面。如果在空间的任一点Ｍ 上，三个相交的坐标

y

x

z

M (x1， y1， z1)

z1
o

y1

x1

图１ １　 直角坐标系

曲面相互正交，即各曲面在交点上的法线相互正交，这
样构成的坐标系，称为正交曲面坐标系。直角坐标系、柱
坐标系和球坐标系就是许多正交曲面坐标系中最常用

的三种。
为了矢量分析的需要，在空间任一点，可沿三个坐

标曲面的法线方向各取一个单位矢量。它的模等于１并
以各坐标变量正的增加方向作为正方向。一个正交曲面
坐标系的坐标单位矢量相互正交并满足右手螺旋法则。

１直角坐标系
如图１ １所示，直角坐标系中的三个坐标变量是

ｘ，ｙ，ｚ。它们的变化范围是

－∞ ＜ｘ＜ ∞，　　－∞ ＜ｙ＜ ∞，　　－∞ ＜ｚ＜ ∞
决定空间任一点Ｍ（ｘ１，ｙ１，ｚ１）的三个坐标曲面是：
（１）ｘ＝ｘ１，这是垂直于ｘ轴的平面。ｘ１是点Ｍ 到平面ｙｏｚ的垂直距离。

１第１章　矢 量 分 析
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（２）ｙ＝ｙ１，这是垂直于ｙ轴的平面。ｙ１是点Ｍ 到平面ｘｏｚ的垂直距离。
（３）ｚ＝ｚ１，这是垂直于ｚ轴的平面。ｚ１是点Ｍ 到平面ｘｏｙ的垂直距离。

y

x

ey

ex

o

M(x,y,z)

dy
dx

dz

ezz

图１ ２　 直角坐标系的单位矢量

如图１ ２所示，过空间任意点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）的坐标矢
量记为ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ。它们相互正交，而且遵循ｅｘ ×ｅｙ ＝ｅｚ
的右手螺旋法则。ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ 的方向不随Ｍ 点位置的变化
而变化，这是直角坐标系的一个很重要的特征。在直角
坐标系内的任一矢量Ａ可表示为

Ａ＝Ａｘｅｘ＋Ａｙｅｙ＋Ａｚｅｚ （１ １）

其中Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ 分别是矢量Ａ 在ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ 方向上的投
影。
由点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）沿ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ方向分别取微分长度元

ｄｘ，ｄｙ，ｄｚ。由ｘ，ｘ＋ｄｘ；ｙ，ｙ＋ｄｙ；ｚ，ｚ＋ｄｚ这六个面决定一个直角六面体，它的各个面的面积
元是

ｄｓｘ ＝ｄｙｄｚ（与ｅｘ 垂直）

ｄｓｙ ＝ｄｘｄｚ（与ｅｙ 垂直）

ｄｓｚ ＝ｄｘｄｙ（与ｅｚ垂直）

其体积元ｄＶ ＝ｄｘｄｙｄｚ。

２柱坐标系

x

y
o

z

ρ1

M (ρ1， φ1， z1)

φ1

z1

图１ ３　 柱坐标系

如图１ ３所示，柱坐标系中的三个坐标变量是ρ，φ，

ｚ。与直角坐标系相同，也有一个ｚ变量。各变量的变化
范围是

０≤ρ＜ ∞　　０≤φ＜２π　　－∞ ＜ｚ＜ ∞

决定空间任一点Ｍ（ρ１，φ１，ｚ１）的三个坐标曲面是：

（１）ρ＝ρ１，这是以ｚ轴为轴线，以ρ１为半径的圆柱

面。ρ１ 是点Ｍ 到ｚ轴的垂直距离。

（２）φ＝φ１，这是以ｚ轴为界的半平面，φ１是ｘｏｚ平

面与通过Ｍ 点的半平面之间的夹角。若Ｍ 点在ｚ轴上则φ角是不确定的。

（３）ｚ＝ｚ１，这是与ｚ轴垂直的平面，ｚ１是点Ｍ 到ｘｏｙ平面的垂直距离。

如图１ ４所示，过空间任意点Ｍ（ρ，φ，ｚ）的坐标单位矢量为ｅρ，ｅφ，ｅｚ。它们相互正交，而且

遵循ｅρ×ｅφ ＝ｅｚ的右手螺旋法则。值得注意的是，除ｅｚ外，ｅρ，ｅφ的方向都随Ｍ 点位置的变化

而变化，但三者之间总是保持上述正交关系。在点Ｍ 的任一矢量Ａ 可表示为

Ａ＝Ａρｅρ＋Ａφｅφ＋Ａｚｅｚ （１ ２）

其中，Ａρ，Ａφ，Ａｚ 分别是矢量Ａ 在ｅρ，ｅφ，ｅｚ方向上的投影。

２ 电磁场与电磁波
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图１ ４　 柱坐标系的单位矢量

在点Ｍ（ρ，φ，ｚ）处沿ｅρ，ｅφ，ｅｚ 方向的长度元分别是

ｄｌρ＝ｄρ　　ｄｌφ ＝ρｄφ　　ｄｌｚ ＝ｄｚ （１ ３）

由六个坐标曲面决定的六面体上的面积元是

ｄｓρ＝ｄｌφｄｌｚ ＝ρｄφｄｚ（与ｅρ垂直）

ｄｓφ ＝ｄｌρｄｌｚ ＝ｄρｄｚ（与ｅφ 垂直）

ｄｓｚ ＝ｄｌρｄｌφ ＝ρｄρｄφ（与ｅｚ垂直）

（１ ４）

这个六面体的体积元是

ｄＶ ＝ｄｌρｄｌφｄｌｚ ＝ρｄρｄφｄｚ （１ ５）

３球坐标系

x

y
o

z

θ1 r1

M (r1， θ1， φ1)

φ1

图１ ５　 球坐标系

如图１ ５所示，球坐标系中的三个坐标变量是ｒ，θ，

φ。与柱坐标系相似，也有一个φ变量。它们的变化范围
是

０≤ｒ＜ ∞

０≤θ＜π

０≤φ＜２π

决定空间任一点Ｍ（ｒ１，θ１，φ１）的三个坐标曲面是：
（１）ｒ＝ｒ１，这是以原点为中心，以ｒ１为半径的球面。

ｒ１ 是点Ｍ 到原点的直线距离。
（２）θ＝θ１，这是以原点为顶点，以ｚ轴为轴线的圆锥面。θ１是正向ｚ轴与连线ＯＭ 之间的夹

角。坐标变量θ称为极角。
（３）φ＝φ１，这是以ｚ轴为界的半平面，φ１是ｘｏｚ平面与通过Ｍ 点的半平面之间的夹角。坐

标变量φ称为方位角。位于ｚ轴上的点的φ角是不确定的。
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如图１ ６所示，过空间任意点Ｍ（ｒ，θ，φ）的坐标单位矢量为ｅｒ，ｅθ，ｅφ。它们相互正交，而且
遵循ｅｒ×ｅθ＝ｅφ 的右手螺旋法则。必须注意，ｅｒ，ｅθ和ｅφ 的方向都因Ｍ 点位置的变化而变化，
但三者之间总是保持上述正交关系。在点Ｍ 的任一矢量Ａ 可表示为

Ａ＝Ａｒｅｒ＋Ａθｅθ＋Ａφｅφ （１ ６）

其中，Ａｒ，Ａθ，Ａφ 分别是矢量Ａ 在ｅｒ，ｅθ，ｅφ 方向上的投影。

x

y
0

M

z

φ dφ

eφ

eθ

θ
dθ

rsinθdφ

rdθ

er

rsinθ

图１ ６　 球坐标系的单位矢量

在点Ｍ（ｒ，θ，φ）处沿ｅｒ，ｅθ，ｅφ 方向的长度元分别是

ｄｌｒ ＝ｄｒ　　ｄｌθ＝ｒｄθ　　ｄｌφ ＝ｒｓｉｎθｄφ （１ ７）

由六个坐标曲面决定的六面体上的面积元是

ｄｓｒ ＝ｄｌθｄｌφ ＝ｒ２ｓｉｎθｄθｄφ（与ｅｒ垂直）

ｄｓθ＝ｄｌｒｄｌφ ＝ｒｓｉｎθｄｒｄφ（与ｅθ垂直）

ｄｓφ ＝ｄｌｒｄｌθ＝ｒｄｒｄφ（与ｅφ 垂直）

（１ ８）

这个六面体的体积元是

ｄＶ ＝ｄｌｒｄｌθｄｌφ ＝ｒ２ｓｉｎθｄｒｄθｄφ （１ ９）

１１２　 三种坐标系的坐标变量之间的关系
由图１ ７所示的几何关系，可直接写出三种坐标系的坐标变量之间的关系。

１直角坐标系与柱坐标系的关系

４ 电磁场与电磁波
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图１ ７　 三种坐标系的坐标变量之间的关系

　　　

ｘ＝ρｃｏｓφ

ｙ＝ρｓｉｎφ

ｚ＝

烅

烄

烆 ｚ

（１ １０）

　　　

ρ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２

φ＝ａｒｃｔａｎ
ｙ
ｘ ＝ａｒｃｓｉｎ

ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

＝ａｒｃｃｏｓ ｘ
ｘ２＋ｙ槡 ２

ｚ＝

烅

烄

烆 ｚ

（１ １１）

２直角坐标系与球坐标系的关系

　　　

ｘ＝ｒｓｉｎθｃｏｓφ

ｙ＝ｒｓｉｎθｓｉｎφ

ｚ＝ｒｃｏｓ

烅

烄

烆 θ

（１ １２）

　　　

ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

θ＝ａｒｃｃｏｓ ｚ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

＝ａｒｃｓｉｎ ｘ２＋ｙ槡 ２

ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

φ＝ａｒｃｔａｎ
ｙ
ｘ ＝ａｒｃｓｉｎ

ｙ
ｘ２＋ｙ槡 ２

＝ａｒｃｃｏｓ ｘ
ｘ２＋ｙ槡

烅

烄

烆 ２

（１ １３）

３柱坐标系与球坐标系的关系

　　　
ρ＝ｒｓｉｎθ

φ＝φ
ｚ＝ｒｃｏｓ
烅
烄

烆 θ

（１ １４）

　　　

ｒ＝ ρ
２＋ｚ槡 ２

θ＝ａｒｃｓｉｎ ρ
ρ
２＋ｚ槡 ２

＝ａｒｃｃｏｓ ｚ

ρ
２＋ｚ槡 ２

φ＝

烅

烄

烆 φ

（１ １５）
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１１３　 三种坐标系的坐标单位矢量之间的关系
由于直角坐标系和柱坐标系都有一个ｚ变量，因而有一个共同的坐标单位矢量ｅｚ。而其他

xo

M

y

φ

ex

eρ

ey
eφ

图１ ８　 直角坐标系与柱坐标系的

坐标单位矢量之间的关系

坐标矢量都落在ｘｏｙ平面内，因此，这两种坐标系的坐标
矢量及其关系可以用图１ ８表示。从图中可以看出，它们
的坐标单位矢量之间的相互转换关系，可以通过简单的
矢量分解（投影）得到，也可以通过直角坐标旋转变换得
到。将这种变换关系写成矩阵形式为

ｅρ

ｅφ

ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝

ｃｏｓφ ｓｉｎφ ０

－ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

ｅｘ

ｅｙ

ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

（１ １６）

ｅｘ

ｅｙ

ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝

ｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０

ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

ｅρ

ｅφ

ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

（１ １７）

ρo

θ

z

eρ

eθ

er

ez

M

图１ ９　 柱坐标系与球坐标系的

坐标单位矢量之间的关系

由于柱坐标系和球坐标系都有一个φ变量，因而有
一个共同的坐标单位矢量ｅφ。而其他坐标矢量都落在过

ｚ轴的平面内，因此，这两种坐标系的坐标矢量及其关
系可以用图１ ９表示。从图中可以看出，它们的坐标单
位矢量之间的相互转换关系，同样可以通过简单的矢量
分解（投影）得到，也可以通过直角坐标旋转变换得到。
将这种变换关系写成矩阵形式为

ｅｒ

ｅθ

ｅ

熿

燀

燄

燅φ

＝

ｓｉｎθ ０ ｃｏｓθ

ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ

熿

燀

燄

燅０ １ ０

ｅρ

ｅφ

ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

（１ １８）

ｅρ
ｅφ
ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ
＝
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０
０ ０ １
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

熿

燀

燄

燅０

ｅｒ
ｅθ
ｅ

熿

燀

燄

燅φ

（１ １９）

由于直角坐标系和球坐标系中，空间任一点的坐标单位矢量及其关系要用立体图形才能
表示出来，它们的坐标单位矢量之间的相互转换关系相对要复杂一些。但利用前面得到的坐标
单位矢量之间的相互转换关系，将式（１ １６）代入式（１ １８），将式（１ １９）代入式（１ １７）可以
得到

ｅｒ

ｅθ

ｅ

熿

燀

燄

燅φ

＝

ｓｉｎθｃｏｓφ ｓｉｎθｓｉｎφ ｃｏｓθ

ｃｏｓθｃｏｓφ ｃｏｓθｓｉｎφ －ｓｉｎθ

－ｓｉｎφ ｃｏｓφ

熿

燀

燄

燅０

ｅｘ

ｅｙ

ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

（１ ２０）
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ｅｘ

ｅｙ

ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝

ｓｉｎθｃｏｓφ ｃｏｓθｃｏｓφ －ｓｉｎφ

ｓｉｎθｓｉｎφ ｃｏｓθｓｉｎφ ｃｏｓφ

ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

熿

燀

燄

燅０

ｅｒ

ｅθ

ｅ

熿

燀

燄

燅φ

（１ ２１）

从前面的分析可以看出，式（１ １６）与式（１ １７）、式（１ １８）与式（１ １９）、式（１ ２０）与式
（１ ２１）的转换系数矩阵是互为逆矩阵，不难看出，这些转换系数矩阵也是互为转置矩阵。这是
因为，这些转换矩阵都是幺阵，幺阵具有Ａ－１＝ＡＴ 的性质。

【例１ １】　如果有一矢量在柱坐标系下的表达式为Ａ＝Ａρｅρ＋Ａφｅφ＋Ａｚｅｚ，试求出它在
直角坐标系下的各分量大小。

【解】　 利用式（１ １６），容易得到

Ａｘ ＝Ａ·ｅｘ ＝Ａρｅρ·ｅｘ＋Ａφｅφ·ｅｘ＋Ａｚｅｚ·ｅｘ ＝Ａρｃｏｓφ－Ａφｓｉｎφ

Ａｙ ＝Ａ·ｅｙ ＝Ａρｅρ·ｅｙ＋Ａφｅφ·ｅｙ＋Ａｚｅｚ·ｅｙ ＝Ａρｓｉｎφ＋Ａφｃｏｓφ

Ａｚ ＝Ａ·ｅｚ ＝Ａρｅρ·ｅｚ＋Ａφｅφ·ｅｚ＋Ａｚｅｚ·ｅｚ ＝Ａｚ

将上式综合起来，写成简明矩阵形式为

Ａｘ

Ａｙ

Ａ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝

ｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０

ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

Ａρ

Ａφ

Ａ

熿

燀

燄

燅ｚ

显然，上式的转换矩阵与式（１ １７）的转换矩阵一致。其他坐标系的矢量变换可以类似得
到，它们与坐标单位矢量的变换是一致的。

【例１ ２】　 写出空间任一点在直角坐标系下的位置矢量表达式，然后将此位置矢量转换
成在柱坐标系和球坐标系下的矢量。

【解】　 在空间任一点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）的位置矢量为

Ａ＝ｘｅｘ＋ｙｅｙ＋ｚｅｚ

利用［例１ １］中的结论，得

Ａρ＝ｘｃｏｓφ＋ｙｓｉｎφ　　Ａφ ＝－ｘｓｉｎφ＋ｙｃｏｓφ　　Ａｚ ＝ｚ

代入ｘ＝ρｃｏｓφ，　ｙ＝ρｓｉｎφ，得

Ａρ＝ρ　　Ａφ ＝０　　Ａｚ ＝ｚ

于是，位置矢量在柱坐标系下的表达式为

Ａ＝ρｅρ＋ｚｅｚ

同理可得，在球坐标系下的位置矢量表达式为

Ａ＝ｒｅｒ

可见，位置矢量在不同坐标系下的表达式是不同的。
【例１ ３】　 试判断下列矢量场Ｅ是否是均匀矢量场：
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（１）柱坐标系中Ｅ＝Ｅ１ｓｉｎφｅρ＋Ｅ１ｃｏｓφｅφ＋Ｅ２ｅｚ，其中Ｅ１、Ｅ２都是常数。
（２）在球坐标系中Ｅ＝Ｅ０ｅｒ，其中Ｅ０是常数。
【解】　均匀矢量场Ｅ的定义是：在场中所有点上，Ｅ的模处处相等，Ｅ的方向彼此平行。只

要这两个条件中有一个不符合就称为非均匀矢量场。
因为只有在直角坐标系中各点的坐标单位矢量方向是固定的，而在柱坐标系和球坐标系

中的各单位坐标矢量的方向随空间点位置的变化而变化，所以判断场是否均匀，最好将柱、球
坐标系的坐标单位矢量转换为直角坐标系的坐标单位矢量。

（１）由式（１ １６）得ｅρ＝ｃｏｓφｅｘ＋ｓｉｎφｅｙ，ｅφ＝－ｓｉｎφｅｘ＋ｃｏｓφｅｙ，ｅｚ ＝ｅｚ，代入已知Ｅ的
柱坐标表示式，可得到Ｅ的直角坐标系表示式为

Ｅ＝Ｅ１ｅｙ＋Ｅ２ｅｚ

Ｅ的模｜Ｅ｜＝ Ｅ１２＋Ｅ２槡 ２ ＝ 常数，Ｅ与ｙ轴的夹角

α＝ａｒｃｔａｎＥ２Ｅ１ ＝
常数

所以Ｅ是均匀矢量场。
（２）Ｅ＝Ｅ０ｅｒ，虽然这一矢量场在各点的模数是一个常数，但它的方向是ｅｒ的方向。显然在

不同点ｅｒ的方向是不同的，所以它不是均匀矢量场。
利用式（１ ２０），将球坐标单位矢量转换为直角坐标单位矢量后得

Ｅ＝Ｅ０ｅｒ ＝Ｅ０ｓｉｎθｃｏｓφｅｘ＋Ｅ０ｓｉｎθｓｉｎφｅｙ＋Ｅ０ｃｏｓθｅｚ

y

x

z

α

β
γ

Az
A

0

ez

eyex

图１ １０　 直角坐标系中矢量的分解

可以看出，θ＝０°时，Ｅ的方向是沿ｚ轴的，而当θ＝９０°
时，则没有ｚ轴分量，这清楚地说明Ｅ在不同点有不同
的方向。

１．２　 矢量表示法与矢量函数的微积分

１２１　 矢量表示法

１在三维正交曲面坐标系中的某点，若沿三个相互
垂直的坐标单位矢量方向的三个分量都给定，则一个从
该点发出的矢量也就确定了。例如，在图１ １０的直角坐
标系中，矢量Ａ的三个分量是Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ。矢量Ａ可表示为

Ａ＝Ａｘｅｘ＋Ａｙｅｙ＋Ａｚｅｚ （１ ２２）

矢量Ａ的长度或模值｜Ａ｜（记为Ａ）可以从图１ １０中直接写出

Ａ＝ Ａｘ２＋Ａｙ２＋Ａｚ槡 ２ （１ ２３）

如果矢量Ａ与坐标轴ｏｘ，ｏｙ，ｏｚ的正向之间的夹角（方向角）分别是α，β，γ，则ｃｏｓα，ｃｏｓβ，

ｃｏｓγ叫做矢量Ａ的方向余弦。根据矢量标积的定义，分量Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ是矢量Ａ分别在坐标单位

８ 电磁场与电磁波



矢量ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ 方向上的投影，即

Ａｘ ＝Ａ·ｅｘ ＝Ａｃｏｓα

Ａｙ ＝Ａ·ｅｙ ＝Ａｃｏｓβ

Ａｚ ＝Ａ·ｅｚ ＝Ａｃｏｓ

烅

烄

烆 γ

（１ ２４）

所以式（１ ２２）又可写为

Ａ＝Ａｃｏｓαｅｘ＋Ａｃｏｓβｅｙ＋Ａｃｏｓγｅｚ （１ ２５）

２模等于１的矢量叫做单位矢量。与任一矢量Ａ同方向的单位矢量在本书中规定用ｅＡ表
示。按矢量与数量乘积的定义，则有

Ａ＝｜Ａ｜ｅＡ ＝ＡｅＡ

由式（１ ２５），在直角坐标系中，则有

ｅＡ ＝ＡＡ ＝ｃｏｓαｅｘ＋ｃｏｓβｅｙ＋ｃｏｓγｅｚ
（１ ２６）

３在直角坐标系中，以坐标原点ｏ为起点，引向空间任一点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）的矢量ｒ，称为点Ｍ
的矢径，如图１ １０中的Ａ。如果取Ａ＝ｒ，则根据式（１ ２２）、式（１ ２３）、式（１ ２５）和式（１ ２６），
有

ｒ＝ｘｅｘ＋ｙｅｙ＋ｚｅｚ （１ ２７）

｜ｒ｜＝ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２ （１ ２８）

ｅｒ ＝ｒｒ ＝ｃｏｓαｅｘ＋ｃｏｓβｅｙ＋ｃｏｓγｅｚ （１ ２９）

y

x

r

z

r′ Q(x,y,z)

P(x′,y′,z′)
R

o

图１ １１　 空间矢量表示方法

从式（１ ２７）看出：空间点的矢径ｒ在三个坐标轴上的
投影数值恰好分别等于点Ｍ 的坐标值。因此，空间一点Ｍ
对应着一个矢径；反之，每一矢径ｒ对应着空间确定的一个
点Ｍ，即矢径的终点。所以ｒ又称为位置矢量。点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）
可以表示为Ｍ（ｒ）。

４如果空间任一矢量Ｒ的起点是Ｐ（ｘ′，ｙ′，ｚ′），终点
是Ｑ（ｘ，ｙ，ｚ），如图１ １１所示，根据矢径的表示式（１ ２７）
及矢量的加法规则，矢量Ｒ可表示为

Ｒ＝ｒ－ｒ′＝ （ｘ－ｘ′）ｅｘ＋（ｙ－ｙ′）ｅｙ＋（ｚ－ｚ′）ｅｚ

（１ ３０）

矢量Ｒ的模值记为Ｒ，就是点Ｐ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）与Ｑ（ｘ，ｙ，ｚ）点之间的距离，由式（１ ３０）得

Ｒ＝ （ｘ－ｘ′）２＋（ｙ－ｙ′）２＋（ｚ－ｚ′）槡 ２ （１ ３１）

矢量的Ｒ单位矢量

９第１章　矢 量 分 析



ｅＲ ＝ＲＲ ＝
（ｘ－ｘ′）

（ｘ－ｘ′）２＋（ｙ－ｙ′）２＋（ｚ－ｚ′）槡 ２
ｅｘ

＋
（ｙ－ｙ′）

（ｘ－ｘ′）２＋（ｙ－ｙ′）２＋（ｚ－ｚ′）槡 ２
ｅｙ＋

（ｚ－ｚ′）
（ｘ－ｘ′）２＋（ｙ－ｙ′）２＋（ｚ－ｚ′）槡 ２

ｅｚ

（１ ３２）

式中，三个分量的系数也就是矢量Ｒ的方向余弦。
如果空间有一长度元矢量ｄｌ，它在直角坐标单位矢量ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ上的投影值分别是ｄｘ，ｄｙ，

ｄｚ，则

ｄｌ＝ｄｘｅｘ＋ｄｙｅｙ＋ｄｚｅｚ （１ ３３）

ｄｌ＝ （ｄｘ）２＋（ｄｙ）２＋（ｄｚ）槡 ２ （１ ３４）

１２２　 矢量代数运算
假设两个矢量Ａ＝Ａｘｅｘ＋Ａｙｅｙ＋Ａｚｅｚ，　Ｂ＝Ｂｘｅｘ＋Ｂｙｅｙ＋Ｂｚｅｚ
１矢量的和差：把两个矢量的对应分量相加或相减，就得到它们的和或差，即

Ａ±Ｂ＝ （Ａｘ±Ｂｘ）ｅｘ＋（Ａｙ±Ｂｙ）ｅｙ＋（Ａｚ±Ｂｚ）ｅｚ （１ ３５）

２矢量的标量积和矢量积：矢量的相乘有两种定义，标量积（点乘）和矢量积（叉乘）。标量
积Ａ·Ｂ是一标量，其大小等于两个矢量模值相乘，再乘以它们夹角αＡＢ（取小角，即αＡＢ＜π）的
余弦，即

Ａ·Ｂ＝ＡＢｃｏｓαＡＢ （１ ３６）

它就是一个矢量的模与另一矢量在该矢量上的投影的乘积。它符合交换律

Ａ·Ｂ＝Ｂ·Ａ （１ ３７）

并有

Ａ·Ｂ＝ＡｘＢｘ＋ＡｙＢｙ＋ＡｚＢｚ （１ ３８）

矢量积Ａ×Ｂ是一个矢量，其大小等于两个矢量的模值相乘，再乘以它们夹角αＡＢ（≤π）的
正弦，实际就是Ａ与Ｂ所形成的平形四边形面积，其方向与Ａ、Ｂ呈右手螺旋关系，为Ａ、Ｂ所在
平面的右手法向ｎ。

Ａ×Ｂ＝ＡＢｓｉｎαＡＢｎ （１ ３９）

它不符合交换律。由定义知

Ａ×Ｂ＝－Ｂ×Ａ （１ ４０）

并有

ｅｘ×ｅｘ ＝ｅｙ×ｅｙ ＝ｅｚ×ｅｚ ＝０

ｅｘ×ｅｙ ＝ｅｚ，　ｅｙ×ｅｚ ＝ｅｘ，　ｅｚ×ｅｘ ＝ｅｙ
（１ ４１）

０１ 电磁场与电磁波



故

Ａ×Ｂ＝ （Ａｘｅｘ＋Ａｙｅｙ＋Ａｚｅｚ）×（Ｂｘｅｘ＋Ｂｙｅｙ＋Ｂｚｅｚ）

＝ （ＡｙＢｚ－ＡｚＢｙ）ｅｘ＋（ＡｚＢｘ－ＡｘＢｚ）ｅｙ＋（ＡｘＢｙ－ＡｙＢｘ）ｅｚ

（１ ４２）

Ａ×Ｂ各分量的下标次序具有规律性。例如，ｅｘ分量的一项是ｙ→ｚ，其第二项下标则次序
对调：ｚ→ｙ，依此类推。并且式（１ ４２）可以写成行列式

Ａ×Ｂ＝

ｅｘ ｅｙ ｅｚ

Ａｘ Ａｙ Ａｚ

Ｂｘ Ｂｙ Ｂｚ

（１ ４３）

３矢量的三重积：矢量的三连乘也有两种。
标量三重积为

Ａ·（Ｂ×Ｃ）＝Ｂ·（Ｃ×Ａ）＝Ｃ·（Ａ×Ｂ） （１ ４４）

因为Ａ×Ｂ的模值就是Ａ与Ｂ所形成的平行四边形面积，因此，Ｃ·（Ａ×Ｂ）就是该平行四
边形与Ｃ所构成的平行六面体的体积。
矢量三重积为

Ａ×（Ｂ×Ｃ）＝Ｂ（Ａ·Ｃ）－Ｃ（Ａ·Ｂ） （１ ４５）

上式右边为“ＢＡＣ－ＣＡＢ”，故称为“Ｂａｃｋ－Ｃａｂ”法则，以便记忆。

１２３　 矢量函数的微积分

１矢量函数的概念
模和方向都保持不变的矢量称为常矢。模和方向或其中之一会改变的矢量称为变矢。表示

物理量的矢量一般都是一个或几个（标量）变量的函数，叫矢量函数。例如，静电场中的电场强
度矢量Ｅ，一般是空间坐标变量ｘ，ｙ，ｚ的函数，记作Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ），它的三个坐标分量一般也是ｘ，

ｙ，ｚ的函数，即

Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｅｘ（ｘ，ｙ，ｚ）ｅｘ＋Ｅｙ（ｘ，ｙ，ｚ）ｅｙ＋Ｅｚ（ｘ，ｙ，ｚ）ｅｚ （１ ４６）

如果给定矢量场中任一点的坐标，式（１ ４６）就给出该点的一个确定的矢量（电场强度）。
为了书写简单，如果不是特别需要，以后类似式（１ ４６）中的坐标变量将略去。

２矢量函数的导数

F(u+Δu )

F(u)

ΔF

图１ １２　 矢量微分示意图

在涉及矢量场的许多实际问题中，常常会遇到求矢量函
数对时间和空间坐标的变化率的问题，也就是要求对时间和
空间坐标的导数。

（１）矢量对空间坐标的导数：设Ｆ（ｕ）是单变量ｕ的矢量
函数，它对ｕ的导数定义是

１１第１章　矢 量 分 析
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