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第三版序言

    本书是谢处方教授和饶克谨教授编著、高等教育出版社1987年7月出版的《电磁场与电

磁波))(第二版)的修订本。因谢、饶两位教授年事已高，修订工作由赵家升教授、袁敬阂教授共

同完成。修订过程中参照了全国普通高等学校工科电磁场理论课程教学指导小组1993年制

订，并由原国家教委颁布的教学基本要求，吸收了部分高等院校教师使用该教材后提出的意见

和建议，同时也融入了修订者长期使用该教材进行教学的体会。

    与上一版相比本次修订在教学内容和体系结构上主要做了以下调整:

    (1)保留原书的编写体系，按静电场、恒定磁场、麦克斯韦方程、正弦电磁场与波的顺序组

织教材内容，但在写法上和章节安排上都作了较大的调整。譬如，把静电场和恒定磁场中的电

场强度E和磁感应强度B的定义、两个基本实验定律和矢量积分公式以及洛仑兹力公式集中

编写为新的一章“电磁场中的基本物理量和基本实验定律”。

    (2)撤消原书“恒定电场”一章，部分内容并入“静电场分析”。

    (3)撤消原书“带电粒子与场的相互作用”一章，有关内容编入“静电场分析”、“恒定磁场分

析”等章中，不强调相互作用的概念，只讨论带电粒子在外场中的运动。

    (4)将原书“静态场的解”一章改为“静态场边值问题的解法”，并紧接在“静电场分析”之

后，目的是使学生能更集中理解和掌握位场求解的一般方法。另外，该章还删去了原有的复变

函数法和许瓦兹一克利斯多菲变换。

    (5)将原书的“波导与谐振腔”一章改为“导行电磁波”，增加传输线的内容。

    (6)将书后习题重新编排和增补，并给出部分答案。
    本书共分9章，即矢量分析、电磁场中的基本物理量和基本实验定律、静电场分析、静态场

边值问题的解法、恒定磁场分析、时变电磁场、正弦平面电磁波、导行电磁波、电磁波辐射。每章

末均附有小结。书末附有附录和部分习题答案。

    本书第1,2,3,4,5章由袁敬阂执笔;第6,7,8,9章由赵家升执笔。王圆副教授选编了第6

至9章的习题，并作了解答。全书由赵家升统稿。

    本书修订工作得到了原编者电子科技大学谢处方、饶克谨教授的关心、指导并提出不少宝

贵意见。全书承北京理工大学卢荣章教授审阅，修订者在此表示衷心感谢。

    对本书尚存的缺点和不足之处，欢迎读者批评指正。

    赵家升 袁敬阂

1997年10月于电子科技大学
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第二版序言

    本书第一版于1979年出版，供工科院校无线电技术类专业作为试用教材，迄今已五年。在

各高等院校的教学中，教师和学生提出不少使用经验和意见;同时，编者也感到在第一版中有

一些章节不能适应迅速发展的高校教学的需要。因此，在广泛吸收意见的基础上进行了第二版

的编写。

    在编写中我们力求使内容结合教学需要，特别是适应近年来学生的数学和物理基础有所

提高的状况;尽量使理论体系更为完整和合理;并尽量注意同前后课程的衔接，注意加强对学

生解题能力的训练。

    与第一版相比，本书较大的改进有下列诸方面:(1)增加了矢量分析作为第一章，以便集

中学习场的分析方法，和更好地建立场的概念;(2)删去了同普通物理学重复过多的地方，以

及删去了极化和磁化的微观机理的分析，这样，使电磁场部分篇幅有所减少，而内容有所深化;

(3)加强了电磁波部分，加深了概念，增加了一些深入的内容和结合工程的内容;(4)部分内

容经过改写，在讲述方法上吸取了使用者的经验和意见以及一些国内外教材的优点;(5)精选

并增添了例题和习题，习题并附有答案。

    本书共分11章，即矢量分析、静电场、恒定电场、恒定磁场、静态场的解、时变电磁场、平面

电磁波、波导和谐振腔、辐射与绕射、带电粒子与场的相互作用、狭义相对论。每章附有小结和

习题;书末有附录。正文中用小体字排印的是较深入的内容或补充说明。有，号的习题是较深

的习题。本书的一些章节在教学中可以根据各自的需要决定取舍。

    本书前六章由饶克谨执笔，后五章由谢处方执笔。

    本书承黄席椿教授审阅，提出不少宝贵意见。在第一版使用过程中各高等院校的教师也提

出许多宝贵的意见和建议，对本书的编写起了促进作用。编者对此表示衷心的感谢。

    编者衷心希望广大的读者对本书中的缺点和不足之处提出批评和指正。

      谢处方 饶克谨

985年9月于成都电讯工程学院



第一版序言

    本书是为高等院校无线电技术及器件类专业编写的教学用书。编者希望学生在学完本书

后能掌握电磁场与电磁波两个方面的基本概念与基本理论，为今后学习其它后续课或在电磁

场与电磁波方面进一步深入学习打下必要的基础。

    全书是按学生已学完《高等数学》、《普通物理学》和一部分电路课程(包括长线理论)的基

础上编写的。内容可供一学期教学，各校可根据各自的需要确定取舍的内容。

    全书采用国际单位制。

    为了帮助学生掌握所学内容，提高分析问题和解决问题的能力，书中每章末均附有习题。

    书末有矢量代数、正交曲线坐标系和单位换算等附录，以备参考。

    全书共分十章。前面五章由饶克谨执笔，后面五章由谢处方执笔。

    本书在编写和出版过程中得到各级领导、兄弟院校和校内各单位许多同志的支持与协助;

并承黄席椿教授对全书进行审阅，提出不少宝贵意见，谨在此表示衷心的感谢。

    由于编写时间较仓促，加上编者水平所限，书中错误和不当之处在所难免，欢迎广大读者

提出批评指正。

      谢处方 饶克谨

979年1月于成都电讯工程学院
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第1章 矢量分析

    研究宏观电磁场与电磁波之前，我们先介绍分析矢量场和标童场问题的数学工具:夫

堂分析(或称矢堂的徽分和积分)。之后引入亥姆霍兹定理，它是各种夫爹场共同性质的总

结。

1. 1标且场和矢量场

    数学上，实数域内任一代数量a都可称为标量。若标量为代数变量二，则它的定义域为

(一。，十co)。在物理学中，任意代数量一旦被赋予“物理单位”，则成为一个具有物理意义的标

量，即所谓的物理量，例如电压u、电荷量Q、电流t、面积S等等。

    一般的三维空间内某一点P处存在一个既有大小(或称

模)又有方向特性的量称为实数矢量，写成A，而A表示A的

大小(或A的模)。若用图形表示，从该点出发画一条带有箭头

的直线段，线段的长度表示实数矢量A的模A,箭头指向表示

A的方向，如图1. 1. 1所示。
        _ _、._ __ J，_ ‘，.、二_ ._、._ ，._二__、_、_ . 图 1

    矢量一旦被赋予了“物理单位”，便成为具有物理涵义的矢 一

量，如电场强度矢量E,磁场强度矢量H、作用力矢量F、速度

/‘
  尸

P(二，y,z)点处的矢量

矢量，等等。显然必须有两个变量才能确定一个实数矢量(即所谓含有两个信息量的物理量)，

若用单位矢量a表示矢量A的方向，则A=aA,a=A/A。实数矢量A的模(A)的定义域为

(0,+cc),a可在空间任意指向。由于矢量的二变量特性，决定了矢量的乘法有两种:矢量的标

积A"B=p;矢量的矢积AXB=C。若A为未知矢量，则由矢量的标积和矢积两个方程就能确

定A。两实数矢量之间的除法是没有任何意义的。

    如果考虑某一空间区域中，某物理系统的状态可以用空间地点和时间的函数中来描绘，

可任取一个参考点O，从O点出发的位置矢量;表示空间每一点的位置，如图1. 1. 2(a)所示。

于是物理状态在每一时刻t每一点(r处)的数值可以写成中(;，:)。物理量数值的无穷集合表

示一种“场”，例如物体的温度分布便是一个温度场7'(r,t)，电位分布表明是一个电位场

so(r,t) o“场”的一个重要属性是它占有一个空间，而且在该空间域内，除有限个点或表面外，

1(r,t)是处处连续的。若物理状态与时间无关，则7'(r)所代表的是静态场;反之，则代表动态场

或时变场。

    当研究物理系统中温度、压力、密度等在一定空间内的分布状态时，数学上只需用一个代

数变量来描绘，这些代数变量(即标量函数)所定出的场就称为标量场。然而，有许多物理系统，

其状态不仅需要定出大小，而且需要定出方向，例如，流体空间中的流速分布，系统的状态需要
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}(r, t)

                          图1.1.2  (a)标量场}(r,t)    (b)矢量场F(r,t)

用一个实数矢量的点的函数F(r,t)来描绘，故它是一个矢量场。空间区域内的矢量场是描绘

每一点处物理矢量的无穷集合，一般而言，它们的大小和方向是逐点变化的，如图1. 1. 2(b)所

示，每一点处可以用一个箭矢表示。三维空间中一个矢量可以用坐标的三个分量表示，一个矢

量场可以分解为三个分量场，例如在直角坐标内

                          F(r)=ex Fs (r)+e,,F， (r)+ezF} (r) (1. 1.1)

其中尸二(r),F,(r)和F, (r)分别对应着三个标量场。

    研究标量场和矢量场时，以“场图”表示场变量在空间逐点演变的情况具有很大的意义。对

于标量场fi(r)，用“等值面”图，如图1. 1. 3所示。空间内标量值相等的点集合形成的曲面称为

等值面，例如气象图上的等压线，地图上的等高线等。显然，等值面的方程式为

                                    fi(r)=常数值 (1.土.2)

图1. 1. 3 标量场的等值面图形 图 1.1.4 力线图

对于矢量场F(r)，则用一些有向曲线来形象地表示矢量在空间的分布，称为力线或流线，如

图1. 1.4所示。力线上任意点的切线方向必定与该点的矢量方向相同，即

dl X F(r，一。
上式乘以dl后，得

dr X F(r)一 0 (1. .3

式中d;为力线切向的一段矢量，dl为力线上的有向微分线段。式((1. 1. 3)为力线的微分方程式。



2 矢量与矢量场的不变特性

在直角坐标内，式(1. 1. 3)可写成

  dx

F， (r)
= dy

  F，(r) F_(r)
(1. 1. 4)

按统一规则，绘制出力线，则既能根据力线确定矢量场中各点矢量的方向，又可根据各处力线

的疏密程度，判别出各处矢量的大小及变化趋势。

1. 2 矢量与矢量场的不变特性

    描绘物理状态空间分布的标量函数}(r)和矢量函数F(r)，在时间为一定值的情况下，它

们是唯一的，其大小或方向与所选择的坐标系无关，即对于坐标系的变换，}<r)和F(r)的大小

与方向保持不变。常用的正交坐标系有三种:直角坐标系((x, y, z;es,ey,ez)，圆柱坐标系

(r, a, z; e,,ea,ez)以及球坐标系((r,8,}p;er,e6,e,)，这三种常用坐标系的坐标及单位矢量之间的
转换关系见附录1。矢量函数在上述三种坐标系内应有的关系为

            F(r) =F(x,y,z)“exFr(x,y,z)+eyFy(x,y,z)+eZF}(x,y,z)

                  =F(r,a,z)二erFr(r,a,z)+eaFa(r,a,z)十eLFr(r,a,z)

                  =F(r,8,妇= e,Fr(r,8,卯+e9Fe(r,8,叻+e,F,(r,8,卯 (1. 2. 1)

由矢量不变特性，可得下列恒等式

                Fz=Fr十F呈+Fx=F;+F}+F==F;十FB+F幕 (1. 2. 2)

    例1.2.1有一个二维矢量场F(r) =F(x,刃=e,(-y)+ey(二)，求力线方程，并定性绘制

该矢量场图形。

    解:由式(1. 1. 4)得

_dy  y,, _」___」_
一丁 状 一‘u‘一yuy

两边积分得

                      yz+x2=C2

上式为圆方程，C2为积分常数，F (r) =eF (r)，而大小

F(r)= I不_y)2十x2，矢量场的单位矢量
                                                                                — V . x

                e =  e.cosa 一卜 e}cosw =  e，一 十.e} -

如图1.2.1所示。

    若在圆柱坐标系内描绘矢量场F(r)，则根据直角坐标

至圆柱坐标的转换公式，可求得

图1. 2. 1  F(r)的力线

              F(r) =F(x,y)=ex(一y)+e, (x)

                    =(ercosco一e,sincp)(一rsin卯+(ersin}p+eccosrp) rcos }p

                  =e} r二F(r,叻
由此可见，在圆柱坐标系内描绘该矢量场更为简单明了。由于F(r)的大小正比于二，方向为‘
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故定性地描绘矢量场图形时，必定是在半径方向上力线的密度正比于:，如图1.2.2所示。

        图1.2.2  F(r)=e,;的场图形 图1.2.3  u-少一二的分布图形

    例1. 2.2 一个二维标量场u(x,刃=尹-x，试求此标量场的等值面。

    解:二维场u不是z的函数，它在任一z=const平面上的分布是相同的。u取某一常数

时，u=犷-x=C为一抛物线，故等值面是某一抛物柱面，如图1.2.3所示。若两等值面之间的

标量差等于1个单位，则得到一组抛物柱面组

                        y，一x = 0,        [u(x,y)=0]

                      y，一二二1,        [u(x,y)=1]

                      y，一x = 2,        [u(x,y)二2]

图1.2.3所表示的等值线族便是该标量场在z=const平面上的分布图形。

1. 3 矢t的通量 散度

    在分析和描绘矢量场的性质时，矢量穿过一个曲面的通量是个重要的基本概念。

    先介绍面元矢量，如图1.3.1所示，一个面元除了大小以外，它在空间还有一定的取向，我

们可用一个矢量表示面元，取一个与面元相垂直的单位矢量F?，则面元矢量定义为

                            dS=n dS 或 dS二n·dS        (1.3.1)

n的取法有两种情形:一是dS为一个开表面上的面元，这个开表面由一条闭合曲线C围成，如

图1.3.2所示，选择闭合环C的环行方向后，按右螺旋法则，螺旋前进的方向为n的方向;另

一情形是dS为闭合面上的一个面元，则一般n取闭合面的外法线方向。

    在矢量场A(r)中，取一个面元dS (r)，因为dS (r)很小，其面上各点A(r)的大小可视为相

等。矢量A穿过dS的通量定义为A与dS的标量积，即

                              A(r)·dS(r)=A(r)cosO dS(r)        (1. 3. 2)

其中B= (e,n) ,e为矢量A方向的单位矢量,e" n=cos0。例如在流体中，流体的流速是一个矢

量场v(r)，而v(r) " dS(r)则为流过dS的每秒流量，它是个标量，即通量是一个标量。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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dS=ndS

              图1.3.1 面元矢量 图1.3.2 开表面

    将曲面S(开表面)上各面元的A(r) " dS(r)相加，它表示矢量场A(r)中穿过曲面S的通

量，也称为A对S的面积分。

JA(r)s·dS (r，一!A"nd“一!AcosO dS (1.3.3)

    在矢量场分析中，穿过任何闭合面S上的通量具有特殊的意义，用积分符号

闭合面的通量，即

;表示穿过

;，(·)·dS(r)一乡A(r)cosO dS‘· (1.3.4

仍以流体场为例说明式((1. 3. 4)的意义。

包围的体积内有净流量流出或流入。若

如果穿过闭合面S的V通量不等于零，则表示闭合面

;二dS > 0，贝。表示每秒有净流量流出，说明体积内必

定存在着流体的·源，，;反之，若}v"dS<0，贝。表示每秒有净流量流入，说明体积内存在流体
的“沟，’(或称负源)。当然，前一情况体积内也可能存在“沟”，但源总是大于沟;后一情况刚好反

过来，体积内总是沟大于源。如果Jv " d“一。，贝。流入体积内和从体积内流出的流量，目等，即
                                                                        左

体积内“源”和“沟”的总和为零或体积内既无源也无沟。

    上述通量是一个大范围面积上的积分量，它并不能说明体积内每一点的性质。为了研究矢

量场A(r)在一个点附近的通量特性，我们把闭合面收缩，使包含这个点在内的体积元△r~0，

取如下的极限

lim
Or曰.0

步A(r)·dS‘·
△r

称此极限式为A(r)在该点的散度，并记为divA(r)，即散度的定义式为

divA (r)一urn{「币、(;)·dS (r)〕/△:
            Ar-.o“岁 J/

1.3.5

它表示从该点单位体积内散发出来的A(r)的通量。显然，散度divA(r)与A(r)沿空间位置的

变化有关。

    由散度的定义可知，divA与所取体积元△:的形状无关，只要在取极限时，所有的尺寸都

趋于零即可。现在在直角坐标内来推导这个关系，为简化起见将矢量场A(r)写成A，以所研究
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的点;(x,y,z)为顶点作一个平行六面体，如图1.3.3所示，

图中三个边分别为△二、}y.Oz，分别计算三对表面穿出的A

的通量。左右一对表面穿出的净通量等于

一A,△二△二+{A,+}} Ay}yl△二△二一3 A,△二△y/1z
                    1 “ y    1 “y

从上下一对表面穿出的净通量等于

                了 aA,.\
- !i,L. xLl y十 IH二十 = Oz I AxL}y =

                        、 。 2 }

刁A

刁 z
}iAyL1z

从前后一对表面穿出的净通量等于

图1.3.3 直角坐标内计算divA                {. 7A， } ?A
一 fl， L\yL. z十 }A:十 不刃了△I}L}yL1z一 不 二。:rL}yL}z

                      ( “ 1    I “沈

又有△:二△x}yAz，所以根据式((1. 3. 5)，得到

AxL yL1z

 
 

A
介
本
甲
J
slim

A r-" 0

  {3 A}+17 A,+3 A,
，__(3' ‘ dy ’ }7 z
11111 — —

o:--o OxL1yL}z

}}Ar   3A.
代丁一-十 二一乙十
口 s      (Jy

刁A

)z

因此A的散度为

divA =旦A}+旦A,+aA
ax ’ ay ’ (7z

(1.3.6)

    圆柱坐标内和球坐标内散度的计算式参看附录2。在矢量分析中，经常用到哈密顿算符

读作“del”或“纳布拉”)，记作“甲”，在直角坐标内，它写成

_ a . 刁 刁
V = ex ~十 e, 一十 e，又一

            ax      dy 一dz
(1.3.7

因为它具有矢量的形式，故又称矢性微分算符。由此，式((1. 3. 6)可以写成

          / a . 刀 刁 \

divA一}‘·ax+ey两+‘:a z)’(exA·十“yA·十“ZAP
                          =甲 ·A        (1. 3. 8)

    例1.2.3 矢量场A(r) =r或;(x,y,z)，计算A(r)穿过一个球心在原点，半径为a的球

面的通量;并计算此矢量场的散度V·r(r) o

    解:必须注意:位置矢量场和位置矢量(又称矢径)是不同的概念，如图1.3.4所示。位置

矢量r=exx十eyy+eZz，是确定空间某点的位置。而位置矢量场r(r)则表示空间任何一点处矢

量场的大小和方向与该点的位置矢量r成比例。

    即A(r)二Kr(r)，(K=1)，

      A(r) =exx (r) +eyy (r) +eLz (r)，

    其中x(r) =As(r),y(r)=Ay(r),z(r)=A}(r)表示;=;处矢量场的三个分量分别为

x,y ,zo

    由于在球坐标内，r(r) =e,r,r=  a的球面上各点的矢量为;(a)=e,a，其大小处处相等，而

球面上的面元矢量dS =e,dS，所以



1.4 矢量的环流 旋度

介(·)·d、一}adS (e,⋯，一}dS一‘na
在直角坐标内计算D·r(r)，则有

:.;(，)一}。二具+。，具+。:具}.(e二二+。，，+。:二)
                  气 口 茁 一(iy       d z/

_刁x l  ay.刁z_。
一 二一 一尸 二一 -r 丈十一 一 0

    d X   d 勺        d  z

若在球坐标内计算，则

二.r(r)一粤具(r2r)一典具(rs)一:

证明矢量场的散度与坐标的选择无关。

矢量分析中的一个重要定理是

{v·‘dr- (1.3.9

上式称为散度定理(或高斯定理)。证明这个定理时，将

闭合面S包围的体积:分成许多体积元:dr1,dr2, ""，计

算每个体积元的小闭合面上穿出的A的通量，然后叠

加。由式(1.3.5)得

图1.3.4 位置矢量场r(r)

手、·dS一(二·A)drl  ,   }A·d“一(0·A)dr2
                    SI S2

由于相邻两体积元有一个公共表面，这个公共表面上的通量对这两个体积元来说恰好等值异

号，求和时就互相抵消了。除了邻近S面的那些体积元外，所有体积元都是由几个与相邻体积

元间的公共表面包围而成的，这些体积元的通量总和为零。而邻近S面的那些体积元，它们有

部分表面是S面上的面元dS，这部分表面的通量没有被抵消，其总和刚好等于从闭合面S穿

出的通量。因此有

手、·dS+手‘·dS+一
故得到

·d“一0·Adr,十V·Adr2+一{:·A dr

式“·3. 9，得证。例‘·2. 3中二一3为一常量，因此{:" rd r一和一3X如3一47ra
亦即球表面上流出的通量。

1. 4 矢I的环流 旋度

在矢量场A中，从一点沿某一指定曲线C到达另一点，我们把路径上每一线元dl定义为
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线元矢量dl，取路径C上的A和dl的标量积A " dl=ACoSOdl(其中0为A与dl之间的夹角)，然

后把所有的标量积叠加，就称为A沿曲线C的线积分。例如，一个质点在力场中沿一条曲线运

动日寸，所作的功为力场二的线积分丁F"dlo
当路径的起点和终点重合，C是一条闭合路径时，线积分符号写作

步、·d‘一步AcosOd (1.4. l)

称为A的环流。矢量的环流和矢量穿过闭合面的通量一样都是描绘矢量场A(r)性质的重要

量。同样以流体的速度矢量场为例，v(r)可能有两种特性:一是其环流量为零，即

·d‘一。，这是无漩涡的流动情况;另一是于二dl、   0，是流体沿闭合回路作漩涡、犬流动

 
 
 
 

V

尸
击
丫
︺c

的情况。

    从矢量场分析的要求来看，我们希望知道每个点附近的环流状态。为此，我们把闭合路径

收缩，使它包围的面积元△S趋近于零，并求其极限值

;A·dl
                        恕 ̀os-.o   OS一

此极限值的意义是环流面密度而不是环流。因为闭合路径收缩及其面元OS趋近于零完全是

任意的，为此规定面元矢量与闭合路径C存在右螺旋关系。不难看出，上述的极限与面元的方

向有关。例如流体场中，某点附近的流体沿着一个方向在某一面上呈漩涡状流动时，若面元与

该漩涡面重合(或者称面元矢量与漩涡面矢量一致)，则上述极限值具有最大值;若面元矢量与

漩涡面矢量之间有一夹角，则所得的极限值总是小于其最大值;若面元矢量与漩涡面矢量相垂

直时，极限值等于零。这些结果表明:此极限值是某一固定矢量在任意面元方向上的投影。当

面元方向与此固定矢量相重合时，极限值为最大值，也即表示该矢量的模。我们称此固定矢量

为A的旋度，记为rotA或cur1A。因此有关系式

手、·dl
,"   c

u1rn 万，一.= rrn。 ii
AS-.o Jv

(1.4. 2

其中roto A为矢量rotA在面元矢量(用n表示其方向)上的投影，如图1. 4. 1所示。

    矢量场的旋度和散度均用来描绘矢量场A在空间变化的特点。下面我们来推一导食角坐标

系内rotA的表达式。由旋度的定义可以看出式((1. 4. 2)中的极限值与所取面元的形状无关。我

们以研究的点M为顶点，取一个平行于yz面的矩形面元(图1.4.2)，则面元矢量与、轴平

行，其模用△S二表示。M(x,y,z)点的A(r)=exAs(r) }e,Av(r)+e}A=(r),A沿回路1234的积

分为

1史 A1234·d‘一“Y}y十卜+a Aroay y△一卜\十a AyAz}az△一A Liz
    一(a Azay一a A,, } Dy}zaz
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图1. 4. 1  rot A在面元矢量上的投影 图1.4.2 直角坐标系内计算rot A

故
  步A·dl

妙。  1234AS -o     }Ss
aA.
气厂= = rot,A

  d z 一
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根据上述，此极限是rot A在}.S二上的投影rot}A，也即rotA在x轴上的分量。

    相似地取面元}y\}Y，分别平行于y轴和z轴，通过与上面相同的推导得到

a A.
二丁~一 二 rot�A
d x

d
几
一
2

1

-
a

a

-
. 

 

一-
，.SgA’“
umASy-.O OS万

它是rotA在y轴上的分量，以及

  f‘·dl。，、。A,
i}m ee - = 甲二-一 — ~二二一一一 =  ror_.v

es二一。 。。二 dx    dy

它是rotA在z轴上的分量。因此，得到

            rot A =exrotsA十e,rot,A十eLrot,A

一ex (a Ax一a Ay I +。，{a As一aAzl+。:}a A,一a A}
      、oy        dz i 、oz    ax { 、ax ay

上式可写为

{。:具+。，具+。:具}X (eY，二+e,A，十eRA,)一二XA一rot A      (1. 4. 3
\ 口 苗 口 y 口 zI

也可写成

v X A二 (l. 4. 4)
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其它坐标系中，0 XA的表示式见附录2,

    例1.4.1 求矢量场A(r) =exx2+e,y2+eLzz沿着xy面内一个闭合路径C的线积分，此

闭合路径由((0,0)和(2,了万.)之间的一段抛物线少二I和两段平行于坐标轴的直线轴组成，如

图((1. 4. 3)所示。再计算A的旋度。
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    解:因为回路在xy平面内，dz=0，故有

        A·dl=Asdx+A户y=x2dx+y2dy

在计算沿抛物线一段路径的积分时，可以利用y2=二，消

去一个变量，例如y，得到

    dy二dx/(2 V ) ，y2dy=(了万dx)/2

于是

图1. 4.3

r       r2        rf厂 ('of 八

中A·dl=}x2dx十}少dy+}}x2+~共生{dx
CC ““ ““ J2、 乙

一x3   2+y3厅+引。+ x,3/2。一。
    。{0 。 }0 。 {Z j }2

注意在计算路径上任一点的乘积A·dl =Asdy+Aydy+A=dz时，不管绕行的方向如何，dx,dy

和dz都取正值;绕行方向则由相应的积分上下限来考虑。

    求本例中A的旋度，可将A代入式((l. 4. 3)，立刻得到V XA=0，它是处处无涡漩现象的

矢量场。

旋度有一个重要的性质，就是它的散度恒等于零。我们在直角坐标系中来证明这个性质。

    div (rotA)=V ·V XA

一(·二aax+·，ad yy+一aaz·〔二(a A,ay一a A,)az
+·，(a A=az一a APax卜一(a Ayax一a Asay」
一a  d A,-ax ay一a4yl    a'aA='+aaz        y  az一a A,ax+a(  a Ayaz  ax一a Asay

                            =0

因为旋度和散度的定义都与所取的坐标无关，所以通过以上证明，得到一个普遍适用的公式

                                          甲 ·(甲 X A)= 0        (1.4.5)

根据式((1. 4. 5)，对于一个散度处处为零的矢量场B，我们总可以把它表示为某一矢量场A的

旋度，即如果 divB=0，则可令B=rotA,

    在矢量分析中，除散度定理之外，另一个重要定理就是斯托克斯定理，即

·d，一丁rotA·dS (1.4.6

其中S为回路C所包围的面积。其证明如下:

    把如图1.4.4所示的一个曲面S分成许多面元。对每个面元，沿包围它的小闭合回路取A

的环流，应用旋度矢量的矢量定义式((1. 4. 2)得

步A·d‘一‘A·dS,
c,
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