
们也用 和

两两不相交的集合时，

在本书中，我们用

就是一个可重复比如

本书所介绍的拟阵理论基本上是讨论在一个有限集上的数学结构。因此，

除非特别声明，书中所讨论的集合均为有限集。集合族或集合类通常指的是集

合的集合。由于讨论上的需要，我们有时要允许一个元素在一个集合中多次出

现，这时有关的集合被称为一个可重复集合

集合

是一个集合

存在

存在

：对任意

是一个集合时 和 分别表示

和 我们定义

的交与 的并，并且当

来代替较为正规的写法

和

和

称为一个不相交并

使

使

；

；

＝

中全体子集的

，而

；类似地，

时，我

是

；，则若

是 定义中子集的一个集族则在需要时才引入。设

本书中用到的一些不太常用的集合论的运算记号将在下面列出，而其它的记号

在和并用 来分别代表非负整数，非负有理数和非负实数的集合

连同它们具有的域或加群结构），同余整数的集合整数，有理数，实数和模

和 分别代表代表自然数的集合，用

当来分别代替

和和 分别表示

当 时，我们通常用

对集合的基数集合族和

拟阵文献中的习惯。当

为了显而易见的原因，我们尽量采用标准的集合论的符号，同时也兼顾在



或的内积就记作

对一个

第 列的分量通常记为 或 若 和

的矩阵，则矩阵 和

表示矩阵 的单位矩阵 分别表示分量全为 或全为和

时 它们也分别记作矩阵。当 或 分量全为 的向量的

的向量记为

再加到第 行，然后

的第 列只有 是唯一这时

化到

表示一个在 维向量对于一个域 和正整数 上的一般地

为了方便，有时通常用黑体 来表示 中元素空间

也把向量写成行向量的形式。特别地，两个 和

特别是有限域，将在本书中反复出现。两个有限域互相同构当且仅当域

它们有相同的元素个数。因此我们把具有 个元素的有限域记作 每个

若有最小的正整数都有一个加法单位元 和乘法单位元 使 中域

若这样的正整数自相加 次之后为 的特征乘法单位元 称为域

的特征域 若有限域具有特征 的特征也记作不存在，则称

一定是个质数，并且有正整数 使 当则

即由全体模 整数同余类在模 的加法和乘法下所构成时

时 和＝

是个关于乘法的循环群 关

对任意 若 则 ；

＝ ；

的矩阵 在本书中有关矩阵的符号基本上是标准的

行第 分别是

的直和是个

和

）的矩阵：

时，我们可记为 而分量全为 当矩阵 的分量

以通过对每个 的第 行乘以

把第 来得到矩阵

把

行乘以

我们称这个过程为把非零分量的一个非零分量，并且

主轴。

分别称为二有的域。特别地，当 和

。对每个有限元域和三元域。而四元域

则域

则同构于商环

，令

，吴品三（于有限域的基本知识，参见熊全淹

或其它的代数学教科书。



常常用

中元素全是

）和

到

其中

是边 的两个端点，记为和

是个有序三元组

与为

一个图

的顶点 中的元素称为边不相交，

的关联函数中元素的有序对或无序对集合

是一个无向图

来强调它们分别是图

中无序对时

则称 与和＝

并且顶点

简称为图）。这时若

的边

处的一个环是 在 ；若 有

互为平行边是 和

的 度 是

的一个环，则称

一个顶点，则 中与 相关联的边的个数，记作

易看出

是从

若

或

和

则

不

中的

容

｝在 中是一边对都是一个环中，在无向图对 和有向图

的端点所定义的有序一对无序的顶点，和由 的图形中所示的由有向边

和而 所关联的中则分别是

在图 中

和图图 的一个定向

）的图形表示。的一个定向通常称为

和在 的每条边上加上方向而得到的有向图的图形来表示。下面是图

一个图或有向图可以用它们）或终点的头（是或起点，而的尾

是到 的有向边是从则称这时若

是一个有向图中有序对时）中元素全是若

或

是图若

但使

若

相关联或 是连接

的顶点集和边集

，而

中的元素称

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



是个闭通道

道 中

否则称

时

当

；若 当 时个 迹

并且当路

则

； 若

极小圈 为了和拟阵中的术语一致，我们称闭道路为一个极小圈

由极小圈的不相交并称为一个圈）。

中把

为

是个边子集，则

则称序列

当

通道的边集由相关联的顶点唯一确

来代表这个通道

则

为一个开通道

时，恒有

是一条（

则

是

但

则称

使得

是由

（这时

和

，并且若当

中由顶点集

使得 中任何两个顶

为一个二部

的一个顶点二部划分

是两个图。若

）上的限制，则称 是 的

则称 为

则称 为 的 真

是

个顶点的完全图记作
。

并且

导出的子图，记中边集

的子图时

既表示一个边子集，

和

和

中与

是个顶点子集，

中顶点相关联

代表在

时 称

若在通

是一

道路或

是一个

而把

图若对任意的两个顶点 路，则称中都存在一条

定时，也常用顶点序列

一个 通道 当这个

使得对每个

令 为一个无向图。设

中的边去掉而得到的子图

的边也去掉而得到的子图；若

则 中的顶点去掉，并且同时把中把代表在

若

中子图分别表示

又表示由这个边子集生成的子图）。当

来代表在本书中，通常也用作

则称的一条边相关联与当且仅当

导出的子图，记作 若有

的两个端点都在 中时，必有

子图 记作 若

的支撑子图 若

记为子图 并且若

在是并且

和设

）为而划分（图

中任何两个顶点之间也无边相连，则称点之间无边相连，并且

和的顶点集可以划分为两个非空子集若无环图

是个正整数时当全图

任何两个不同顶点之间都有边相连的简单图称为完为简单图

在 中却不是一对平行元。没有环元和平行元的图称对平行元，但



，则 称为若

若

时使得当

数，记作

的边子集对

边割集

非平凡的连通图的边连通度

当 是平凡图和不连通图时，定义

是个连通图

图，则称 为

通分支

对

为 的一个割点

通图时，定义

对正整数

若 ＞

若

一个连通的非平凡图

当

或若

是个单点集，则 称

的连通度

的一个连

是个无边

是平凡图 或是个不连

。图

连通图的特征，有下面

连通的充分必要条件是对

路

和

不相交并

在本书中将被称为极小圈 而本书中的圈指的是极小圈的一个

或其它的图论教科书 我们在这里需要强调说明的是：一般图论教科书中的圈

和关于图论的基本知识，可参见田丰，马仲蕃

和

路条 时使得当

和中的任意两个不同的顶点边连通的充分必要条件是对 都有至少

关于 是定理：一个图边连通图的特征，也有相应的

对正整数 边连通图是个则称若

）是边数最少的边割集中边的个

一个的一条割边

为 的一个则称

和 都有至少中的任意两个不同的顶点 条

的图 是著名的 定理：一个顶点数大于

的块连通子图也称为 关于中的极大

是个，则称 连通图若

）

是点数最少的点割集中点的个数，记为

的一个点割集

的顶点子集

的连通分支的个数记为

图 的一个极大的连通子图称为



独立集公理

是一个域，我们用 表示域 上的全体 维向量组成的线性设

中的一个线性无关

比如说在线性代数中种关系的例子可以在不同的数学分支中找到

空间中向量子集合所具有的线性相关关系；又如在图论中，一个图

拟阵理论主要是研究定义在一个集合的子集合上的抽象相关关系。具有这

一个线性

中由边集

合生成有圈子图所确定的相关关系。确定集合 中

所有相关的子集，等价地，我们也可指出 不是相关

上的一个拟阵就是指出

中全体不是相关的子集

的子集通常也称为独立集。一个拟阵可以有许多不同但是等价的定义方法。在

这一章里，我们首先从线性代数和图论中得到关于拟阵的独立集抽象，并由此

得到定义拟阵的独立集公理。然后从独立集公理出发，进一步介绍拟阵的一些

其他等价公理，它们的相互关系和例子，以及拟阵的一些表示方式

在线性代数和图论中，我们注意到如下的两个例子空间

是设 是一个向量子集。若 中的一个线性无关向

中的的任意子集 是量组，则

不是两个线性无关向量组并且

也是一个线性无关向量组。当

时，则 中的极大线性无

也是关向量组。因而有向量 使得

图 即不含有极小圈的子图），则 也是的任意子集 的一个无圈子图。当

设 是是一个图，其边集为 的一个无圈子当

向量组



，及

且

集合

个在 上以

来强调 是

时，也称并且

不空，由此保证

但不能用

从例子

是域设

若

若

定义

列向量在向量空间

这个拟阵称为

也是 中的一个无圈子图。

中 的极大无圈子图。因而有 使得也不是

就得到了

以上的两个例子反映了两种在两个不同结构上的一种关系。但这个关系在

这两个不同的例子中却有共同的性质。把这些共同的性质抽象出来

拟阵的定义。

是一个有序对 ，其中 是一个有限集合，一个拟阵

中子集的集合，它们满足以下的公理：是

。

独立集

含有至少一个

的一个

是

则存在

的独立集

通常也记作

的元素集合而

可以用

拟阵

则
。

，我们可以得到如下的两个结论

上的一个 矩阵。又设

为这样的一个集合：

）中线性无关。那么

的记号

。

以下是两个具体的例子：

阵 这个拟阵通常称为 的圈拟阵 记作

合： 的子图当且仅当 作为 是一个拟不含有极小圈。那么

设 ）是是一个图， 的边集。定义 为这样的一个集

则也用 来表示

域 是上的向量相关关系，我们也采用 若 个元素的域，

的 向量 ，记作 。为了强调这是

是一个拟阵。

所标记的当且仅当由

的列向量的标号集合为

与

中的任何两极大独立集都有相同的基数。

独立地导出。条件 ）称为独立扩充公理。它表示任何一个

中的子集合”来代替，

是 条件

当的独立集集合

和中元素为独立集的拟阵。类似地，我们用

，以强调这是一）称为拟阵的独立集公理。拟阵

因此公理中的元素称为拟阵

使得

是 的子图时，则在中的两个无圈子图并且

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



代表 的第令

考虑实数域 上的矩阵

个列向量的标号；又令 为

的列向量的标号集合。要确定所有独立集的集族 我们要找出所有的子集

使得由 中元素所标号的向量组在

其边集为

的所有的支撑

这两个例子，除了一个从矩阵出

中线性无关 从线性代数

中我们知道，任何一个线性无关向量组都被一个极大线性无关向量组所包含

的列向量中的全体极大线性无关向量组。不难看出 的因此我们只要找出

全体极大线性无关向量组由 的这些子集所标号

因而

考虑图

例 的图图

我们要确定所有无圈子图的边集的集族 由

于每一个无圈子图都是一个支撑树的子图，因此我们只要找出

的全体支撑树对应的边子集是树。不难看出

因此，

与进一步的观察可以看出，

立结构没有什么本质的区别，为此我们有如下的定义

因而它们的独发得到，另一个从图得到以外，它们有互相对应的独立子集族



强调

称为

设

是一个域，可设 令加法单位元是的乘法单位元是 不妨

证 明 因 记是可图的，则有图 由于使得

也是是可图的，则若拟阵对任意域 可线性表示的。

是可图拟阵，则恒存在连通图若 使得

是 中的无圈图。因此我们得到下面的结论。

是且边集是连通图 中的无圈图当且仅当

个 。注意到得到一个新的图，我们就从合在一起构成一个新的顶点

取的连通分支是的，可设 把各

使得设 不是连通是个可图拟阵，则有某个图 若

结束这一节。

和 ）来构造得到新的拟阵的例子。我们用下面关于可图拟阵的讨论来

阵 此外，还可以通过拟阵的限制 见本章习题也称为删除）运算和直和运算

也是常常遇到的拟见本章习题除向量拟阵和可图拟阵外，均匀拟阵

拟阵

为可图化 ，则称使得若存在某个图

在 上的一个坐标为表示），有时也称或简称为

的一个则称为；而矩阵 线性表示可表示拟阵或可表示拟阵

也常简为一个可线性表示拟阵的时候）称

在不或可线性表示拟阵是个则称

上的一个矩阵及域 使得设 是个拟阵。若存在某个域

其同构映射就是

）中的图，则是中的矩阵而是作为例子，若

的自同构群）。称为射的复合下构成一个群

到 的同构在映对每个拟阵 易见全体从同构，记作

到 的一个同构。若这样的则称 与存在，称为从

当且仅当对任意子集

是一个一一对应，

满足以下的条件：

和 若映射对于给定的两个拟阵



第

不 。

个分量是

中的向量，其对 令 为

我们用以下的算法来构造 的一个 表而其他分量是

其定义如下：

令不妨设对每一条边 ＝

的列由 中的元素标号。对每个上　 矩阵

生成 中的一个无圈子图当且仅当

如果我们能够证明这一点，则第

表示。的一个

由于当 无圈，

中是个度为 的顶点。不妨设，使得 在 则

若

使在：

上式可写成由于

都有 这与

设

使得明

表示的构造）的一个可图拟阵

步 记

步作映射

第

第

第 步作域

中第 列的列向量是

我们只要证明：设

中的一个线性无关向量组｝是

就是步所得矩阵

中的一个无圈图。我们对 用归纳法来证明结论。若设 是

由第 步，因为

中线性无关

是个无圈子图，所以对应的向量集或是空集，或是由一个非

零向量组成的集合，因而在

＝

个分量是

存在

的第 的第 个分量均为并且对任意的

的元素中线性相关，则在 中有不全为

于是有 由于比较等式两边的第 个分量，可知

在 中线中的无圈图，根据归纳假设，是

的选择矛盾 从而性无关。因此对任意的

中的一个线性无关向量组。是：

中的一个线性无关向量组，我们用反证法来证： ｝是

是 ＝中的无圈子图。若不然，则有



子图。

习题

则

令

则

这与

阵

从

删除

若

若

， 则

由于

，称为

满足 则

则

设 是个拟阵

记作 并证明

则 的直和与是个拟阵，称为

设 及）是两个拟阵满足 定义

）

中把 的一个删削或也记作删除的拟阵，因此

在这个拟阵称为 上的限制 也可看作是记作

：设 是个拟阵 ）是个拟令

对任意 若 ，则

证明 满足 ）和下面的条件：是个拟阵当且仅当

且若 则恒有 使

不空

）证明 满足是个拟阵当且仅当 和下面的两个条件：

是个拟阵 记作这种拟阵称为均匀拟阵

设 元集是个为两个整数， 令

在 是中线性无关的假设矛盾。所以 中的无圈

是 及中的一个极小圈，这里

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



极小圈公理

是一个拟阵。若子集

中的性质命题

设

设

的全体极小圈组成的集合，则有

个相关集

拟阵

时，我们称并且

度

设 是一个拟阵

且）若

若

是拟阵，证明　　因为

若 且

所以一定有

故

元

设我们来证明

，只要证明

中的一个独立集

也是包含于

的极大独立集

，因而有

包含于

有

且假设

不可能是包含于

是一个集合，并设

则必有 上的拟阵

证明　　若有这样的

使得

存在，

则

令

。当

则恒有

。根据

是

是包含于

可扩充为一个

的子集，故必

根据

于是据公理

的一

）表示由

的长

满足

中的极小

中呢？按照定义，中什么样的子集会在

的子集合族，是个满足条件

的结构。可以唯一地确定拟阵

的极大独立集。这个矛盾说明

。这样，

不能是由于

的一个独立集。据公理 ，独立集

。因由于 ，存在

，则若

要证明并且

而因为

满足独立集公理

并且存在

则

满足下列性质：则

极小圈为 为的一个

。极小的相关集叫做极小圈

称为



并得到

必有

说明

使得

取

得证。

设

但是任何

的假定矛盾。这

上的拟阵

。先来证明

但对任一元素

的

注意到

于是

的一个环 或环元）

，或者说

是个简单拟阵平行于 若拟阵 不含有环及平行元素，则称

；若 与则称 互为平行元素

是一个拟阵， 则。若 称为

这个证明是可逆的。把这证明倒过去，就可以证明

真子集都在 中，因此必有 这就证明了

由于 含有一个子集

若 则由极小圈的定义

必有下面我们来证明，对这样得到的拟阵

由于 ，所以存在一个定义在满足独立集公理

一定满足

满足 这与

，注意到 满足并且 ，故存在由于

的假设矛盾。于是又可取与

得到 则先取 若

由于的选取矛盾。因而，否则与 含有一个子集

且 必有由于令

的选取可知从 对任意的取定一个元素

并且 最小。

满足就是其中之一 。在这些子集中我们选取一个

并且，满足注意到存在这样的子集虑子集

考都有，但对任意的，并 且满足

。若不然，则存在一个子集对也满足我们用反证法来证明

义 不能在 中。由此也有

的定，则据于是根据 并且若

我们希望能够证明 满足公理

中的元素一定不能包含任何 中的元素作为子集。从这点出发，定义



由于

这与

因为

使得

使得

因此必

或者

。

和

再来

，故

同理

这与 是个反例对的假设矛盾。

的选取据 不是反例对，故有 使得

且 可知由于

和 注意到考察

满足不是一对反例对。从而有

且 的原则根据我们选取

和有 注意到现在我们来考虑极小圈

可知有从 根据 ，不可能有

使得 尽可能的小。为一个反例对。选取反例对

我们称这样的所要求的中不存在但

证明　　用反证法，设 及元素存在不真。则对给定的

及设 则必有若有

）设 是个拟阵，则 ）满足以下的强极小圈消去公理

见本节习题）。性质

和其他极小圈公理我们可以得到较强的强极小圈消去公理及其他形式的极小圈

。应用（称为极小圈消去公理极小圈公理中的

是唯一的的假设矛盾。因此

存在，根据

且 ，所以设

使得则据极小圈定义，必有证 明 设

使得含有唯一的一个极小圈

且设 则或者是一个拟阵

一个简单拟阵也称为一个组合几何



满足独立集公理（证明

设

找出

）给出一个拟阵

第一步

第二步）找出

令

第三步）重复

记拟阵

证明若

构于 从而

换为

。

是个简单拟阵。

的简单化拟阵

见本习题之 为独立集的拟阵同

之全体相关子集合

不一定是一个拟

阵。

和）设 是两个在 上的拟阵。举例说明

的充分必要条件

是设 上的一个集合族 是找出并证明 上某个拟阵

）在同构意义下是唯一的

则在是个无环的拟阵 上以

经过此算法而得到的简单拟阵，并称为

第一步）和 第二步），直到所处理的拟阵

的一对平行元素 把

的一个环 换为把

我们进行以下的算法：

）和

仅当

且元素所在的等价类作成的 当且则证明若中的子集

为由记 中为令所确定的全体等价类的集合。对每个子集合

是证明 上的一个等价关系

当且仅当设 或定义是拟阵。对任意

参见第三章习题的什么子图？类对应于

所确定的等价中定义的等价关系是某个图 的圈拟阵，那么在若

是证明 上的一个等价关系

定义 使得或存在当且仅当对任意

使得则存在

及且有极小圈传递性质）设

设 是拟阵。试证明下列命题

或者证明或者

若有及设 且满足

称为图其极小圈集族为 的余圈拟阵

）上的一个拟阵）和（满足极小圈公理 从而有合族

设 证明集是 中全体极小边割集的集合族又设是一个图，满足

习题



小圈

小圈

中全体基的集合。则

的子集，则

为

中的极大独立子集为

记

是

个有限维线性空间

同个数的元素；若

含有唯一的一个极小线性相关子集。拟阵的基也有同样的性质

的直接推论。

，则中一个极大线性无关子集，且

参看本章习题的一个子集，则是

的一个基，且是拟阵设

对应于基

至少含有一个元素

且

现在来证明 设

于是据

从而

设

设

则下列命题等价：并且设

含有唯一的一个极小圈 且

基公理

沿用线性代数中的术语，我们称拟阵

若

是

中任意两个极大线性无关子集含有相

命题

则

中这个唯一的极小圈 为元素 的基本极我们称

记作

含有一个唯一的极

或

有如下性质：是个拟阵，令 则设

即 有至少一个基）。

则必有 使得若

满足 故是个拟阵， 于是

也至少含有一个元素。因而 得证。

且

至少含有一个元素

由基的定义

见本章习题

，所以根据 必有

。因为 所以

）

则是个非空集，又设

由此可知必有

满足条件

的基

是某

因

使得

并且

本

若 ，则

章习题

为

并且

证明　　由于

对每个



）设 是个非空集，又设

且

因而

集对，故有

这与

定理 中的条件

是个拟阵，则设

若 且

拟阵的基完全由条件

满足

证明　　若有这样的拟阵

我们先来证明 满足独立集公理

也可以从得，且

用反证法，假定有

对任意的

设有证明　　用反证法

的子集对中，取反例

由于 可取

于是从

，恒存在

的子集

因为

一对满足

并且

及

据

。

得证。

和

和

并且

据

可知，

的选取

则

。

。

（二）

满足由于这里的 因而据 也满足

一）

尽可能大。我们来逐条证明以下各个断言

使得选取

对给定的满足

满足 但

因而只需要证明马上得到

可以从。易 见 立即推

某个成员的子集。这就启发了我们来定义：

中中的元素一定是存在，使

则存在拟阵满足条件

）叫做拟阵的基公理。拟阵的基也唯一地确定了所在的拟阵。故

和 ）所决定。像拟阵的独立集和极小圈一样，

，使得则必有

满足下面的条件。

）也可以有下列的形式。其证明留作习题。

是个反例子集对的假设矛盾，因而

不能是反例子

使恒有

满足 尽可能大。

不成立并设 在这些使

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


