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前　　言

　　

弹性力学课程教科书，其第三版为普通高等教育 “十五” 国家级规划教材。

本书是为配合使用

的学生和自学人员使用，并可供讲授弹性力学的教师参考。

　　在

神和实践能力的高级专门人才”。为贯彻这一精神，并考虑到弹性力学是工程

上应用广泛，又较为难学的一门技术基础课程，为此，本书在编写时，考虑

和安排了下列内容：

和基本解法）

如，对各基本方程的导出和理解；对按应力求解方法，按位移求解方法，变

分法，有限单元法和差分法的应用；对一些难点

用等）

实际问题的能力，在本书中详细地叙述了解题的思路和方法，介绍了５０多道

典型例题的解题过程，对教科书中一百余道习题提供了提示和答案。

地扩充和加深弹性力学的知识。例如，关于弹性力学的发展史和理论的发展

过程；按位移求解和按应力求解方法中位移势函数、位移函数、应力函数的

引用；各种解法在工程实际问题中的应用等，作了适当的介绍，以增强读者

的思维分析的能力。对于教科书中已作详细和深入地叙述的内容，则在本书

中不再作详细复述。

　　本书的编写和出版，要感谢河海大学、河海大学工程力学系和

学）

与张元直编审的审稿和提出的宝贵意见。

　　编写学习指导还是一种初步的尝试，盼讲授弹性力学的教师和使用此书

的读者提出宝贵意见，以便今后改进。

河海大学　王润富

２００３年１０月
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主要符号表

　　弹性力学

　　坐标　直角坐标ｘ，ｙ，ｚ；圆柱坐标ρ，φ，ｚ；极坐标ρ，φ。

　　体力分量　ｆｘ，ｆｙ，ｆｚ（直角坐标系） ｆρ，ｆφ，ｆｚ（圆柱坐标系） ｆρ，ｆφ

（极坐标系）

　　面力分量　ｆｘ，ｆｙ，ｆｚ（直角坐标系） ｆρ，ｆφ，ｆｚ（圆柱坐标系） ｆρ，ｆφ

（极坐标系）

　　位移分量　ｕ，ｖ，ｗ ｕρ，ｕφ，ｕｚ（圆柱坐标系） ｕρ，ｕφ

（极坐标系）

　　边界约束分量　ｕ，ｖ，ｗ（直角坐标系）

　　方向余弦　ｌ，ｍ，ｎ

　　应力分量　正应力 σ，切应力 τ；全应力ｐ；斜面应力分量 ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ

（直角坐标系） σｎ，τｎ；体积应力 Θ。

　　应变分量　线应变ε，切应变γ；体应变θ。

　　势能和功　形变势能 Ｕ，外力势能Ｖ，总势能 ＥＰ。功 Ｗ。

　　艾里应力函数　Φ。

　　弹性模量 Ｅ，切变模量 Ｇ，体积模量Ｋ。

　　泊松比μ。

　　有限单元法（平面直角坐标系，三结点三角形单元）

　　体力列阵　ｆ＝（ｆｘ　ｆｙ）
Ｔ 。

　　面力列阵　ｆ＝（ｆｘ　ｆｙ）Ｔ 。

　　集中力列阵　ｆＰ＝ ｆＰｘ　ｆＰｙ）Ｔ 。

　　位移函数列阵　ｄ＝（ｕ（ｘ，ｙ）　ｖ（ｘ，ｙ））Ｔ。

　　单元结点位移列阵　δｅ＝ δｉ　δｊ　δｍ）
Ｔ，δｉ＝（ｕｉ　ｖｉ）

Ｔ 　 ｉ，ｊ，ｍ）

　　单元结点力列阵　Ｆｅ＝ Ｆｉ　Ｆｊ　Ｆｍ）Ｔ，Ｆｉ＝（Ｆｉｘ　Ｆｉｙ）Ｔ　 ｉ，ｊ，ｍ）

　　单元结点荷载列阵　ＦｅＬ＝ ＦＬｉ　ＦＬｊ　ＦＬｍ）
Ｔ ，ＦＬｉ＝（ＦＬｉｘ　ＦＬｉｙ）

Ｔ　 ｉ，

ｊ，ｍ）

　　单元位移矩阵　ｄ＝Ｎδｅ　　 Ｎ为形函数矩阵）

　　单元应变矩阵　ε＝Ｂδｅ。



　　单元应力矩阵　σ＝Ｄε＝Ｓδｅ　　 Ｄ为弹性矩阵，Ｓ为应力转换矩阵）

　　单元结点力矩阵　Ｆｅ＝ｋδｅ　　 ｋ为单元劲度矩阵）

　　单元结点荷载矩阵　ＦｅＬ＝Ｎ
ＴｆＰｔ＋∫

ｓ
σ

ＮＴｆｄｓｔ＋∫
Ａ
ＮＴｆｄｘｄｙｔ。

　　结点平衡方程组　Ｋδ＝ＦＬ　　 Ｋ为整体劲度矩阵）
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第一章　绪　　论

学 习 指 导

　　在学习本章时，要求学生理解和掌握下面的主要内容：

　　１．弹性力学的研究内容，及其研究对象和研究方法，认清它们与材料力

学的区别；

　　２．弹性力学的几个主要物理量的定义、量纲、正负方向及符号规定等，

及其与材料力学相比的不同之处；

　　３．弹性力学的几个基本假定，及其在建立弹性力学基本方程时的作用。

§１－１　弹性力学的内容

　　弹性体力学，简称弹性力学，又称弹性理论

ｔｙ） 研究弹性体由于受外力、边界约束或温度改变等原因而发生的应力、形

变和位移。这里指出了弹性力学的研究对象是弹性体；研究的目标是变形等

效应，即应力、形变和位移；而引起变形等效应的原因主要是外力作用，边

界约束作用

变的作用。

　　首先，我们来比较几门力学的研究对象。理论力学一般不考虑物体内部

的形变，把物体当成刚性体来分析其静止或运动状态。材料力学主要研究杆

件，如柱体、梁和轴，在拉压、剪切、弯曲和扭转等作用下的应力、形变和

位移。结构力学研究杆系结构，如桁架、刚架或两者混合的构架等。而弹性

力学研究各种形状的弹性体，除杆件外，还研究平面体、空间体，板和壳等。

因此，弹性力学的研究对象要广泛得多。

　　其次，从研究方法来看，弹性力学和材料力学既有相似之处，又有一定

区别。弹性力学研究问题，在弹性体区域内必须严格考虑静力学、几何学和

物理学三方面条件，在边界上严格考虑受力条件或约束条件，由此建立微分

方程和边界条件进行求解，得出较精确的解答。而材料力学虽然也考虑这几

方面的条件，但不是十分严格的。例如，材料力学常引用近似的计算假设

平面截面假设）
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似的处理，如在梁中忽略了σｙ的作用，且平衡条件和边界条件也不是严格地

满足的。一般地说，由于材料力学建立的是近似理论，因此得出的是近似的

解答。但是，对于细长的杆件结构而言，材料力学解答的精度是足够的，符

合工程上的要求 ５％以下）

出的解答，往往具有较大的误差。这就是为什么材料力学只研究和适用于杆

件问题的原因。

　　弹性力学是固体力学的一个分支，实际上它也是各门固体力学的基础。

因为弹性力学在弹性体区域内和边界上所考虑的一些条件，也是其他固体力

学必须考虑的基本条件。弹性力学的许多基本解答，也常供其他固体力学应

用或参考。

　　弹性力学在土木、水利、机械、航空等工程学科中占有重要的地位。这

是因为，许多工程结构是非杆件形状的，须要用弹性力学方法进行分析；并

且对于许多现代的大型工程结构，安全性和经济性的矛盾十分突出，既要保

证结构的安全使用，又要尽可能减少巨大的投资，因此必须对结构进行严格

而精确的分析，这就须要用弹性力学的理论。例如，现在许多大型水库的坝

高达到２００ｍ左右，常采用复杂的坝体结构形式，而水库、水电站等的安全

性又十分重要，就必须用弹性力学方法进行分析。

思　考　题

　　１．弹性力学和材料力学相比，其研究对象有什么区别？

　　２．弹性力学和材料力学相比，其研究方法有什么区别？

　　３．试考虑在土木、水利工程中有哪些非杆件和杆系的结构？

§１－２　弹性力学中的几个基本概念

　　首先，本节着重说明弹性力学中几个重要的基本概念，初学者必须清晰

地了解各物理量的定义、记号、量纲、正负方向及其符号的规定，以及与材

料力学中的符号规定的区别。否则，在求解弹性力学问题时常常会发生错误，

而将错误的结果应用于工程上时则会发生严重事故。例如，对于土木工程中

常用的混凝土材料，其抗压强度很高，但抗拉强度较低。如果把正应力的符

号搞反了，就有可能造成结构的破坏。

　　外力是指其他物体对研究对象 外力包括体力和面力。

　　体力、面力分别作用于弹性体的体积内、边界面上，用记号ｆｘ　ｆｙ　ｆｚ和

ｆｘ　ｆｙ　ｆｚ表示，并且分别用单位体积、单位面积所受的力来量度，因此它们
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的量纲分别为Ｌ－２ＭＴ－２和Ｌ－１ＭＴ－２。读者须注意，本书的量纲一律用国际单

位制表示，其基本物理量取为长度 体力和面力均以

坐标正向的为正，反之为负。这里须要注意的是，

力，在哪一个边界面上的面力均以正标向为正。在正、负坐标面、斜面上的

面力也都以正标向为正，并且在斜面上的面力是以单位斜面面积上的作用力

数值来表示的。

集度）

　　内力通常指截面上的合力和合力矩，而应力是表示截面上某一点处单位

截面面积上的内力值。应力的量纲是Ｌ－１ＭＴ－２。由于在截面两边的物体上内

力和应力都是成对出现的，且数值相等，方向相反

因此，应力的符号规定就不同于外力。简单地讲，应力以正面正向、负面负

向的为正，反之为负。即作用于正坐标面上的正应力和切应力以正标向为正，

作用于负坐标面上的应力以负标向为正；相反的方向均为负。

　　应力与面力相比，在正坐标面上，正的正应力和切应力，与对应的正的

法向和切向面力的方向相同，即正方向及其正号规定相同；而在负面上，应

力与对应的面力异号，即应力的正方向与对应面力的正方向相反。这点是必

须认清的，并且在应用边界条件时必须特别加以注意。弹性力学与材料力学

相比，正应力的符号规定两者一致；而切应力的符号规定不完全相同，如图１

－１所示。材料力学中切应力以使单元或其局部产生顺时针方向转动趋势的为

正，这样就与弹性力学有区别。

图　１－１

　　这两门力学关于切应力的正负号规定至今不能统一。其原因是，材料力

学通常研究平面上的问题，可以清楚地标明顺时针指向，并且可将其符号规

定用于莫尔圆来求斜面上的应力；而弹性力学要考虑的不仅是平面问题，也

不再用莫尔圆方法来求斜面应力，而且用弹性力学符号规定表示切应力互等

定理十分简便，如τｘｙ＝τｙｘ，它表示等式两边的切应力不仅数值相等，符号也

一致。
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　　形变是指形状的改变，在弹性力学中用线应变和切应变来表示。按定义，

一点的应变以通过此点作三个沿正标向微分线段的应变量来表示。线应变以

图　１－２

伸长为正，且正的正应力

应。切应变以直角减小为正，以弧度为单位来表

示。同样，正的切应力与正的切应变对应。读者可

考察图１－２中的微分体，当正的一组切应力作用时

４个切应力同时存在）

令 ＰＡ边固定，则微分体将如虚线所示发生变形，４

个直角分别增大或减小了 α值。按定义，ＰＡ，ＰＢ

是通过Ｐ点沿正向的微分线段，其直角的改变

少α角） γｘｙ＝＋α。由

此可见正的切应力也必然对应于正的切应变。应变均是量纲一的量。

　　位移是一点位置的移动，用ｕ，ｖ，ｗ表示，量纲为Ｌ，且均以正标向为

正。

　　以上所定义的体力、面力、应力、应变和位移都是从微分角度导出的，

可以精确地表示某一点附近的状态及由于位置不同而发生的变化。并且表示

的都是直角坐标系中的量。例如应力只表示了直角坐标面上的应力，斜面上

的应力还须进一步求解；应变只表示了沿坐标方向线段的应变，斜线上的应

变也须另行求解。

　　本节详细地叙述了弹性力学中关于体力、面力、应力、应变和位移等的

定义、量纲和正负号规定。读者要特别注意应力的符号规定与材料力学的不

同之处。还应注意，在岩土工程和土木工程中，由于以压应力为主，常常将

压应力取为正号，这些都是在应用中应加以注意的。

思　考　题

　　１．试画出正、负ｙ面上正的应力和正的面力的方向。

　　２．在ｄｘ×ｄｙ×１的六面体上，试问ｘ面和ｙ面上切应力的合力是否相等？

§１－３　弹性力学中的基本假定

　　弹性力学问题究竟是如何求解的？其实，其研究方法是很简单而明确的：

即根据已知的物体边界形状、弹性常数、物体所受的体力，及边界上的面力

和约束，来求解表示物体内应力、形变和位移等未知函数。求解的方法是：

在弹性体区域内，根据静力学、几何学和物理学三方面的条件，分别建立平
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衡微分方程、几何方程和物理方程等三套方程；在边界上根据约束情况和面

力情况，分别建立位移边界条件和应力边界条件。然后在边界条件下求解微

分方程组，从而解出应力、形变和位移等。

　　为什么在弹性力学中要提出一些基本假定？这是因为任何学科在进行研

究时，总不可能将所有因素都考虑在内，否则该问题将会变成非常复杂而无

法求解。因此，任何学科总是首先对事物的各种因素进行分析，既必须抓住

那些主要的因素，又必须略去那些影响很小的因素。然后概括这些主要因素

建立一种抽象的物理模型，并对该模型进行研究。当然，研究的结果可以用

于任何符合该物理模型的实际物体。

　　弹性力学的五个基本假定，就是概括了弹性力学研究对象的主要因素而

建立的一种力学计算模型。即弹性力学是研究理想弹性体

弹性、均匀性和各向同性的假定）

究的范围。

　　对于这五个基本假定，我们既要理解其定义，也要了解它们在建立弹性

力学基本方程中的作用：

　　连续性———从宏观角度上认为物体是连续的。因此，所有物理量均可以

用连续函数来表示，从而可以应用数学分析的工具。

　　完全弹性———这里包含完全弹性和线性弹性两个概念，因此，物体的应

力和应变之间的关系可以用胡克定律来表示，从而使物理方程成为线性的方

程。

　　均匀性———假定物体内都由同种材料所组成。因此，材料的性质，即弹

性常数等均与位置

　　各向同性———假定任一点各个方向的材料性质相同。因此，弹性常数等

与方向无关。

　　小变形假定———它包含两点含义：

的正应变ε≤１０－３＜＜１，切应变γ是用弧度表示角度，也是γ＜＜１； ２）

体各点的位移＜＜物体尺寸。如梁的挠度＜＜梁的高度。在小变形假定下，我们

在建立平衡微分方程时，可以用变形前的尺寸代替变形后的尺寸，从而使该

方程的建立大为简化；在建立几何方程时，由于 ε＜＜１，所以 ε＞＞ε２＞＞ε３

⋯⋯，因此在同一方程中，可以只保留形变分量的一次幂，而略去形变分量

的二次幂及更高阶的小量，从而使几何方程成为线性的方程。

　　对于超出以上五个基本假定的情况，则不在本教科书中叙述。如应力和

应变之间的非线性弹性关系，属于非线性弹性力学；塑性和蠕变属于塑性力

学和蠕变力学。薄板的大挠度问题，属于几何非线性问题。对于岩石地基，

不仅有塑性和蠕变性质，还有节理、裂隙和断层，因此连续性条件也不满足；
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而土质地基，除了蠕变，还有固结过程，及较大的变形等。因此，它们分别

在岩石力学和土力学中进行研究。

　　弹性力学的主要解法可以概括如下：

　　１．解析法———根据上述的静力学、几何学、物理学等条件，建立区域内

的微分方程组和边界条件，并应用数学分析方法求解这类微分方程的边值问

题，得出的解答是精确的函数解。

　　２．变分法（能量法）———根据变形体的能量极值原理，导出弹性力学的变

分方程，并进行求解。这也是一种独立的弹性力学问题的解法。由于得出的

解答大多是近似的，所以常将变分法归入近似的解法。

　　３．差分法———是微分方程的近似数值解法。它将上面导出的微分方程及

其边界条件化为差分方程

　　４．有限单元法———是近半个世纪发展起来的非常有效、应用非常广泛的

数值解法。它首先将连续体变换为离散化结构，再将变分原理应用于离散化

结构，并使用计算机进行求解的方法。

　　５．实验方法———模型试验和现场试验的各种方法。

　　对于许多工程实际问题，由于边界条件、外荷载及约束等较为复杂，所

以常常应用近似解法———变分法、差分法、有限单元法等求解。

　　对于工科学生，学习弹性力学的目的是：

　　１．理解和掌握弹性力学的基本理论（基本概念、基本方程和基本解法）

些基本解答。

　　２．能阅读弹性力学文献，并应用已有解答为工程服务。

　　３．能应用近似解法———变分法、差分法、有限单元法解决工程实际问题。

　　４．为进一步学习固体力学的其他分支学科打下基础。

　　由于解析法须要求解微分方程的边值问题，从而得出函数式的精确解答，

这是非常困难的。因此，我们不要求学生求解新的弹性力学问题的解答。这

点不同于材料力学和结构力学的要求。但我们要求学生能用近似解法解决工

程实际问题。

　　下面我们简略地介绍一下弹性力学的发展史。与其他任何学科一样，从

这门力学的发展史中，我们可以看出人们认识自然的不断深化的过程：从简

单到复杂，从粗糙到精确，甚至是从错误到正确的演变历史。许多数学家、

力学家和实验工作者做了辛勤的探索和研究工作，使弹性力学理论得以建立，

并且不断地深化和发展。

　　弹性力学的发展，大致可以分为四个时期。

　　１．发展初期（约于１６６０—１８２０）

的受力与变形之间的关系。１６７８年，胡克通过实验，发现了弹性体的变形与
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受力之间成比例的规律。１８０７年，杨做了大量的实验，提出和测定了材料的

弹性模量。

　　其次，伯努利１７０５） １７７６）

了对杆件等构件的研究分析。

　　２．理论基础的建立（约于１８２１—１８５５）

的基本理论，并对材料性质进行了深入的研究。纳维 １８２０）

出发，建立了各向同性弹性体的方程，但其中只含一个弹性常数。柯西

１８２０—１８２２）

何方程和各向同性的广义胡克定律。

　　格林（１８３８） ２１个独立的弹性常

数。此后，汤姆逊由热力学定理证明了上述结果。同时拉梅等再次肯定了各

向同性体只有两个独立的弹性常数。至此，弹性力学建立了完整的线性理论，

弹性力学问题已经化为指定边界条件下求解微分方程的数学问题。

　　３．线性理论的发展时期（约于１８５４—１９０７）

家应用已建立的线性弹性理论，去解决大量的工程实际问题，并由此推动了数

学分析工作的进展。圣维南１８５４—１８５６）

提出了圣维南原理。艾里１８６２） １８８２）

１８５０及以后）

爱隆对薄壳作了一系列工作等等。弹性力学在这段时期得到了飞跃的发展。

　　４．弹性力学更深入的发展时期（１９０７至今） １９０７年以后，非线性弹性

力学迅速地发展起来。卡门 １９０７）

提出了薄壳的非线性稳定问题；力学工作者还提出了大应变问题，非线性材

料问题

　　同时，线性弹性力学也得到进一步的发展，出现了许多分支学科，如薄

壁构件力学、薄壳力学、热弹性力学、粘弹性力学、各向异性弹性力学等。

　　弹性力学的解法也在不断地发展。首先是变分法 及其应用的迅

速发展。贝蒂１８７２） １８７３—１８７９）

最小余能原理，以后为了求解变分问题出现了瑞利—里茨 １８７７，１９０８）

辽金法１９１５） １９１４，１９５０）

分原理，胡海昌和鹫津１９５４，１９５５）

　　其次，数值解法也广泛地应用于弹性力学问题。迈可斯 １９３２）

分方程的差分解法，并得到广泛应用。

　　１９４６年之后，又出现了有限单元法，并且得到迅速的发展和应用，成为

现在解决工程结构分析的强有力的方法。

　　在２０世纪３０年代及以后，出现了用复变函数的实部和虚部分别表示弹性
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