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习  题  一

1. 求例 1. 2 及例 1. 3 中的 P( A) , P( B) .

例 1.2  投掷两枚分币 ,则 A =“两个都是正面朝上”, B =“两

个都是正面朝下”,⋯⋯

解  投掷两枚分币共有四种可能情况 :上上 , 下下 , 上下 , 下

上 .在分币匀称的前提下 ,它们构成一等概基本事件组 .由古典概

型 (2.1 )式 ,有

P( A) = P(上上 ) =
1
4

, P( B) = P(下下 ) =
1
4

.

例 1.3  从 10 个同类产品 (其中有 8 个正品 , 2 个次品 )中 ,任

意抽取 3 个 .那么

A =“3 个都是正品”, B =“至少 1 个是次品”.⋯⋯

解  由古典概型 (2.1 )式 ,我们有

P( A) =
C

3
8

C3
10

=
7
15

.

为求 P( B) ,按古典概型 (2.1)式 ,分母还是 C3
10 ;而分子应是 B,即“至

少 1 个是次品”的情况数 .这个事件相对复杂些 ,一般有两种方法:

(1 ) 分解法  将“至少 1 个是次品”分解为“恰有 1 个是次

品”,“恰有 2 个是次品”这两种情况 , 情况数分别为 C
1
2 ·C

2
8 与

C2
2·C1

8 .于是由 (2.1 )式 ,有

P( B) =
C1

2 C2
8 + C2

2 C1
8

C
3
1 0

=
8

15
.

(2 ) 逆向法  注意到在 C
3
10 个基本事件中 ,除了“至少 1 个是

次品”,就是“3 个都是正品”,而后者的情况数是容易数出的 ,它是

C
3
8 .因此由 ( 2. 1)式有

P( B) =
C

3
10 - C

3
8

C3
1 0

=
8
15

.
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  评注  (1 ) 在用古典概型 (2.1 )式解题时 ,首先要正确找出一

个等概基本事件组 .在例 1.2 中 ,“上上”、“下下”、“一上一下”就不

是一个等概基本事件组 .

(2 ) 分解法与逆向法相比 ,本例中 ,后者简单得多 .

2. 袋中有红、黄、白色球各一个 ,每次任取一个 ,有放回的抽

三次 ,求下列事件的概率 : A =“三个都是红的”=“全红”, B =“全

黄”, C=“全白”, D =“颜色全同”, E =“全不同”, F =“不全同”,

G=“无红”, H =“无黄”, I =“无白”, J =“无红且无黄”, K =“全红

或全黄”.

解  有放回的抽取三次 .共有 3×3×3 = 27 种情况 ,它们构成

了一个等概基本事件组 .为求出那些事件的概率 ,按 (2.1 )式 .现只

需数清它们相应的情况数 .显然 , A , B, C的情况数都是 1 ,因此 ,

P( A) = P( B) = P( C) =
1

27
,而 P( D) =

3
27

=
1
9

.

E的情况数应是一个排列总数 ,是 3 != 6 ,所以 P( E) =
6

27
=

2
9

.

F =“不全同”, 采用逆向法 , 其情况数为 27 - 3 = 24 , 因此 ,

P( F) =
24
27

=
8
9

.

G =“无红”,只有黄、白两种 ,情况数为 2×2×2 = 8 ,因此 ,

P( G) = P( H) = P( I) =
8

27
.

至于 J =“无红且无黄”,由字意即“全白”,所以

P( J) = P( C) =
1

27
.

显然有

P( K) =
2

27
.

  3. 从一副扑克的 52 张牌中 ,任意抽取两张 ,问都是黑桃的概

率有多大 ?

解  记 A为所求事件 .由于 52 张牌中有 13 张是黑桃 ,则
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P( A) =
C

2
13

C
2
52

=
1
17

.

  4. 在例 2. 4 中 ,求至少有两件次品的概率 .

例 2.4  100 件产品中 ,有 5 件次品 ,从中任取 50 件 ,⋯⋯

解  用逆向法 .除了“至少有两件次品”,就是“至多有一件次

品”.再将后者分解为“没有次品”与“恰有一件次品”.于是有

P(“至少有两件次品”)
C

50
10 0 - ( C

50
95 + C

49
95 C

1
5 )

C
5 0
1 00

= 1 -
1 739
9 603
≈0. 82 .

5. 五人排队抓阄 ,决定谁取得一物 (即五个阄中有四个是白

阄 ,只有一个是有物之阄 ) .( 1 ) 问第三人抓到有物之阄的概率是

多少 ? (2 ) 前三人之一抓到有物之阄的概率是多少 ? ( 3 ) 如果有

两物 (即五个阄中有两个是有物之阄 ) ,问后两个人都抓不到有物

之阄的概率是多少 ?

解  不妨先将五张阄编号如下 :

五人排队抓阄 ,无非有如下结果 :

它们构成一等概基本事件组 .“第三人抓到有物之阄”,即第三人抓

到“√”,也即第三人抓到⑤ , 应由其中的①②⑤③④ , ①②⑤④

③ ,⋯ ,④③⑤②①所构成 ,共 4 != 24 个基本事件 .按 ( 2.1)式 ,
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P(第三人抓到有物之阄 ) =
4 !
5 !

=
1
5

.

同理 ,

P(第一人抓到有物之阄 ) =
1
5

,

P(第二人抓到有物之阄 ) =
1
5

,

所以

P(前三人之一抓到有物之阄 ) =
1 + 1 + 1

5
=

3
5

.

为解 (3 ) ,先将阄编号如下 :

还是前面的 120 种情况构成一等概基本事件组 .问题的关键是找

出构成事件“后两个人都抓不到有物之阄”的基本事件数 m .

稍作具体分析便知 ,“后两个人都抓不到有物之阄”=“④、⑤

在前三个位置”,而后者可分解为“④、⑤在第一、二个位置”,“④、

⑤在第一、三个位置”,“④、⑤在第二、三个位置”;利用排列组合知

识得它们所含的基本事件数都是 2×3 != 12 .于是按 (2.1 )式

P(后两个人都抓不到有物之阄 ) =
12 + 12 + 12

120
=

3
10

.
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习  题  二

1. 某产品 40 件 ,其中有 3 件次品 .现从中任取两件 ,求其中

至少有一件次品的概率 .

解法一  设 A =“至少有一件次品”.

B =“没有次品”.

则 A = B,于是  P( A) = 1 - P( B) .而

P( B) =
C

2
37

C2
40

=
111
130

.

故

P( A) = 1 - P( B) =
19

130
≈0. 146 .

解法二  A =“至少有一件次品”=“恰有一件次品”∪“恰有

两件次品”,上式右边两事件是互不相容的 ,由加法公式 ,有

P( A) =
C

1
3 C

1
37

C2
40

+
C

2
3 C

0
37

C2
40

=
19

130

2. 对立与互不相容有何异同 ? 试举例说明 .

答  事件 A与 B 不能同时发生 ,或说 A B = V (不可能事件 ) .

称它们为互不相容或互斥 ;再加上限制 A∪ B = U (必然事件 )才称

A与 B 对立 .这就是说 ,两事件对立一定互不相容 ,而互不相容不

一定对立 .

如上题中 ,记 A1 =“恰有一件次品”, A2 =“恰有两件次品”.显

然 , A1 , A2 互不相容 ,但它们并不对立 ,因为 A1∪ A2 ≠U .

3. A , B, C三事件互不相容与 A BC = V 是否是一回事 ? 为什

么 ?

解  不是一回事 .如图 1 ,事件 A , B, C分别表示打靶打中图

形 A , B , C,显然有 A BC= V;但由于 A, B是相容的 .因此 A, B, C

三事件不是互不相容的 .

5



图 1

4. 从一副扑克牌的 13 张黑桃中 ,

一张接一张地有放回的抽取 3 次 , 问没

有同号的概率 ?

解  用古典概型求解 .13×13× 13

个不同结果构成一等概基本事件组 .事件

A =“没有同号”, 由其中的 13×12× 11

个 (13 中取 3 的排列数 )基本事件构成 .

按 (2.1)式 ,

P( A) =
13×12×11

13
3 =

132
169
≈0.781 .

5. 同第 4 题 ,问抽到有同号的概率 ?

解  显然 , B =“有同号”=“没有同号”= A ,则

P( B) = 1 - P( A) =
37

169
≈0. 219 .

6. 同第 4 题 ,问抽到的 3 张中最多只有两张同号的概率 ?

解  “最多只有两张同号”=“三张全同号”,而

P(三张全同号 ) =
13
133 =

1
169

,

所以

P(最多只有两张同号 ) = 1 -
1

169
≈0.994 .

7. 将习题一第 2 题中的条件改为 :盒中有四个球 , 其中两个

红球、一个黄球、一个白球 ,其他不变 ,求 A , B,⋯ , K 的概率 .并求

事件 L =“无红或无黄”的概率 .

解  P( A) =
23

43 =
1
8

,  P( B) = P( C) =
1
43 =

1
64

,

P( D) = P( A∪ B∪C) = P( A) + P( B) + P( C) =
5
32

,

P( E) =
2·3 !

4
3 =

3
16

,  P( F) = 1 - P( D) =
27
32

,
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P( G) =
2

3

4
3 =

1
8

,  P( H) =
3

3

4
3 =

27
64

= P( I) ,

P( J) = P( C) =
1

64
,

P( K ) = P( A∪ B) = P( A) + P( B) =
9

64
,

P( L) = P( G∪ H) = P( G) + P( H) - P( G H)

  =
1
8

+
27
64

- P( C) =
17
32

.

8. 利用加法公式 (2 )导出三个事件的概率加法公式 .

解  首先 A∪ B∪C= ( A∪ B)∪C,对 A∪ B, C这两个事件 ,

用加法公式 (2 )得

P( A∪ B∪C) P( A∪ B) + P( C) - P( ( A∪ B) C)

= P( A) + P( B) - P( A B) + P( C) - P( AC∪ B C) .

再对 A C, BC这两个事件用加法公式 (2 )得

P( AC∪ B C) P( AC) + P( BC) - P( AC· BC)

= P( AC) + P( BC) - P( ABC) ,

代入前式得

P( A∪ B∪C) = P( A) + P( B) + P( C) - P( AB) - P( AC) -

P( B C) + P( A BC) .

9 * . 利用加法公式 ( 2 )和数学归纳法证明下列若尔当 ( Jor-

dan)公式 :设 A1 , A2 ,⋯ , An ( n≥2)是 n个事件 ,则

P ∪
n

i = 1

Ai = ∑
n

k = 1

( - 1 )
k - 1

∑
1≤ i

1
< i

2
< ⋯ < i

k
≤ n

P ∩
k

l = 1

Ai
l

. ( 0 .1)

证  n = 2 时 , (0.1 )式即为加法公式 ( 2) .

现设 (0.1 )对某个特定的 n成立 ,要证 ( 0. 1 )对 n + 1 也成立 ,

即要证

P ∪
n + 1

i = 1

A i = ∑
n+ 1

k = 1

( - 1)
k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n+ 1

P ∩
k

l = 1

Ai
l

. ( 0 .2)

(0.2 )式左边
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P ∪
n + 1

i = 1

A i = P ∪
n

i = 1

Ai ∪ An + 1

= P ∪
n

i = 1

Ai + P( An + 1 ) - P ∪
n

i = 1

Ai ∩ An + 1

= ∑
n

k = 1

( - 1 )
k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n

P ∩
k

l = 1

A i
l

+ P( An + 1 ) -

 P ∪
n

i = 1

( A i∩ An + 1 )

= ∑
n

k = 1

( - 1 )
k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n

P ∩
k

l = 1

A i
l

+ P( An + 1 ) -

 ∑
n

k = 1

( - 1 )
k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n

P ∩
k

l = 1

( Ai
l
∩ An + 1 )

= ∑
n

k = 1

( - 1 )
k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n

P ∩
k

l = 1

A i
l

+ P( An + 1 ) -

 ∑
n

k = 1

( - 1 )
k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n

P ∩
k

l = 1

Ai
l

An + 1

(0.2 )式右边

∑
n+ 1

k = 1

( - 1) k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n+ 1

P ∩
k

l = 1

Ai
l

= ∑
n+ 1

k = 1

( - 1) k- 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
= n+ 1

P ∩
k

l = 1

A i
l

+ ∑
n+ 1

k = 1

( - 1)
k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n

P ∩
k

l = 1

Ai
l
>Ⅰ+Ⅱ,

其中 ,Ⅰ= ∑
n+ 1

k = 2

( - 1) k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k- 1
≤ n

P ∩
k - 1

l = 1

Ai
l
· An + 1 + P( An + 1 )

  = - ∑
n

k - 1 = 1

( - 1) k - 1 - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k- 1
≤ n

P ∩
k - 1

l = 1

Ai
l
· An + 1 + P( An + 1 ) ;

而对Ⅱ ,注意到 k取 n + 1 时 , 1≤ i1 <⋯ < ik≤ n不可能成立 ,所以

Ⅱ = ∑
n

k = 1

( - 1 ) k - 1

∑
1≤ i

1
< ⋯ < i

k
≤ n

P ∩
k

l = 1

A i
l

8
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因此 , ( 0.2)式左边 = ( 0 .2 )式右边 .由数学归纳法 .若尔当公式

得证 .   

评注  本题的证明部分 ,非数学类读者可略过不看 ;不过 , 对

n = 3的情况 ,即第 8 题要掌握 .若尔当公式 ,是若尔当在研究平面

图形的面积时首先发现的 .
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习  题  三

1. 一个工人看管三台机床 ,在 1 h 内机床不需要工人照管的

概率 :第一台等于 0.9 ,第二台等于 0.8 ,第三台等于 0.7 .求在 1 h

内三台机床中最多有一台需要工人照管的概率 (机床是否需要照

管是相互独立的 ) .

解  记  B =“三台机床中最多有一台需照管”,

A i =“第 i台机床不需要照管”, i = 1 , 2 , 3 .

已知  P( A1 ) = 0 .9 , P( A2 ) = 0 .8 , P( A3 ) = 0 .7 .为求 P( B) ,

我们注意到事件 B与 A1 , A2 , A3 有如下关系 (为什么 ? 请读者自

行思考 ) :

B = A1 A2 A3∪ A1 A2 A3∪ A1 A2 A3∪ A1 A2 A3 .

上式右边的四个事件是互不相容的 (为什么 ?) .由加法公式有

P( B) = P( A1 A2 A3 ) + P( A1 A2 A3 ) + P( A1 A2 A3 ) + P( A1 A2 A3 )

由于 A1 , A2 , A3 相互独立 ,则按乘法公式有

P( B) 0 .9×0 .8×0 .7 + 0 .1×0 .8×0 .7 + 0 .9×0 .2×0 .7 +

 0 .9×0 .8×0 .3

= 0 .902 .

评注  找出 B与 A1 , A2 , A3 的关系是本题的关键 .

图 2

2. 电路由电池 A 与两个并联的电池 B 及 C 串联而成 .设电

池 A , B , C损坏的概率分别是 0. 3 , 0.2 , 0.2 ,求电路发生断电的概

率 (电池是否损坏是互不影响的 ) .

解  记 A =“电池 A损坏”,

B =“电池 B损坏”,

C=“电池 C损坏”,

D =“电路断电”.

注意到 D与 A , B, C有如下关系 (为什
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么 ? 请思考 ) :

D = A∪ BC,

因此 P( D) = P( A) + P( BC) - P( A BC) .

再由 A , B , C的相互独立性 ,得

P( D) P( A) + P( B) P( C) - P( A) P( B) P( C)

= 0 .3 + 0 .2×0 .2 - 0 .3×0 .2×0 .2 = 0 .328 .

3. 某机械零件的加工由两道工序组成 .第一道工序的废品率

为 0. 015 ,第二道工序的废品率为 0.02 .假定两道工序出废品是彼

此无关的 ,求产品的合格率 .

解  首先注意 ,所谓一批产品的废品率是废品在该批产品中

所占的比例 ,即废品数/ 产品总数 ;数值上它等于 :从该批产品中任

取一个 ,取到废品的概率 .这就是为什么该类问题可用概率方法来

讨论解决的逻辑依据 .现设想从该批产品中任取一个 .记

  A =“第一道工序产生的废品”,

B =“第二道工序产生的废品”,

C=“合格品”.

注意到 C与 A , B有如下关系 :

C= A∩ B ,

由独立性 ,  P( C) P( A) P( B) = ( 1 - P( A) ) (1 - P( B) )

= ( 1 - 0.015 ) ( 1 - 0.02)≈0. 965 .

4. 在 1 ,2 ,⋯ , 100 中任取一数 ,问它既能被 2 整除又能被 5 整

除的概率是多少 ? 又它能被 2 整除或能被 5 整除的概率是多少 ?

解  记 A =“被 2 整除”, B =“被 5 整除”,则

    P(既能被 2 整除又能被 5 整除 ) = P( AB)

= P(被 10 整除 ) =
10

100
=

1
10

;

    P(被 2 整除或被 5 整除 ) = P( A∪ B)

= P( A) + P( B) - P( A B) =
50

100
+

20
100

-
1

10
=

3
5

.

5. 加工某一零件共需经过四道工序 .设第一 , 二 ,三 ,四道工
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序的次品率分别是 2% , 3% , 5 % , 3% .假定各道工序是互不影响

的 .求加工出来的零件的次品率 .

解  记 A i =“第 i道工序产生的次品”, i = 1 ,2 ,3 ,4 ,

   B =“合格品”,

则有

B = A1 A2 A3 A4 .

由独立性 ,

  P( B) P( A1 ) P( A2 ) P( A3 ) P( A4 )

= ( 1 - 0 .02) (1 - 0 .03 ) ( 1 - 0 .05) (1 - 0 .03 ) = 0 .876 .

所以 ,加工出来的零件的次品率为 0.124 (或写作 12.4 % ) .

6. 当掷五枚分币时 , 已知至少出现两个正面 ,问正面数刚好

是三个的条件概率是什么 ?

解  记  A =“至少出现两个正面”,

B =“恰好出现三个正面”.

要求的是 P( B| A) .

由条件概率公式 (5.1 ) ,

P( B | A) =
P( A B)
P( A)

,

注意到有关系 B� A, 所以 A B = B;因此上式右边的分子可改为

P( B) .   

先求 B的概率 .将五枚分币编号为 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , B可分解为

正 ,正 ,正 ,反 ,反; (1, 2, 3 号分币为正面 ,4 , 5号分币为反面 .下类推 .)

正 ,正 ,反 ,正 ,反;

⋯⋯⋯⋯

反 ,反 ,正 ,正 ,正 .

共 C3
5 个基本事件 ,而它们的概率 ,按独立性都是 ( 1/ 2)5 .所以

P( B) = C
3
5 (1/ 2 )

5
=

10
32

=
5

16
.

至于 P( A) ,先对 A =“至多出现一个正面”,进行分解 :
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A =“恰出现 0 个正面”∪“恰出现一个正面”≡C∪D .类似上

面求 P( B)的方法可得 :

P( C) = ( 1/ 2)
5

=
1

32
,

P( D) = C1
5 (1/ 2 )5 =

5
32

,

因此

P( A) 1 - P( A) = 1 - ( P( C) + P( D) )

= 1 -
1

32
+

5
32

=
13
16

,

所以

P( B| A) =
P( B)
P( A)

=
5

13
.
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习  题  四

1. 两台机床加工同样的零件 , 第一台出现废品的概率是

0.03 ,第二台出现废品的概率是 0.02 .加工出来的零件放在一起 ,

并且已知第一台加工的零件比第二台加工的零件多一倍 , 求任意

取出的零件是合格品的概率 ;又 ,如果任意取出的零件经检查是废

品 ,求它是由第二台机床加工的概率 .

解  任取一零件 ,记

Ai =“它由第 i台机床加工的”, i = 1 .2 ,

B =“它是合格品”.

由全概公式 ( A1 , A2 构成一完备事件组 ) ,

P( B) P( A1 ) P( B| A1 ) + P( A2 ) P( B | A2 )

=
2
3
×0.03 +

1
3
×0.02 =

0.08
3
≈0.027 ,

因此 P( B) = 1 -
0.08

3
≈0. 973 .

本题第 2 问实际上求的是条件概率 P( A2 | B) .由逆概公式 ,

P( A2 | B) =
P( B| A2 ) P( A2 )

P( B)
=

0.02×
1
3

1
3
×0.08

= 0.25 .

2. 盒中放有 12 个乒乓球 ,其中有 9 个是新的 .第一次比赛时

从中任取 3 个来用 ,比赛后仍放回盒中 .第二次比赛时再从盒中任

取 3 个 .求第二次取出的球都是新球的概率 .又 ,已知第二次取出

的球都是新球 ,求第一次取到都是新球的概率 .

解  记 A i =“第一次比赛时取到 i个新球”, i = 0 , 1 , 2 , 3 ;

B =“第二次比赛时取到 3 个新球”.

显然 , A0 , A1 , A2 , A3 构成一完备事件组 .由全概公式
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