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前   言

高等数学是理工科院校的一门重要基础课。为帮助读者学好

高等数学 ,我们根据多年的教学经验 ,在对教学大纲和课程内容进

行深入研究和理解的基础上编写了本书。本书是理工科院校本科

生学习高等数学的同步辅导资料 ,也可以作为研究生入学考试的

参考资料。

本书按照同济大学数学教研室编的《高等数学》(第四版 )的章

节顺序 ,分为十二章 ,每章分为七个部分。

一、本章小结

二、释疑解难

三、典型例题分析

四、综合练习题

五、模拟检测题

六、综合练习题答案与提示

七、模拟检测题答案与提示

本书有以下几个特点 :①对每章的内容及方法做了小结 ,理顺

了各知识点之间的关系 ,并指出了重点及难点。②从释疑解难入

手 ,分析概念 ,克服难点 ,抓住了学习高等数学的关键。③通过典

型例题介绍方法 ,注重分析和一题多解 ,使读者掌握学习高等数学

的方法。④精心设计综合练习题和模拟检测题 ,力求通过练与考

使读者掌握考点并适应高等数学考试。⑤在附录部分提供了二套

模拟检测题 ,以供读者检测学习效果。

本书第一、九章由韦奉岐编写 ,第二、十二章由胡新利编写 ,第

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



三、十一章由孙法国编写 ,第四章由王晓东编写 ,第五章由成涛编

写 ,第六、八章由王拉省编写 ,第七、十章由杨阿莉、马盈仓编写 ,全

书由孙法国统稿 ,文容审稿。

限于编者水平及撰稿时间仓促 ,若有疏漏之处 ,敬请读者批评

指正 ,以便修改。

编  者  

2004 年 7 月于西安
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第八章  多元函数微分法及其应用

一、本章小结

(一 ) 本章小结

1. 多元函数的极限与连续

(1 ) 二元函数的概念 . 设 D 是平面点集 , 如果对每个点

P( x , y) ∈ D,变量 z 按照一定的法则总有确定的值和它对应 , 则

称 z 是变量 x , y (或点 P) 的二元数值函数 ,记作

z = f ( x , y)  或  z = f ( P)

称 D为该函数的定义域 .

(2 ) 多元函数的概念 . 设 D是 n维空间的点集 ,如果对每个点

P( x1 , x2 ,⋯ , xn ) ∈ D,变量 z按照一定的法则总有确定的值和它

对应 ,则称 z是变量 x 1 , x2 ,⋯ , xn (或点 P) 的 n元数值函数 ,记作

z = f ( x1 ,⋯ , xn )  或  z = f ( P)

称 D为该函数的定义域 .

(3 ) 二元函数的极限 :

①二元函数的极限的定义 . 设函数 f ( x , y ) 在区域 D内有定

义 , P0 ( x0 , y0 ) 是 D的聚点 ,若 "ε> 0 , v δ> 0 ,当 0 < | PP0 | =

( x - x0 )
2

+ ( y - y0 )
2

< δ时 ,总有

| f ( x , y ) - A | < ε

成立 ,则称二元函数 f ( x , y ) 在点 P0 ( x0 , y0 ) 以 A为极限 ,记作



lim
x→ x

0
y→ y

0

f ( x , y) = A  或  lim
P→ P

0

f ( x , y) = A

二元函数的极限也称二重极限 .

注  二元函数极限的存在 ,等价于点 P( x, y) 在 f ( x , y) 的定义域中以

任何方式趋于 P0 ( x0 , y0 ) 时 , f ( x, y ) 的极限都是 A ,由此可知 ,如果 P( x , y)

沿某两种特殊方式趋于 P0 ( x0 , y0 ) 时 , f ( x, y) 的极限不相同 ,则 lim
P→ P

0

f ( x , y)

不存在 .

②二元函数极限的运算 . 若 lim
x→ x

0
y→ y

0

f ( x , y) = A, lim
x→ x

0
y→ y

0

g( x , y) =

B,则

� lim
x→ x

0
y→ y

0

[ f ( x , y )± g( x , y) ] = A± B

� lim
x→ x

0
y→ y

0

kf ( x , y ) = kA

� lim
x→ x

0
y→ y

0

[ f ( x , y )· g( x , y) ] = AB

� 若 B≠ 0 时 , lim
x→ x

0
y→ y

0

f ( x , y)
g( x , y )

= A
B

(4 ) 二元函数的连续性 :

① 二元函数的连续的定义 . 设函数 f ( x , y) 在 P0 ( x0 , y0 ) 的

某个邻域 U ( P0 ,δ) 内有定义 ,若

lim
x→ x

0
y→ y

0

f ( x , y) = f ( x0 , y0 )

则称二元函数 f ( x , y) 在点 P0 ( x0 , y0 ) 处连续 .

②初等函数的连续性 .二元初等函数在其定义区域内是连

续的 .

③闭区域上连续函数的性质 :

�有界性———若 f ( x , y )在有界闭区域 D上连续 ,则 f ( x , y)

在 D上有界 ,即存在 M > 0 ,使得 | f ( x , y) |≤ M  " ( x , y )∈ D .
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�最值定理 ——— 若 f ( x , y) 在有界闭区域 D 上连续 , 则

f ( x , y) 在 D上达到最大值和最小值 ,即存在 P1 ( x1 , y1 ) , P2 ( x2 ,

y2 ) ∈ D ,使得

f ( x1 , y1 ) = max
x∈ D

f ( x , y)

f ( x2 , y2 ) = min
x∈ D

f ( x , y)

�介值定理 ——— 若函数 z = f ( x , y ) 在有界闭区域 D上连

续 , P1 ( x1 , y1 ) , P2 ( x2 , y2 )∈ D,并且 f ( x1 , y1 ) < μ< f ( x2 , y2 ) ,

则存在 P0 ( x0 , y0 ) ∈ D ,使得 f ( x0 , y0 ) = μ .

�一致连续性 ——— 若 f ( x , y ) 在有界闭区域 D上连续 , 则

f ( x , y) 在 D上一致连续 .

2. 偏导数与全微分

(1 ) 偏导数定义 . 设函数 z = f ( x , y) 在点 ( x0 , y0 ) 的某一邻

域内有定义 ,如果

lim
Δ x→0

f ( x0 +Δx , y0 ) - f ( x0 , y0 )
Δx

存在 ,则称此极限为函数 z = f ( x , y) 在点 ( x0 , y0 ) 处对 x的偏导

数 ,记作

�z
�x x = x0

y = y0

,  
�f
�x x = x0

y = y0

 或  f x′( x0 , y0 )

如果函数 z = f ( x , y) 在区域 D内每一点 ( x , y ) 处对 x的偏导数

都存在 ,那么这个偏导数仍然是 ( x , y ) 的函数 ,它就称为函数 z =

f ( x , y) 对自变量 x 的偏导函数 , 记作
�z
�x

, 或 f x′( x , y) . 类似地 ,

可以定义函数 z = f ( x , y) 对自变量 y 的偏导函数 , 记作
�z
�y
或

f y′( x , y ) .

(2 ) 偏导数几何意义 . 二元函数 z = f ( x , y) 在点 ( x0 , y0 ) 的

偏导数 f x′( x0 , y0 ) 表示空间曲线
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Γ:
z = f ( x , y )

y = y0

在点 M( x0 , y0 , f ( x0 , y0 ) ) 处的切线对 x轴的斜率 .

(3 ) 高阶偏导数 . 设函数 z = f ( x , y )在区域 D内具有偏导数

�z
�x

= f x′( x , y ) ,  
�z
�y

= f y′( x , y)

那么在 D内 f x′( x , y ) , f y′( x , y ) 都是 ( x , y) 的函数 . 如果这两个

函数的偏导数也存在 ,则称它们是函数 z = f ( x , y) 的二阶偏导

数 .按照对变量求导次序的不同有下列四个二阶偏导数

�
�x
�z
�x

=
�

2
z
�x2 = f x x″( x , y)

�
�y
�z
�y

=
�2 z
�y2 = f y y″( x , y )

�
�y
�z
�x

= �
2

z
�x�y

= f x y″( x , y)

�
�x
�z
�y

=
�2 z
�y�x

= f yx″( x , y)

其中后边两个偏导数称为混合偏导数 .

(4 ) 二阶混合偏导数相等的充分条件 . 如果函数的两个二阶

混合偏导数 �
2

z
�x�y
及 �

2
z
�y�x
在区域 D 内连续 ,那么在该区域内这两

个二阶混合偏导数必相等 ,即

�2 z
�x�y

=
�2 z
�y�x

(5 ) 全微分的定义 .如果函数 z = f ( x , y ) 在点 ( x , y ) 的全

增量

Δz = f ( x +Δx , y +Δy) - f ( x , y )

可表示为

Δz = AΔx + BΔy + o(ρ)
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其中 A , B不依赖于Δx,Δy而仅与 x , y有关 ,ρ= (Δx)
2

+ (Δy)
2

,

则称函数 z = f ( x , y) 在点 ( x , y) 可微分 ,而 AΔx + BΔy称为函数

z = f ( x , y) 在 ( x , y) 的全微分 ,记做 d z ,即 d z = AΔx + BΔy .

(6 ) 方向导数 . 设函数 z = f ( x , y ) 在点 P0 ( x0 , y0 ) 的某一邻

域 U ( P0 ,δ) 内有定义 ,自点 P0 ( x0 , y0 ) 引射线 l,设 x轴正向到射

线 l的转角为φ,并设 P′( x0 +Δx , y0 +Δy) 为 l上的另一点 ,且

P′( x0 +Δx , y0 +Δy) ∈ U ( P0 ,δ) ,我们考虑函数的增量 f ( x0 +

Δx , y +Δy) - f ( x0 , y0 ) 与两点 P0 , P′的距离ρ= (Δx)
2

+ (Δy)
2

的比值 ,当 P′沿着 l趋于 P0 时 ,如果这个比值的极限存在 ,则称此

极限为函数 z = f ( x , y) 在点 P0 ( x0 , y0 ) 处沿方向 l的方向导数 ,

记作�z
�l

,即

�z
�l

= lim
ρ→ 0

f ( x0 +Δx , y0 +Δy) - f ( x0 , y0 )
ρ

(7 ) 梯度 . 设函数 z = f ( x , y )在平面区域 D内具有一阶连续

偏导数 ,则对于每一点 P( x , y) ∈ D ,都可定出一个向量

�z
�x

i +
�z
�y

j

这向量称为函数 z = f ( x , y) 在点 P( x , y ) 的梯度 ,记作 grad f ,即

grad f = f =
�z
�x

,
�z
�y

= �z
�x

i + �z
�y

j

3. 二元函数可微、偏导数、方向导数、连续、极限之间的关系

(1 ) 可微 �连续 � 极限存在 .

(2 ) 可微 �偏导数存在 ,且 d z =
�z
�x

d x +
�z
�y

d y .

(3 ) 可微 � 方向导数存在 , 且
�z
�l

=
�z
�x

cosα+
�z
�y

cosβ =

grad f· l (其中 cosα, cosβ为 l的方向余弦 ) .

(4 ) 偏导数连续 �全微分存在 .
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4. 多元复合函数的求导法则

(1 ) 如果函数 u = φ( t) 及 v = ψ( t) 都在点 t可导 ,函数 z =

f ( u, v) 在对应点 ( u, v)具有连续偏导数 ,则复合函数 z = f (φ( t) ,

ψ( t) ) 在点 t可导 ,且其导函数可用下列公式计算

d z
d t

= �z
�u

d u
d t

+ �z
�v

d v
d t

( 8 .1 .1)

式 (8 .1 .1 ) 称为全导数公式 .

(2 ) 如果 u =φ( x , y )及 v =ψ( x , y )都在点 ( x , y)具有对 x及

对 y的偏导数 ,函数 z = f ( u, v)在对应点 ( u, v) 具有连续偏导数 ,

则复合函数 z = f (φ( x , y ) ,ψ( x , y) ) 在点 ( x , y) 的两个偏导数存

在 ,且可用下列公式计算

�z
�x

=
�z
�u
�u
�x

+
�z
�v
�v
�x

�z
�y

=
�z
�u
�u
�y

+
�z
�v
�v
�y

( 8 .1 .2)

(3 ) 全微分形式不变性 . 设函数 z = f ( u, v) 具有连续偏导

数 ,则全微分

d z =
�z
�u

d u +
�z
�v

d v ( 8 .1 .3)

如果 u, v又是 x , y的函数 ,即 u = φ( x , y ) , v = ψ( x , y) ,且这

两个函数也具有连续偏导数 ,则复合函数 z = f (φ( x , y ) ,ψ( x , y) )

的全微分为

d z =
�z
�x

d x +
�z
�y

d y ( 8 .1 .4)

将式 (8 .1 .2 ) 代入式 (8 .1 .4 ) 整理得出式 ( 8 .1 .3) , 由此可以

看出 ,不管 u, v是自变量还是中间变量 , 它的全微分形式是一样

的 .这个性质叫做全微分形式不变性 .

5. 隐函数的求导法

(1 ) 设函数 F( x , y) 在点 P0 ( x0 , y0 ) 的某一邻域内具有连续
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的偏导数 ,且

F( x0 , y0 ) = 0 ,  Fy′( x0 , y0 ) ≠ 0 ( 8 .1 .5)

则方程 F( x , y) = 0 在点 P0 ( x0 , y0 ) 的某一邻域内恒能惟一确定

一个单值连续且具有连续导数的函数 y = f ( x) ,它满足条件 y0 =

f ( x0 ) ,并有 d y
d x

= -
Fx′
F y′

.

(2 ) 设函数 F( x , y , z) 在点 P0 ( x0 , y0 , z0 ) 的某一邻域内具有

连续的偏导数 ,且

F( x0 , y0 , z0 ) = 0 ,  Fz′( x0 , y0 , z0 ) ≠ 0

则方程 F( x , y , z) = 0在点 P0 ( x0 , y0 , z0 ) 的某一邻域内恒能惟一

确定一个单值连续且具有连续偏导数的函数 z = f ( x , y) ,它满足

条件 z0 = f ( x0 , y0 ) ,并有

�z
�x

= -
Fx′
F z′

,  
�z
�y

= -
Fy′
F z′

(3 ) 设 F( x , y , u, v) , G( x , y , u, v) 在点 P0 ( x0 , y0 , u0 , v0 ) 的

某一邻域内具有对各个变量的连续偏导数 ,又 F( x0 , y0 , u0 , v0 ) =

0 , G( x0 , y0 , u0 , v0 ) = 0 ,且偏导数所组成的函数行列式 (或称雅

可比 ( Jacobi ) 行列式 )

J = �( F, G)
�( u, v)

=

�F
�u
�F
�v

�G
�u
�G
�v

在点 P0 ( x0 , y0 , u0 , v0 ) 不等于零 ,则方程组

F( x , y , u, v) = 0

G( x , y , u, v) = 0

在点 P0 ( x0 , y0 , u0 , v0 ) 的某一邻域内恒能惟一确定一组单值连续

且具有连续偏导数的函数 u = u( x , y ) , v = v( x , y ) ,它们满足条

件 u0 = u( x0 , y0 ) , v0 = v( x0 , y0 ) ,并有
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�u
�x

= -
1
J

�F
�x
�F
�v

�G
�x
�G
�v

  
�u
�y

= -
1
J

�F
�y
�F
�v

�G
�y
�G
�v

�v
�x

= - 1
J

�F
�u
�F
�x

�G
�u
�G
�x

  �v
�y

= - 1
J

�F
�u
�F
�y

�G
�u
�G
�y

6. 多元函数微分学的应用 ,微分法在几何上的应用

(1 ) 空间曲线的切线与法平面 :

①设空间曲线的参数方程为Γ:

x = x ( t)

y = y( t)

z = z( t)

 t ∈ T , x( t) ,

y( t) , z( t) 都是 t的可微函数且 M0 ( x0 , y0 , z0 ) ∈Γ,则Γ在 M0 处

的切向量为

T = { x′( t0 ) , y′( t0 ) , z′( t0 )}

切线方程为

x - x0

x′( t0 )
=

y - y0

y′( t0 )
=

z - z0

z′( t0 )

法平面方程为

x′( t0 ) ( x - x0 ) + y′( t0 ) ( y - y0 ) + z′( t0 ) ( z - z0 ) = 0

②曲线由一般方程给出 .设

Γ:
F( x , y , z) = 0

G( x , y , z) = 0

若�( F, G)
�( y , z) M

0

≠ 0 ,并且满足隐含数存在定理的条件 ,且 M0 ( x0 ,

y0 , z0 ) ∈Γ,则Γ在 M0 处的切向量为

T =
Fy′ F z′

Gy′ Gz′
,

Fz′ F x′

Gz′ Gx′
,

Fx′ F y′

Gx′ Gy′ M
0
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切线方程为

x - x0

Fy′ F z′

Gy′ Gz′ M
0

=
y - y0

Fz′ F x′

Gz′ G x′ M
0

=
z - z0

Fx′ F y′

Gx′ Gy′ M
0

( 8 .1 .6)

法平面方程为

    ( x - x0 )
Fy′ F z′

Gy′ Gz′ M
0

+ ( y - y0 )
Fz′ F x′

Gz′ Gx′ M
0

+

( z - z0 )
Fx′ F y′

Gx′ Gy′ M
0

= 0 ( 8 .1 .7)

(2 ) 空间曲面的切平面与法线 :

①曲面以一般方程给出 .设Σ: F( x , y , z) = 0 , M0 ( x0 , y0 , z0 )

∈Σ,则在 M0 处的法向量为

n = { Fx′, Fy′, Fz′} | M
0

切平面的方程为

   Fx′( x0 , y0 , z0 ) ( x - x0 ) + Fy′( x0 , y0 , z0 ) ( y - y0 ) +

Fz′( x0 , y0 , z0 ) ( z - z0 ) = 0

法线方程为

x - x0

Fx′( x0 , y0 , z0 )
=

y - y0

Fy′( x0 , y0 , z0 )
=

z - z0

Fz′( x0 , y0 , z0 )

②曲面以显函数给出 .设Σ: z = f ( x , y) , M0 ( x0 , y0 , z0 ) ∈

Σ,则Σ在 M0 ( x0 , y0 , z0 ) 处的法向量为

n = { f x′( x0 , y0 ) , f y′( x0 , y0 ) , - 1}

切平面方程为

z - z0 = f x′( x0 , y0 ) ( x - x0 ) + f y′( x0 , y0 ) ( y - y0 )

法线方程为

x - x0

f x′( x0 , y0 )
=

y - y0

f y′( x0 , y0 )
=

z - z0

- 1
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7. 多元函数的极值

(1 ) 二元函数极值的定义 .设函数 z = f ( x , y) 在点 P0 ( x0 , y0 )

的某邻域内有定义 ,对于该邻域内异于 P0 ( x0 , y0 ) 的点 P( x , y) ,

总有 f ( x , y ) < f ( x0 , y0 ) (或 f ( x , y) > f ( x0 , y0 ) ) 成立 , 则称

函数 z = f ( x , y) 在点 P0 ( x0 , y0 ) 处有极大 (或极小 ) 值 , 称点

P0 ( x0 , y0 ) 为 z = f ( x , y) 的极大或极小值点 .

(2 ) 二元函数极值的必要条件 .设函数 z = f ( x , y) 在点

P0 ( x0 , y0 ) 处有极值 ,且在点 P0 ( x0 , y0 ) 具有偏导数 ,则它在该点

的偏导数必然为零 ,即

f x′( x0 , y0 ) = 0 ,  f y′( x0 , y0 ) = 0

(3 ) 二元函数极值的充分条件 .设函数 z = f ( x , y) 在点

P0 ( x0 , y0 ) 的某邻域内连续 ,且有一阶及二阶连续的偏导数 ,又

f x′( x0 , y0 ) = 0 ,  f y′( x0 , y0 ) = 0

令 A = f x x″( x0 , y0 ) , B = f x y″( x0 , y0 ) , C = f y y″( x0 , y0 ) ,则

①当 AC - B
2

> 0 时 , f ( x0 , y0 ) 为极值 , 且当 A > 0 时 ,

f ( x0 , y0 ) 为极小值 ,当 A < 0 时 , f ( x0 , y0 ) 为极大值 .

②当 AC - B
2

< 0 时 , f ( x0 , y0 ) 不是极值 .

③当 AC - B
2

= 0 时 ,是否为极值需进一步讨论 .

(4 ) 二元函数在有界闭区域上的最值 .二元函数 z = f ( x , y)

在有界闭区域 D内连续可微 ,且有有限个驻点 .

①将 z = f ( x , y ) 在 D内所有驻点的函数值及在 D的边界上

的最大值和最小值进行比较 , 从而判断出 z = f ( x , y ) 在 D上的

最值 .

②在实际问题中 ,如果根据问题的性质知函数 f ( x , y ) 的最

值一定在 D的内部取得 ,而 f ( x , y) 在 D内有惟一驻点 ( x0 , y0 ) ,

则在该点处的函数值 f ( x , y) 必为 D上的最值 .

(5 ) 多元函数的条件极值 .自变量受到某些条件限制的函数

极值 ,称为条件极值 .
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