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前   言

  本系列教材是国家教育部“新世纪高等教育教学改革工程”本科教育教学

改革项目的研究成果之一 , 是湖南大学自 1989 年以来非数学类理工科各专业

数学课程教学与教材改革有关成果的延续。

  本系列教材对非数学类理工科数学课程所授知识进行了重新分块 , 进一步

理顺了非数学类理工科数学各门课程之间的关系和内涵。在内容叙述与介绍中

以物理、力学和工程中的数学模型为背景 , 辅以代数结构 , 注意内容间的有机

结合 , 避免不必要的重复 ; 注意连续和离散的关系 , 加强函数的离散化处理 ;

内容展开注重由浅入深、由特殊到一般 , 给学生一个完整的知识体系 , 并注重

培养学生研究问题和解决实际问题的能力 ; 采用近代数学观点和数学思想方

法 , 以集合、向量及映射贯穿全书 , 加强了近代数学思想方法和数学实践的内

容 , 为学生今后学习近代数学知识奠定了良好的基础 , 使之更符合新世纪培养

高素质人才的要求。在教材编写中特别注重教育观念、教学内容和教学模式的

更新 , 注重对学生数学素质、计算及应用能力、创新意识和工程意识的培

养。教材编写以培养学生的良好数学素质为主要目标 , 同时为适应近年来

随经济发展出现的专业调整和专业知识更新 , 为在教育教学改革中已调

整、拓宽的各专业服务 , 本系列教材还适当地开设了一些有关的现代数学

的知识窗口 , 以拓宽学生知识面 , 使教材具有较宽的口径和较大的适应

性。本系列教材中 , 概念、定理及理论叙述准确、精炼 , 符号使用标准、

规范 , 知识点突出 , 难点分散 , 证明和计算过程均着重体现近代数学思想

方法 , 例题、习题等均经过精选 , 具有代表性和启发性。本系列教材适合

大学非数学类理工科本科生以及各类需要提高数学素质和能力的人员使

用。本系列教材中难免会有不妥之处 , 希望使用本教材的教师和学生提出

宝贵意见。

  本系列教材包括《大学数学

方程等 )

分、向量分析、场论、积分变换、偏微分方程等 )

理统计等 )

学数学习题集》

编。本册《大学数学

有 : 谭德俊、彭国强、晏木荣、刘仙霞、胡春华。
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  本系列教材的编写得到湖南大学教务处的大力支持 , 在此表示衷心感谢。

湖南大学《大学数学》 教材编写组

2002 年 9 月
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第一章  随机事件及其概率

第一节  随机事件及其运算

  一、随机试验

  自然界和社会的各种现象按是否具有确定性分为两大类 : 必然现象

性现象 )

必然现象 . 例如 , 在大气压力 101.325 kPa 下 , 水温达到 100 ℃时水必然沸

腾 , 而在 0℃时水必然结冰等等 . 在一定条件下 , 具有多种可能的结果 , 但事

先又不能预知确切的结果的现象称为随机现象 . 例如 , 掷一颗骰子 , 出现 1 点

或是 2 点 ; 又如 , 新生婴儿 , 或是男孩 , 或是女孩 , 等等 . 概率论与数理统计

就是研究随机现象统计规律性的基础学科 . 对随机现象的研究离不开试验 . 我

们把实现一次条件 , 有意识地观察结果 , 称为一次试验 . 如果试验具有下列

特点 :

  

  

  随机试

验 , 记为 E .

  随机试验的每一个不能分解的可能结果称为基本事件 , 也称为样本

点 , 常用 ω或 e 表示 . 全体基本事件组成的集合称为样本空间 , 常用 Ω

表示 .

  例 1  抛一枚均匀硬币 , 观察出现正、反面的情况 , 这是一个随机试验 ,

记为 E1 . 试验的可能结果有两个 : 出现正面和反面 . 用“正”表示出现正面 ,

“反”表示出现反面 , 则 E1 的样本空间 Ω1 = {正 ,反}

  例 2  掷一颗骰子 , 观察出现的点数也是随机试验 , 记为 E2 . 用“ i”表

示“出现 i 点” i = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6) 6 个 , E2 的样本空间 Ω2 =

{1 , 2, 3 ,4 ,5 ,6}

  例 3  记录电话交换台在单位时间内接到的呼叫次数 , 这个试验记为 E3 .

如果用“ k”表示“在单位时间内收到 k 次呼叫”, 由于难以规定呼叫数的上

界 , 所以认为每一个非负整数 k 都是一个可能的试验结果 , 因此 E3 的样本空
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间 Ω3 = {0 , 1 , 2 , 3 ,⋯ }

  例 4  从装有红、白两种颜色小球的袋中 2)

摸出两球 , 记录小球的颜色 , 这是一个随机试验 , 记为 E4 . 若用“

表示“第一次摸出红球 , 第二次摸出白球”, 则 E4 的样本空间为 Ω4 = { (红 ,

白 ) , (白 ,红 ) , (白 ,白 ) , (红 ,红 ) }

  二、随机事件

  随机试验中 , 基本事件及其所有可能组合称为随机事件 . 它在一次试验

中 , 可能发生 , 也可能不发生 , 而在大量的重复试验中却有规律性 . 随机事件

也简称为事件 , 常用英文大写字母 A , B, ⋯表示 .

  对于一个随机试验 , 它的每一个基本事件都是一个随机事件 , 它是这个试

验中最简单的随机事件 . 如例 2 中的随机试验 E2 , 其样本空间 Ω2 = {1 , 2 , 3 ,

4 ,5 ,6} 2 点”这个基本事件是随机事件 , 而 A =“出现偶数点”也是

随机事件 , 它是由基本事件“出现 2 点”, “出现 4 点”, “出现 6 点”所组成 ,

可写成 A = {2 ,4 ,6} A 发生时 , 组成 A 的三个基本事件中必有一个发生 ;

而当这三个基本事件之一发生时 , A 必定发生 .

  我们把每次试验都一定发生的事件称为必然事件 , 用 Ω表示 , 而把每

次试验一定不发生的事件称为不可能事件 , 记为� . 例如在随机试验 E2

中 ,“点数大于零且小于 8”是必然事件 , 而“点数大于 10”是不可能事

件 .

  必然事件与不可能事件本质上没有不确定性 , 但是为了方便起见 , 我们还

是把它们看作随机事件 . 样本空间作为样本点的集合 , 它的每一子集都是一个

随机事件 , 简言之 , 随机事件就是样本空间的子集 , 必然事件是样本空间的全

集 , 不可能事件是样本空间的一个空子集 .

  三、事件的关系与运算

  为了从较简单事件去研究较复杂事件 , 必须研究事件之间的某种联系 .

  设随机试验的样本空间为 Ω, A , B , C, 及 Ai ( i = 1 , 2 ,⋯ ) Ω中的事

件 .

  1. 事件的包含与相等

  如果事件 A 发生必然导致事件 B发生 , 则称事件 B 包含事件 A , 或称 A

是 B 的子事件 , 记为

A� B 或 B� A .

  如果 A� B且 B� A , 则称 A 与 B 相等 , 记为 A = B .

  如在例 2 中 , 若 A 表示“出现 3 点”, B表示“出现奇数点”, 则 A� B ,
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如果 C表示“点数能被 3 整除”, D表示“出现 3 或 6 点”, 则 C = D .

  易见 , 对 Ω中的任意事件 A , 都有�� A�Ω .

  2. 事件的和

  由 A 与 B 的所有基本事件所组成的事件 , 称为事件 A 与 B 的和 (或并 )

记为 A∪ B或 A + B, 即 A∪ B = {ω∈Ω|ω∈ A 或ω∈ B}

  显然 , 事件 A∪ B发生等价于事件 A 与 B 至少有一个发生 .

  事件的和可以推广到有限个或可列个事件的情形 .

  事件 A1 , A2 ,⋯ , An 中至少有一个发生称为事件 A1 , A2 ,⋯ , An 的和 ,记为

A1 ∪ A2 ∪ ⋯ ∪ An 或 ∪
n

i = 1

A i , 可列多个事件 A1 , A2 ,⋯ , An ,⋯ 的和 , 记为

∪
∞

i = 1

Ai .

  3. 事件的积

  既属于 A 又属于 B的所有基本事件所组成的事件 , 称为事件 A 与 B的积

(或交 ) A∩ B或 AB , 即 A∩ B = {ω∈Ω|ω∈ A 且ω∈ B}

  事件 A∩ B发生等价于事件 A 与 B 同时发生 .

  事件 A1 , A2 , ⋯ , A n 同时发生称为事件 A1 , A2 , ⋯ , An 的积 , 记为

A1∩ A2∩⋯∩ An 或 A1 A2⋯ A n , 或∩
n

i = 1

Ai ,可列多个事件 A1 ,⋯ , An ,⋯的积 ,

记为∩
∞

i = 1

A i .

  4. 事件的互不相容 (互斥 )

  如果两个事件 A , B 不能同时发生 , 即 AB = � , 则称事件 A 与 B 是互

不相容事件 (或互斥事件 )

  5. 对立事件

  如果两事件 A , B满足

A∪ B = Ω且 AB =� ,

则称 A 与 B互为对立事件 , 记为 B =  A 或 A =  B .

  若 A 与 B是对立事件 , 则在一次试验中 , A 与 B 有且仅有一个发生 .

  6. 事件的差

  A 发生而 B不发生的事件 , 称为事件 A 与 B 的差 , 记为 A - B , 即 A -

B = {ω∈Ω|ω∈ A 且ω| B}

  由对立事件和两事件的积的定义可知 : A - B = A B .

  上述事件的关系与运算与集合的相应关系和运算一致 , 为便于比较 , 列表

如下 :
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记号 概  率  论 集  合  论

Ω 必然事件 , 样本空间 空间

� 不可能事件 空集

ω 基本事件 , 样本点 元素

A 事件 Ω的子集

ω∈ A 事件 A 发生 ω是集 A 的元素

A� B A 是 B的子事件 A是 B的子集

A = B 事件 A、 B 相等 集合 A、 B相等

A∪ B 事件 A 与 B中至少有一个发生 集合 A与 B的并集

AB 事件 A 与 B同时发生 集合 A与 B的交集

A - B 事件 A 发生而 B不发生 集合 A与 B的差集

 A A 的对立事件 集合 A对Ω的余集

A∩ B = � 事件 A 与 B互不相容 集合 A与 B不相交

  集合运算的全部规则对事件运算同样适用 , 主要有下列运算性质 :

  (1 ) 交换律 : A∪ B = B∪ A , A∩ B = B∩ A ;

  (2 ) 结合律 : A∪ ( B∪ C) = ( A∪ B)∪ C, A∩ ( B∩ C) = ( A∩ B)∩ C;

  (3 ) 分配律 : �A∩ ( B∪ C) = ( A∩ B)∪ ( A∩ C)

A∪ ( B∩ C) = ( A∪ B)∩ ( A∪ C)

  (4 ) 对偶律 De Morgan 律 )

A∪ B =  A∩  B ,   A∩ B =  A∪  B .

  例 5  设 A、 B、 C 是三个事件 , 试用 A、 B、 C 的运算关系表示下列事

件 :

  (1 ) M1 : A 发生而 B 与 C 都不发生 ;

  (2 ) M2 : A 与 B 都发生而 C 不发生 ;

  (3 ) M3 : A、 B、 C中恰有一个发生 ;

  (4 ) M4 : A、 B、 C中至少有两个不发生 ;

  (5 ) M5 : A、 B、 C中至少有一个发生 .

  解  (1 ) M1 = A BC = A - B - C;

  (2 ) M2 = AB C = AB - C;

  (3 ) A、 B、 C 中恰有一个发生就是 A 发生而 B、 C 不发生 , 或者 B 发生

而 A、 C不发生 , 或 C 发生而 A、 B 不发生 , 于是

M3 = A B C∪  AB C∪  A BC .

  (4 ) A、 B、 C中至少有两个不发生就是 A、 B、 C 中恰有两个不发生或

A、 B、 C 都不发生 , 故

M4 = ( A B C )∪ (  AB C )∪ (  A BC)∪ (  A B C)
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或

M4 =  B C∪  C A∪  A  B .

  (5 ) A、 B、 C 中至少有一个发生 , 依事件的和的意义可以写成 A∪ B∪

C; 它还可以表示为 A、 B、 C中恰有一个发生 , 恰有两个发生 , 三个都发生

的和 ; 它也可以表示为三个都不发生的对立事件 , 所以

      M5 �= A∪ B∪ C

= A B C∪  A B C∪  A BC∪ AB C∪ A BC∪  ABC∪ ABC .

= ABC .

习  题  1 - 1

  1. 假设董事会有 5 名董事 A、 B、C、 D、 E , 想要从中选一名董事长与一名总经理 ,

假定一个人不能同时担任这两个职务 , 试写出与挑选有关的样本空间 , 董事 A 被挑选出来

的事件如何表示 ?

  2. 一枚硬币抛 3 次 , 观察发生正反面的情况 :

  ( 1) 写出这个试验的样本空间 ;

  ( 2) 用基本事件来表示事件 A:“恰有一次发生正面”.

  3. 从一批零件中任取 2 个 , 设事件 A为“第一个零件为合格品”, 事件 B为“第二个

零件为合格品”, 问 AB ,  A ,  B ,  A B , A - B , A∪ B及AB分别表示什么事件 .

  4. 设 A、 B、 C 是三个事件 , 试用 A、 B、 C的运算关系表示下列事件 :

  ( 1) A、 B、 C都发生 ; 2) A、 B、 C都不发生 ;

  ( 3) A、 B、 C都不发生的对立事件 ; 4 ) A、 B、 C不多于两个事件发生 ;

  ( 5) A、 B、 C中至少有两个事件发生 .

  5. 以 A表示事件“甲种产品畅销 , 乙种产品滞销”, 则其对立事件  A 为下列哪一事件 ?

  ( 1)“甲种产品滞销 , 乙种产品畅销”;

  ( 2)“甲乙两种产品均畅销”;

  ( 3)“甲种产品滞销”;

  ( 4)“甲种产品滞销或乙种产品畅销”.

  6. 设一个工人生产了 4 个零件 , Ai 表示事件“他生产的第 i个零件是正品” i = 1 , 2 ,

3 ,4 ) Ai 表示下列事件 :

  ( 1) 没有一个产品是次品 ;   (2 )

  ( 3) 只有一个产品是次品 ;   (4 )

第二节  概率及其运算性质

  一个随机试验的任一随机事件在一次试验中都有可能发生 . 虽然事先不能

断定某个具体事件是否发生 , 但它发生的可能性的大小是客观存在的 , 我们把
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刻画事件发生可能性大小的数量指标叫做事件的概率 . 事件 A 的概率记为

P A) 展史上 , 人们针对不同的研究对象 , 从不同的角度给出

了概率的定义

化定义与概率的运算性质 .

  一、统计概率

  在概率论发展史上 , 人们为寻找随机事件的规律性进行了大量试验 .

  例 1  蒲丰和 K·皮尔逊进行的抛硬币试验 . n 表示抛硬币次数 , “出现正

面”这一随机事件 A 发生的次数用 nA 表示 , 他们试验的结果如下 :

试验者 n nA nA/ n

蒲  丰 4 �040 2 T048 0 �.508 0

皮尔逊 12 �000 6 T019 0 �.501 6

皮尔逊 24 �000 12 k012 0 �.500 5

  从上表可看出 , 试验次数逐渐增多时 , 出现正面次数与试验次数的比值稳

定于常数 0.5 . 这个数能反映出现正面的可能性的大小 . 该试验揭示了随机事

件的统计规律性 .

  定义 1  设事件 A 在 n 次重复试验中发生 nA 次 , 比值

f A ) =
nA

n
( 1)

称为事件 A 在这 n 次试验中发生的频率 , nA 称为 A 发生的频数 . 如果当试验

次数 n 很大时 , 频率 f A ) p 的附近摆动 , 则称数 p 为随

机事件 A 的概率 , 记为 P A ) = p .

  定义 1 称为概率的统计定义 (简称为统计概率 ) n 充分大

时 , 可用频率 f A) A 的概率的一个量度 , 即由下式

P A )≈ f A ) =
nA

n
( 2)

来计算概率的近似值 .

  例如 , 新生婴儿 10 000 人中死亡 1 人 , 就说婴儿的死亡率

500 次 , 中靶 300 次 , 就说他中靶的概率

近似地是 0.6; 2 000 颗种子发芽了 1 800 颗 , 就说此种子的发芽率近似地是

0.9 .

  可以验证 , 事件 A 发生的频率 f A)

  (1 ) 0≤ f A )≤1 ;

  (2 ) f Ω) = 1 , f � ) = 0;
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