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第 二 版 序

第二版基本上是第一版的重印。在第九章中我们增加了一

节 (即节 9 .5 ) ,论述一类无穷边值问题的最大解和最小解。另

外 ,在书末尾的参考文献中 ,我们增加了反映近年来重要工作的

若干论文。

本书再版过程中 ,得到山东科学技术出版社的大力支持 ,特

致谢意。我的博士生刘衍胜副教授对全书文稿进行了仔细地校

阅 ,在此也表示感谢。

郭大钧

2002 年 4 月 20 日

 于山东大学南院
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前   言

Banach 空间中的常微分方程理论是近二三十年发展起来

的一个新的数学分支 ,它把常微分方程理论和泛函分析理论结

合起来 ,利用泛函分析方法研究 Banach 空间中的常微分方程。

它的理论在无穷常微分方程组、临界点理论、偏微分方程、不动

点定理等多方面都有广泛的应用。特别是 ,临界点理论中常用

的最速下降流线 , 即是以 Banach 空间常微分方程理论作基础。

由于它的重要性 ,又比较新 ,故被列为我国自然科学基金重点资

助的项目之一。

在我国 ,研究 Banach 空间常微分方程理论的人很少 ,到目

前为止 ,还没有出版过一本这方面的专著。1985 年 , 在第五届

全国非线性泛函分析会议上 ,我和孙经先副教授合作了《Banach

空间中的常微分方程理论》综合报告 , 引起了许多人的兴趣。

1985 年至 1987 年 ,我赴美国 Texas 大学 Arlington 分校与美国

这一领域的著名数学家 V .Lakshmikantham 教授合作 ,做了一

些研究工作。孙经先副教授在国内对 Banach 空间常微分方程

及其在临界点理论的应用方面做了一些工作。现将国外一些著

名数学家在这一领域中所获的结果 ,加上我们自己做的工作 ,写

成这本书 ,介绍给国内读者。本书显然可作为综合性大学和高

等师范院校有关专业的研究生教材 ,也可供有关教师和科技工

作者进行科研时参考。
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本书在写作过程中 ,得到了国家自然科学基金和国家教委

博士点基金的资助 ,特致谢意。

限于作者水平 ,书中不妥、错误之处在所难免 , 敬请读者批

评指正。

郭大钧

1988 年 7 月 28 日

 于山东大学南院

2



目   录

第一章  预备知识 1⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

1 .1  非紧性测度 1⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

1 .2  中值定理与比较定理 20⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

1 .3  半内积 27⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

1 .4  附注 26⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第二章  Cauchy问题解的存在惟一性 28⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

2 .1  近似解与解的关系 28⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

2 .2  解的存在惟一性 31⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

2 .3  闭集上解的存在惟一性 37⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

2 .4  附注 45⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第三章  紧型条件 46⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

3 .1  解的存在性 47⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

3 .2  最大解与最小解 54⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

3 .3  闭集上解的存在性 65⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

3 .4  附注 70⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第四章  耗散型条件 71⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

4 .1  耗散型条件下解的存在唯—性 71⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

4 .2  全局存在惟一性定理 77⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

4 .3  Galerkin 逼近 80⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

4 .4  连续相依性定理和可微性定理 82⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

4 .5  闭集上的解 89⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

4 .6  附注 92⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

1



第五章  流不变集与微分不等式 93⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

5 .1  关于边界条件的进一步讨论 93⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

5 .2  流不变集 98⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

5 .3  微分不等式 100⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

5 .4  最大解与比较定理 104⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

5 .5  拟线性化方法 107⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

5 .6  附注 112⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第六章  非线性半群与 Banach 空间常微分方程 113⋯⋯⋯⋯⋯

6 .1  非线性半群 113⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

6 .2  耗散算子 116⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

6 .3  指数公式 119⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

6 .4  含耗散项的自治微分方程 121⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

6 .5  拟自治微分方程 132⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

6 .6  附注 142⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第七章  解的全局性质 144⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

7 .1  全局存在性定理 144⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

7 .2  渐近均衡性 147⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

7 .3  稳定性和渐近状态 154⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

7 .4  同等有界性 160⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

7 .5  解集的全局结构 164⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

7 .6  附注 167⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第八章  弱拓扑下的解 168⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

8 .1  弱拓扑下的近似解 168⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

8 .2  弱紧型条件 174⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

8 .3  弱耗散型条件 178⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

8 .4  最大解和最小解 181⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

8 .5  附注 183⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

2

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



第九章  Banach 空间中的两点边值问题 184⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

9 .1  紧型条件下的存在性定理 184⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

9 .2  比较定理 193⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

9 .3  上下解方法 202⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

9 .4  多重解 206⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

9 .5  无穷边值问题 218⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

9 .6  附注 242⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第十章  Banach 空间中含间断项的常微分方程 243⋯⋯⋯⋯⋯

10 .1  非连续的增算子的某些不动点定理 243⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

10 .2  初值问题 252⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

10 .3  边值问题 257⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

10 .4  附注 260⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第十一章  Banach 空间中的泛函微分方程 261⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

11 .1  逼近解的存在性 261⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

11 .2  紧型条件 267⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

11 .3  耗散型条件 273⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

11 .4  附注 275⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第十二章  Banach 空间常微分方程理论的某些应用 276⋯⋯⋯

12 .1  在临界点理论中的应用 276⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

12 .2  在不动点理论中的应用 286⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

12 .3  对非线性特征值问题的应用 292⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

12 .4  附注 296⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

参考文献  298⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

3



第一章  预备知识

  本章属于预备知识 , 介绍后面要用到的若干基本概念和结

论 , 包括非紧性测度、中值定理、半内积等 .

1 .1  非紧性测度

定义 1 .1 .1  设 E是实 Banach 空间 , S 是 E 中有界集 .令

α( S) = inf δ> 0 S 可表为有限个集的并 : S = ∪
m

i = 1
S i , 且每个

Si 的直径 d( Si )都不大于δ .显然 , 0≤α( S ) < +∞ .α( S)叫

做 S 的非紧性测度 (按 Kuratowski意义 ) .

定理 1 .1 .1  非紧性测度具有下列性质 ( S , T 表 E 中有界

集 , a 是实数 ) ;

(ⅰ ) α( S) = 0 � S 是相对紧集 ;

(ⅱ ) S� T�α( S)≤α( T ) ;

(ⅲ ) α(珔S ) =α( S ) ;

(ⅳ ) α( S∪ T ) = max α( S ) , α( T ) ;

(ⅴ ) α( aS ) = a α( S) , 其中 aS = x = a z z∈ S ;

(ⅵ ) α( S + T)≤α( S) +α( T ) , 其中 S + T = x = y + z y

∈ S , z∈ T ;

(ⅶ ) α( coS ) =α( S ) ;
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(ⅷ ) α关于 Hausdorff 距离

dH ( S1 , S2 ) = max sup
x∈ S

1

ρ( x , S2 ) , sup
x∈ S

2

ρ( x , S1 )

(ρ( x , S2 )表 x 到集 S2 的距离 ) 是一致连续的 , 即 : 对于任给

的ε> 0 , 必有δ=δ(ε) > 0 存在 , 使对于 E 中任二有界集 S1 ,

S2 , 只要 d H ( S1 , S2 ) <δ, 就有

α( S1 ) - α( S2 ) <ε . ( 1 .1 .1)

  证  (ⅰ )～ (ⅶ )的证明见郭大钧〔1〕 .下证 (ⅷ ) .任给ε> 0 .

取δ=
ε
3

.对于 E 中任二满足 dH ( S1 , S2 ) <δ的有界集 S1 与

S2 , 设 S1 = ∪
m

i = 1
T i , d ( T i ) <α( S1 ) +

ε
3

( i = 1 , 2 , ⋯ , m ) ,

并令

Zi = y∈ S2 v x∈ T i , ρ( x , y ) = x - y <δ

( i = 1 , 2 , ⋯ , m ) .     

显然  d ( Zi )≤2δ+ d( T i ) <α( S1 ) +ε  ( i = 1 , 2 , ⋯ , m ) .

又 , 由 dH ( S1 , S2 ) <δ易知 S2 =∪
m

i = 1
Zi .故得

α( S2 ) <α( S1 ) +ε . ( 1 .1 .2)

同理可证

α( S1 ) <α( S2 ) +ε . ( 1 .1 .3)

由 (1 .1 .2 )和 ( 1 .1 .3)两式 , 得

α( S1 ) - α( S2 ) <ε . ( 1 .1 .4)

一致连续性获证 .□

本节以下 , I =〔a , b〕恒表实数轴上有限闭区间 , C〔I , E〕

表从 I到 E的抽象连续函数空间 , 其范数为 x = max
t∈ I

x ( t ) .

对 H� C〔I , E〕, 我们记
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H ( t ) = x ( t) x∈ H � E , ( 1 .1 .5)

H ( I) = x ( t ) x∈ H , t∈ I = ∪
t∈ I

H ( t )� E . ( 1 .1 .6)

  定理1 .1 .2  设 H� C〔I , E〕是有界的 , 等度连续的 , 则

(a )α( H ) =α( H ( I) ) ,  ( b)α( H ( I) ) = max
t∈ I
α( H ( t ) ) .

证  先证 ( a) .我们证明α( H ( I ) )≤α( H ) , 任给ε> 0 .取

H =∪
m

i = 1
H i 使 d( Hi ) <α( H ) +

ε
2

( i = 1 , 2 , ⋯ , m ) . 由 H 的

等度连续性 , 可将 I 分成有限个小闭区间 Ij ( j = 1 , 2 , ⋯ , n)

使

x ( t ) - x ( t′) <
ε
2

,  " x∈ H , t , t′∈ Ij ,

j = 1 , 2 , ⋯ , n .   ( 1 .1 .7)

现令 S i j = x ( t ) x∈ Hi , t∈ Ij ( i = 1 , 2 , ⋯ , m ; j = 1 , 2 ,

⋯ , n) .显然 H ( I ) =∪
m

i = 1
∪

n

j = 1
Si j .又 , 当 x , y∈ Hi , t , t′∈ I 时 ,

由 (1 .1 .7 )式 , 我们有

x ( t ) - y( t′) y≤ x ( t ) - y ( t ) + y ( t ) - y ( t′)

≤ d ( H i ) +
ε
2

<α( H ) +ε,

故 α( H ( I) )≤α( H ) +ε .

由ε> 0 的任意性 , 即得α( H ( I ) )≤α( H ) .下证相反的不等式

α( H )≤α( H ( I) ) .任给ε> 0 . 由 H 的等度连续性知 , I 可被

有限个邻域 V ( ti ) ( i = 1 , 2 , ⋯ , m )所覆盖 , 使得 x ( t ) -

x ( t i ) <ε对任何 x∈ H , t∈ V ( ti )成立 . 又 , 存在分解 H ( I)

=∪
m

j = 1
Bj 使得 d ( Bj ) <α( H ( I) ) +ε, j = 1 , 2 , ⋯ , m . 用 P 表

从 1 , 2 , ⋯ , n � N 到 1 , 2 , ⋯ , m � N 的所有映象

i→μ( i)的全体 , 这里 N 表正整数集 . 显然 , P 是有限集 . 令

3

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



Lμ = x∈ H x ( ti ) ∈ Bμ( i ) , i = 1 , 2 , ⋯ , n . 很明显 ,

H = ∪
μ∈ P

Lμ .对于任何 x , y∈ Lμ及 t∈ I, t必属于某 V( ti ) , 从而 P

x ( t ) - x ( ti ) <ε,  y ( t ) - y ( ti ) <ε,

x ( t i ) - y ( ti ) <α( H ( I ) ) +ε .

于是 �

x ( t ) - y ( t ) ≤ x ( t ) - x ( ti ) + x ( ti ) - y ( t i )

+ y ( t i ) - y ( t ) <α( H ( I) ) + 3ε . ( 1 .1 .8)

由此可知 d ( Lμ)≤α( H ( I) ) + 3ε, α( H )≤α( H ( I ) ) + 3ε .

由ε> 0 的任意性 , 得α( H )≤α( H ( I ) ) . 结论 ( a )获证 . 下证

( b) . 首先注意 , 由 H 的等度连续性易知 , 当 t→ t0 ( t , t0∈ I)

时 , 必 dH ( H ( t ) , H ( t0 ) )→ 0 , 从而根据定理 1 .1 .1 (ⅷ )知

α( H ( t ) )→α( H ( t0 ) ) , 故 α( H ( t ) )是 t 的连续函数 , 因此 ,

max
t∈ I
α( H ( t ) )存在 .

由于对任何 t∈ I 有 , H ( t ) � H ( I ) , α( H ( t ) ) ≤

α( H ( I) ) , 从而max
t∈ I
α( H ( t ) )≤α( H ( I ) ) . 再证相反的不等

式 .任给ε> 0 .由 H 的等度连续性 , I可被有限个邻域 V ( ti )

( i = 1 , 2 , ⋯ , n )所覆盖 , 使得 x ( t ) - x ( t i ) <ε对任何 x∈

H , t∈ V ( ti )成立 .又 , 易知 : 对任何 i = 1 , 2 , ⋯ , n , 存在分

解 H =∪
m

j = 1
H

( i )
j ( m不随 i而变 ) ,使得 H ( ti ) =∪

m

j = 1
H

( i )
j ( t i ) , 并且

d ( H
( i )
j ( ti ) ) <α( H ( t i ) ) +ε  ( j = 1 , 2 , ⋯ , m ) .

( 1 .1 .9)

令

Bi j = H
( i)
j ( V ( ti ) ) ,  ( i = 1 , 2 , ⋯ , n ; j = 1 , 2 , ⋯ , m ) .

显然 , H ( I) = ∪
n

i = 1
∪
m

j = 1
Bi j .对 x , y∈ H

( i)
j , t , t′∈ V ( ti ) , 我们有

4



r

x ( t ) - y ( t′) ≤ x ( t ) - x ( t i ) + x ( ti ) - y( ti )

+ y ( ti ) - y ( t′) < 2ε+ d( H( i )
j ( t i ) ) .

于是 , 注意到 ( 1 .1 .9)式 , 知

d( Bi j ) <α( H ( ti ) ) + 3ε≤max
t∈ I
α( H ( t ) ) + 3ε .

故得

α( H ( I) ) < max
t∈ I
α( H ( t ) ) + 3ε .

由ε> 0 的任意性 , 即得α( H ( I) )≤max
t∈ I
α( H ( t ) ) . ( b )获证 .

□

系 1 .1 .1  设 D� E 有界 , 映象 f : I× D→ E 有界且一致

连续 .则

α( f ( I× B) ) = max
t∈ I
α( f ( t , B) ) , " B� D . (1 .1 .10)

  证  令φx ( t ) = f ( t , x ) , H = φx x∈ B . 则 H� C〔I ,

E〕 .由 f 的有界性与一致连续性易知 , H 是有界的、等度连续

的 ; 从而 , 根据定理 1 .1 .2( b)知 ,

α( H ( I) ) = max
t∈ I
α( H ( t ) ) ,

此即 (1 .1 .10)式 .□

定理 1 .1 .3 ( Ascoli - Arzela )  集 H� C〔I , E〕相对紧的充

分必要条件是 : H 是等度连续的 , 并且对任何 t∈ I , 集 H ( t )

是 E中的相对紧集 .

证  必要性 : 设 H 在 C〔I , E〕中相对紧 . 显然 , 对任何 t

∈ I , H ( t )是 E 中相对紧集 .下证 H的等度连续性 . 任给ε>

0 . 由 Hausdorff 定理 , 存在 x1 , ⋯ , x i , ⋯ , x m � H , x1 ,

⋯ , x i , ⋯ , x m 成为 H的
ε
3

- 网 .由 x i ( t )在 I 上的一致连续

性知 , 存在δi > 0 , 使当 t - t′ <δi ( t , t′∈ I )时恒有 x i ( t) -

5



x i ( t′) <
ε
3

( i = 1 , 2 , ⋯ , m ) .现令δ= min δ1 , ⋯ , δm .

于是 , 对任何 x∈ H , 存在 x i 使 x - x i = max
t∈ I

x ( t ) - x i ( t )

<
ε
3

.当 t - t′ <δ ( t , t′∈ I)时 , 我们有 V

x ( t) - x ( t′) ≤ x ( t ) - x i ( t ) + x i ( t ) - x i ( t′)

 + x i ( t′) - x ( t′) <
ε
3

+
ε
3

+
ε
3

=ε .

故 H的等度连续性获证 .

充分性 : 设 H是等度连续的 , 并且对任何 t∈ I , H ( t )是

E 中相对紧集 . 由此易知 , H 是有界的 , 并根据定理 1 .1 .1

(ⅰ )知

α( H ( t ) ) = 0 ,  " t∈ I . (1 .1 .11)

现根据定理 1 .1 .2 , 我们有

α( H ) = max
t∈ I
α( I ( t ) ) . (1 .1 .12)

于是 , 由 ( 1 .1 .11 )式和 ( 1 .1 .12 )式得α( H ) = 0 , 由此 , 再根

据定理 1 .1 .1 (ⅰ ) 即知 H 是 C〔I , E〕中的相对紧集 . □

1 .2  中值定理与比较定理

本节中 , I =〔a , b〕, E 表实 Banach 空间 .

定理 1 .2 .1 (中值定理 )  设 x∈ C〔I , E〕, 且除去至多可

数集Γ�〔a , b〕外 , 当 t∈〔a, b〕 \ Γ时 , x ( t )右可微 (即右导

数 x′+ ( t )存在 ) . 则

x ( b) - x ( a )∈ ( b - a) co( x′+ ( t ) t∈〔a , b〕 \ Γ ) .

( 1 .2 .1)

  证  记Γ= pk ; k = 1 , 2 , 3 , ⋯ , D = x′+ ( t ) t∈〔a ,
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b〕 \ Γ . 任给ε> 0 . 令

T t= t∈〔a , b〕 d( x ( t ) - x ( a ) , ( t - a) coD )

≤ ( t - a)ε+ε∑
p

k
< t

2
- k

,

其中 d(·,·)表点到集的距离 . 显然 a∈ T , 故 T≠� . 令 λ=

sup T . 下证λ∈ T .事实上 , 设 tn∈ I , tn→λ( tn≤λ) . 于是 ,

存在ξn∈ coD使 �

 x ( tn ) - x ( a) - ( tn - a)ξn < ( tn - a)ε+ε∑
p

k
< t

n

2
- k

+
1
n

≤ (λ- a)ε+ε∑
p

k
< λ

2
- k

+
1
n

 ( n = 1 , 2 , 3 , ⋯ ) .

( 1 .2 .2)

由此 , 注意到 x ( tn ) 的有界性 , 即知存在 M > 0 使

ξn ≤ M  ( n = 1 , 2 , 3 , ⋯ ) . ( 1 .2 .3)

由 (1 .2 .2 )式和 (1 .2 .3 )式 , 知 �

 d( x (λ) - x ( a) , (λ- a) coD)≤ x (λ) - x ( a) - (λ- a)ξn

≤ x ( tn ) - x ( a) - ( tn - a)ξn + x(λ) - x ( tn ) + (λ- tn ) ξn

< (λ - a)ε+ε∑
p

k
< λ

2
- k

+
1
n

+ x (λ) - x ( tn ) + M (λ- tn )

( n = 1 , 2 , 3 , ⋯ ) .

令 n→∞取极限 , 得

d( x (λ) - x ( a) , (λ - a) coD)≤ (λ - a)ε+ε∑
p

k
< λ

2
- k

,

( 1 .2 .4)

故λ∈ T .再证λ= b .如不然 , λ< b .若λ∈Γ, 则λ= pm .由

(1 .2 .4 )式 , 可取ξ∈ coD使

x (λ) - x ( a) - (λ- a)ξ < (λ- a)ε+ε∑
p

k
< λ

2 - k +
ε2

- m

3
.

7



再取δ> 0 , 使λ+δ< b且

x (λ+δ) - x (λ) <
ε2 - m

3
,  δξ <

ε2 - m

3
.

于是 h

 d ( x (λ+δ) - x ( a) , (λ+δ- a) coD )

≤ x (λ+δ) - x ( a) - (λ+δ- a )ξ

≤ x (λ) - x ( a) - (λ- a)ξ + x (λ+δ) - x (λ) +δξ

< (λ - a)ε+ε∑
p

k
< λ

2 - k +ε2 - m

< (λ+δ- a)ε+ε∑
p

k
< λ+δ

2
- k

,

从而λ+δ∈ T , 此与 λ= sup T 矛盾 . 若 λ∈Γ, 则 x′+ (λ)存

在且 x′+ (λ)∈ coD .取δ> 0 使λ+δ< b且

x (λ+δ) - x (λ) - δx′+ (λ) <
δε
2

. ( 1 .2 .5)

又 , 由 ( 1 .2 .4)式 , 可取ξ∈ coD使

x (λ) - x ( a) - (λ - a)ξ < (λ - a)ε+ε∑
p

k
< λ

2
- k

+
δε
2

.

( 1 .2 .6)

于是 , 由 ( 1 .2 .5)式和 ( 1 .2 .6)式 , 得 �

 d ( x (λ+δ) - x ( a) , (λ+δ- a) coD )

≤ x (λ+δ) - x ( a) - (λ+δ- a)
δ
λ+δ- a

x′+ (λ) +
λ- a
λ+δ- a
ξ

= x (λ+δ) - x ( a) - δx′+ (λ) - (λ- a)ξ

≤ x (λ+δ) - x (λ) -δx′+ (λ) + x (λ) - x( a) - (λ- a)ξ

<
δε
2

+ (λ - a)ε+ε∑
p

k
< λ

2
- k

+
δε
2

≤ (λ+δ- a)ε+ε∑
p

k
< λ+δ

2 - k ,
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故λ+δ∈ T , 也与λ= sup T 矛盾 . 由此可知 , λ= b .

于是

d ( x ( b) - x ( a) , ( b - a) coD )≤ ( b - a)ε+ε .

再注意到ε> 0 的任意性 , 即得 (1 .2 .1 )式 .□

系 1 .2 .1  设 x∈ C〔 I , E〕, 且除去至多可数集 Γ�

〔a , b〕外 , 当 t∈〔a , b〕 \ Γ时 x ( t )右可微 . 若存在 M > 0 , 使

x′+ ( t) ≤ M , " t∈〔a , b〕 \ Γ, 则

x ( b) - x ( a) ≤ M ( b - a) ; ( 1 .2 .7)

特别 , 若 x′+ ( t ) =θ(θ表 E 的零元素 ) , " t∈〔a , b〕 \ Γ, 则

x ( t )是常元素 , 即 x ( t )≡ x0∈ E , " t∈〔a , b〕 .

系 1 .2 .2  设 x∈ C〔I , E〕, 且除去至多可数集Γ�〔a, b〕

\ Γ外 , 当 t∈〔a , b〕 \ Γ时 x ( t )右可微 , 又设 P 是 E 中某

锥 , 从而产生 E 中半序≤ (关于锥和由锥导出的半序的详细讨

论 , 见郭大钧〔1〕) . 则 x 是〔a , b〕上增函数 (即 a≤ t1≤ t2≤ b

� x ( t1 )≤ x ( t2 ) )的充分必要条件是 x′+ ( t )≥θ, " t∈〔a , b〕

\ Γ .

证  必要性显然 .下证充分性 . 设 x′+ ( t )≥θ, " t∈〔a ,

b〕 \ Γ . 对〔t1 , t2〕应用定理 1 .2 .1 , 知

x ( t2 ) - x ( t1 )∈ ( t2 - t1 ) co( x′+ ( t ) t∈〔t1 , t2〕 \ Γ ) .

由于 co( x′+ ( t ) t∈〔t1 , t2〕 \ Γ )� P , 故 x ( t2 ) - x ( t1 )∈

P, 即 x ( t2 )≥ x ( t1 ) .□

对于左可微的情形 , 类似的结论成立 , 即有下面的

定理 1 .2 .2 (中值定理 )  设 x∈ C〔I , E〕, 且除去至多可

数集Γ�〔a , b〕外 , 当 t∈〔a , b〕 \ Γ时 x ( t )左可微 (即左导

数 x′- ( t )存在 ) . 则
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