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内 容 简 介

本书为高等院校概率统计系本科生“测度论与概率论基础”课程的教材。

测度论内容旨在“短平快”地为初等概率论与公理化的概率论之间搭起一座桥

梁。本书通过精选在抽象分析中为建立概率论公理化系统所必需的测度论内

容,在此基础上,着重讲述那些在初等概率论中没有解释清楚或不可能解释清

楚的概念和公式。全书共分六章,内容包括: 可测空间和可测函数、测度空间、

积分、符号测度、乘积空间、独立随机变量序列等。本书选材少而精,叙述由浅

入深,通俗易懂,难点分散,论证严谨。为了满足非数学专业出身而又必须学习

公理化概率论的读者的需要,本书对于概念的解释和定理的证明都尽量做得精

细,使之便于自学。每章配有适量习题,书末给出大部分习题的解答或提示。

本书可作为综合性大学、理工科大学和高等师范院校数学系、概率统计系

本科生和研究生的教材,也可作为从事经济学和金融学的研究生和科技工作者

的参考书。本书是大学生学习“高等概率论”、“高等统计学”和“随机过程”等课

程之前的必修内容。

作 者 简 介

程士宏  北京大学数学科学学院教授、博士生导师,1963 年

毕业于北京大学数学力学系,长期从事概率论和数理统计的教学

科研工作,主要研究方向是概率论的极限定理和极值理论。



序 言

自 1995 年以来,在姜伯驹院士的主持下,北京大学数学科学

学院根据国际数学发展的要求和北京大学数学教育的实际,创造

性地贯彻教育部“加强基础,淡化专业,因材施教,分流培养”的办

学方针,全面发挥我院学科门类齐全和师资力量雄厚的综合优

势,在培养模式的转变、教学计划的修订、教学内容与方法的革

新,以及教材建设等方面进行了全方位、大力度的改革,取得了显

著的成效。2001年,北京大学数学科学学院的这项改革成果荣获

全国教学成果特等奖,在国内外产生很大反响。

在本科教育改革方面,我们按照加强基础、淡化专业的要求,

对教学各主要环节进行了调整,使数学科学学院的全体学生在数

学分析、高等代数、几何学、计算机等主干基础课程上,接受学时

充分、强度足够的严格训练;在对学生分流培养阶段,我们在课程

内容上坚决贯彻“少而精”的原则,大力压缩后续课程中多年逐步

形成的过窄、过深和过繁的教学内容,为新的培养方向、实践性教

学环节,以及为培养学生的创新能力所进行的基础科研训练争取

到了必要的学时和空间。这样既使学生打下宽广、坚实的基础,

又充分照顾到每个人的不同特长、爱好和发展取向。与上述改革

相适应,积极而慎重地进行教学计划的修订,适当压缩常微、复

变、偏微、实变、微分几何、抽象代数、泛函分析等后续课程的周学

时。并增加了数学模型和计算机的相关课程,使学生有更大的选

课余地。

在研究生教育中,在注重专题课程的同时,我们制定了 30 多

门研究生普选基础课程(其中数学系 18 门),重点拓宽学生的专

业基础和加强学生对数学整体发展及最新进展的了解。

教材建设是教学成果的一个重要体现。与修订的教学计划



相配合,我们进行了有组织的教材建设。计划自 1999 年起用 8

年的时间修订、编写和出版 40 余种教材。这就是将陆续呈现在

大家面前的《北京大学数学教学系列丛书》。这套丛书凝聚了我

们近十年在人才培养方面的思考,记录了我们教学实践的足迹,

体现了我们教学改革的成果,反映了我们对新世纪人才培养的理

念,代表了我们新时期的数学教学水平。

经过 20 世纪的空前发展,数学的基本理论更加深入和完善,

而计算机技术的发展使得数学的应用更加直接和广泛,而且活跃

于生产第一线,促进着技术和经济的发展,所有这些都正在改变

着人们对数学的传统认识。同时也促使数学研究的方式发生巨

大变化。作为整个科学技术基础的数学,正突破传统的范围而向

人类一切知识领域渗透。作为一种文化,数学科学已成为推动人

类文明进化、知识创新的重要因素,将更深刻地改变着客观现实

的面貌和人们对世界的认识。数学素质已成为今天培养高层次

创新人才的重要基础。数学的理论和应用的巨大发展必然引起

数学教育的深刻变革。我们现在的改革还是初步的。教学改革

无禁区,但要十分稳重和积极;人才培养无止境,既要遵循基本规

律,更要不断创新。我们现在推出这套丛书,目的是向大家学习。

让我们大家携起手来,为提高中国数学教育水平和建设世界一流

数学强国而共同努力。

张 继 平
2002 年 5 月 18 日

于北京大学蓝旗营
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前   言

  若干年来,我多次担任北京大学概率统计系本科生测度论及相关

课程的教学工作。几经改革,最后确定下来这门本科生课程的安排是

每周 3学时,一个学期讲完,总计约 54 个学时。1996 年,在积累起来的

讲稿的基础上,我应命编写了一份《测度论讲义》,后来上这门课的同志

都把它当作教材使用;来北京大学攻读概率统计硕士学位的同学们往

往在本科生阶段没有学过测度论,这样,在学习高等概率论、高等统计

学和随机过程等课程之前,就需要用尽可能短的时间把测度论的知识

补上,因而这些同学也使用这份讲义;听测度论课的同志除了数学学院

的同学外,还有北大其他院系,甚至外校的学生,他们自然也接触过这

份讲义;另外,我还为北京大学光华管理学院开过高等概率论课,以该

讲义作为参考资料。目前本书就是在《测度论讲义》的基础上,吸取了

使用过该讲义同志们的意见经过补充编写而成的。

有过一定数学基本训练的同志在学习初等概率论的时候,常有一

种“不过瘾”的感觉,其原因是在那里许多基本概念都没有严格定义,许

多定理也没有严格的证明。从事经济学和金融学的同学在谈到他们阅

读专业文献的时候,也常常发现他们学过的概率论和文献中的概率论

有点“不一样”。这说明在初等概率论和公理化的概率论之间搭起一座

桥梁是十分必要的。这座桥梁就是测度论。我们希望通过本书“短平

快”地建立起这座桥梁。作为一门专业基础课,学生必须学习到基本的

知识,接受到基本的训练。因此,为了“短平快”而损害数学的严格性是

不可取的,只能在选材少而精的原则上下功夫。本书内容的测度论方

面将只牵涉到抽象分析中那些建立概率论公理化系统所必需的内容。

在此基础上,着重解释那些在初等概率论中没有解释清楚或不可能解

释清楚的概念和公式。所以,本书最后定名为《测度论与概率论基础》。

测度论是实变函数论的提高和抽象。因此,我们常常提到测度论

和实变函数概念和方法之间的一些联系。但是这并不意味着实变函数

的知识是学习本课程的前提。本书内容的安排完全是自成体系的。只

不过对于学过实变函数的同志,这样做有助于加深他们对课程内容的
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理解。

一本数学书什么地方应该写得简略些,什么地方应该详细些,从来

都是很难掌握的。为了便于自学,也为了满足那些非数学专业出身而

又必须学习公理化概率论的同志们的需要,本书对于概念的解释和定

理的证明,都尽量做得细致一些。每一章的后面都留有一些习题。这

些习题的目的也是为了加深对概念的理解和对基本方法的掌握。虽然

附录中提供了题目的答案,但我们还是希望同学们能撇开它们而独立

地去解答。

从使用《测度论讲义》的实际情况看,按照前面所说的教学安排,一

个学期讲完没有 * 号的章节是不成问题的。如果时间不够的话,带 *

号的章节可以作为自学或介绍性质的材料。众所周知,独立随机变量

序列的经典理论在初等概率论中是提不清楚,更不可能进行讨论的。

读一读带 *号的第六章,至少可以使同学们了解: 公理化的概率论的建

立为概率论研究的广度和深度提供了新的前景。

陈家鼎同志和我交替地开过测度论的有关课程。我们曾多次讨论

过课程的基本内容。本书吸取了他的许多宝贵建议。在审阅书稿以

后,他又提出了不少具体修改意见。在此表示衷心的感谢。在制作习

题解答的过程中,还得到了周晨同学的帮助。

在本书的编写过程中,参考了下列著作:

P .R . Halmos, Measure Theory, van Nost rand, 1950。

严士健、王隽骧、刘秀芳,概率论基础,科学出版社, 1982。

P . Billingsley, Probability and Measure, John Wiley & Sons,

1986。

汪嘉冈,现代概率论基础,复旦大学出版社, 1988。

R . M . Dudley, Real Analysis and Probability, Wadsworth &

Brooks, 1989。

严加安,测度论讲义,科学出版社, 2000。

虽然编写本书的想法也许是好的,而且本书的原形《测度论讲义》

也经过几度的实践,但是由于作者的水平限制,缺点、错误定然不少,敬

请读者批评指正。

程 士 宏
2004 年元月于北大燕北园
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第一章  可测空间和可测映射

简而言之 ,测度论可以理解为在抽象空间建立类似于实变函数

中测度、积分和导数那样的分析系统 .因此 ,首先要简单回忆一下集

合的基本运算 ,并讨论抽象空间中的可测集和可测函数等最基本的

概念 .

§1  集合及其运算

考虑一个任意非空集合 X ,称之为空间 . X 的子集以大写英文

字母 A , B , C,⋯等记之 ,称之为这个空间的集合 .空集记为� . X 的

成员称为元素 .元素 x属于集合 A ,记作 x∈ A ;反之 ,元素 x不属于

集合 A ,则用记号 x| A 来表示 .空间 X 上定义的实函数

IA ( x ) =
1 , x∈ A ,

0 , x | A

称为 A的指示函数 .集合

A
c

def
{ x : x | A}

称为集合 A的余 .如果

x∈ A � x∈ B,

则说集合 A 被集合 B 包含 ,或集合 B 包含集合 A ,或 A是 B 的子

集 ,记为 A� B或 B� A .如果 A� B且 B� A,则称集合 A等于集合

B ,记为 A = B .

给定集合 A和 B ,集合

A∪ B
def

{ x: x∈ A或 x ∈ B} ,

A∩ B
def

{ x: x∈ A且 x ∈ B} ,

A \ B
def

{ x: x∈ A且 x | B}
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和

AΔB
def

( A\ B) ∪ ( B\ A)

分别称为集合 A和 B 的并 ,交 ,差和对称差 .如 B� A,则 A \ B也称

为 A 和 B 的真差 .集合的并和交的运算满足交换律和结合律 ,还满

足下面两个分配律 :

( A∪ B) ∩ C = ( A∩ C) ∪ ( B∩ C) ;

( A∩ B) ∪ C = ( A∪ C) ∩ ( B∪ C) .

两个集合 A和 B 如满足 A∩ B =� ,称它们为不交的 .

并和交的概念和运算规则可以推广到任意多个集合的情形 .对

于一族集合 { At , t∈ T} ( T 表示一个集合 , 它的元素用 t 表示 .

{ At , t∈ T}意味着每一个 T 中的元素 t ,都对应着 X 中的一个集合

A t ) ,集合

∪
t∈ T

A t

d ef
{ x: v t∈ T使 x ∈ At }

称为它们的并 ;集合

∩
t∈ T

A t

def
{ x : x∈ A t , " t∈ T}

称为它们的交 .如果对任何 s, t∈ T ,均有 As∩ At =� ,那么称这族集

合{ At , t∈ T}是两两不交的 .注意 ,反映并和交运算之间关系的有下

列的 De-Morgan 法则 :

∪
t∈ T

A t

c

=∩
t∈ T

A
c

t ;  ∩
t∈ T

A t

c

=∪
t∈ T

A
c

t .

  设{ An , n= 1 , 2 ,⋯}是一个集合序列 .如果对每个 n = 1 , 2 ,⋯ ,有

An � An+ 1 ,

则称 An 为非降的 ,记为 An↑ ,并把集合 lim
n→∞

An

def

∪
∞

n = 1
An 叫做它的

极限 ;如果对每个 n = 1 , 2 ,⋯ ,有

An � An+ 1 ,

则称 An 为非增的 ,记为 An↓ ,并称 lim
n→∞

An

def

∩
∞

n = 1
An 为它的极限 .

非降或非增的集合序列统称为单调序列 .因此 ,单调集合序列总有极

限 .对于任意给定的一个集合序列 { An , n = 1 , 2 , ⋯} , 集合序列
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∩
∞

k = n

A k , n = 1 , 2 ,⋯ 和 ∪
∞

k = n

A k , n = 1 , 2 ,⋯ 分别是非降和非增的 ,因

而分别有极限

lim inf
n→∞

An

def

∪
∞

n = 1
∩
∞

k = n

A k 和 lim s up
n→∞

An

d ef

∩
∞

n = 1
∪
∞

k = n

A k .

我们将把 lim inf
n→∞

An 和 lim sup
n→∞

An 分别叫做{ An , n = 1 , 2 ,⋯}的下极

限和上极限 .显然 ,记号 x∈ lim sup
n→∞

An 意味着元素 x 属于序列{ An ,

n = 1 , 2 ,⋯}中的无穷多个集合 , 而记号 x∈ lim inf
n→∞

An 则表明除去

{ An , n = 1 , 2 , ⋯}中的有限个集合外 ,元素 x 属于该序列的其余集

合 .于是我们有

lim inf
n→∞

An � lim sup
n→∞

An .

如果 lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An ,我们将认为{ An , n = 1 , 2 ,⋯}的极限存

在 ,并把

lim
n→∞

An

def
lim inf

n→∞
An = lim sup

n→∞
An

称为它的极限 .

§2  集  合  系

以空间 X中的一些集合为元素组成的集合称为 X 上的集合系 .

换句话说 ,集合组成的集合就是集合系 .集合系一般用花体字母 A ,

B ,⋯来表示 .为什么不仅要讨论集合 ,还要讨论集合系呢 ? 道理和

实变函数中的情形一样 : 为了建立测度 ,必须确定出一些可测集 ,而

这些可测集的全体就组成了一个集合系 .下面 ,我们就给出在抽象空

间确定可测集时所必须引进的一些特殊集合系 .

π系 : 如果 X上的非空集合系 P对交的运算是封闭的 ,即

A , B∈ P � A∩ B∈ P ,

则称 P为π系 .

例 1  以 3 R4 记全体实数组成的集合 ,对任何 a∈3 R4 ,令

( - ∞ , a] = { x∈ 3 R4: - ∞ < x≤ a} ,

则
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P3 R4

def
{( - ∞ , a] : a∈ 3 R4}

对有限交的运算是封闭的 ,因而组成一个实数空间 3 R4 上的π系 .

半环 : 满足下列条件的π系 Q称为半环 : 对任意的 A , B∈Q且

A� B,存在有限个两两不交的{ Ck∈Q, k = 1 ,⋯ , n} ,使得

A \ B =∪
n

k = 1

Ck .

例 2  对任何 a, b∈3 R4 ,令

( a, b) = { x∈ 3 R4: a < x < b} ;

( a, b] = { x∈ 3 R4: a < x≤ b} ;

[ a, b) = { x∈ 3 R4: a≤ x < b} ;

[ a, b] = { x∈ 3 R4: a≤ x≤ b} ,

它们分别称为 3 R4 中的开区间、左开右闭区间、左闭右开区间和闭

区间 .容易看出 ,由开区间全体组成的集合系、由左开右闭区间全体

组成的集合系、由左闭右开区间全体组成的集合系和由闭区间全体

组成的集合系都是π系 .记由左开右闭区间全体组成的集合系为

Q3 R4

def
{( a, b] : a, b∈ 3 R4} ,

则对任何 ( a, b] , ( c, d]∈Q3 R4 ,容易验证 ( a, b] \ ( c, d]可表成 QR 中至

多两个不交集合之并 .因此 ,它是 3 R4 上的半环 .

例 3  如果 X = { x1 ,⋯ , xn }是由有限个元素组成的集合 ,则由

X上的所有单点集组成的集合系 P = {{ x1 } , ⋯ , { xn }}是一个π系 ,

也是一个半环 .

环 : 如果非空集合系 R对并和差的运算是封闭的 ,即

A, B∈ R � A∪ B, A\ B∈ R,

则称 R为环 .

例 4  不难验证

R3 R4

def

∪
∞

n = 1
∪

n

k = 1

( ak , bk ] : ak , bk ∈ 3 R4

是 3 R4 上的环 .

例 5  由有限个元素组成的集合 X的一切子集组成的集合系 T

形成一个环 .
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域 : 满足下列条件的π系 A称为域 :

X ∈ A; A∈ A � A
c
∈ A .

有的文献中 ,也把域叫做代数 .

从上述诸定义可以看出 : 半环必是π系 .如果 R是一个环 ,则

A, B∈ R � A∪ B, A \ B, B \ A∈ R
� A∩ B = ( A∪ B) \ [ ( A\ B) ∪ ( B\ A) ] ∈ R,

可见它也满足半环的要求 .因此 ,环必是半环 .如果 A是一个域 ,则

A , B∈ A � A∪ B = ( A
c
∩ B

c
)

c
∈ A

和

A , B∈ A � A\ B = A∩ B
c
∈ A ,

因而域必是环 .我们把以上的结论总结成

命题 1 .2 .1  半环必是π系 ;环必是半环 ;域必是环 .

以上的π系、环和域都是针对有限运算定义的 .对于建立测度来

说 ,只有有限运算是不够的 .因此 ,还必须引进一些在可列运算下封

闭的集合系 .

单调系 : 如果对集合系 M中的任何单调序列{ An , n = 1 , 2 ,⋯}

均有 lim
n→∞

An∈M,则把M叫做单调系 .

λ系 : 集合系 L称为λ系 ,如果它满足下列条件 :

X ∈ L ;

A, B∈ L且 A� B � A\ B∈ L;

An ∈ L 且 An↑ � ∪
∞

n = 1

An ∈ L .

  σ域 : 满足下列三个条件的集合系 F称为σ域 :

X∈ F;

A ∈ F � Ac ∈ F;

An ∈ F, n = 1 , 2 ,⋯ � ∪
∞

n = 1

An ∈ F .

  有的文献中 ,也把σ域叫做σ代数 .有两个很特殊的σ域 ,它们

分别是 X 上含集合最少的σ域{� , X}和 X 上含集合最多的σ域

T
def

{ A: A� X} .因此 ,例 5 中那个环也是σ域 .但是 ,沿着例 1、例

2 和例 4 那条线出来的σ域讨论起来比较复杂 ,要在下一节才能说
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清楚 .

设 F是一个σ域 .那么由σ域定义的第二条和第三条推知

An ∈ F, n = 1 , 2 ,⋯ � ∩
∞

n = 1
An = ∪

∞

n = 1
A

c

n

c

∈ F,

故它对可列交也是封闭的 .这一事实加上定义的第一条又进一步推

出

A, B∈ F � A∩ B = A∩ B∩ X ∩⋯ ∈ F .

因此 , σ域是域 .下面 ,我们来讨论单调系 , λ系和σ域三者之间的关

系 .

命题 1 .2 .2  λ系是单调系 ;σ域是λ系 .

证明  设 L 是λ系 .如果对每个 n = 1 , 2 , ⋯有 An ∈L 而且
An↓ ,则由λ系的定义知

∩
∞

n = 1

An = ∪
∞

n = 1

A
c
n

c

∈ L .

这一事实加上定义的第三条便说明了 L是单调系 .

设 F是一个σ域 .则 F显然满足λ系定义的第一条和第三条 .由

于σ域是域 ,所以它也满足λ系定义的第二条 .因此 , σ域必是λ系 .

 □

总结以上的讨论 ,我们得到了所定义的七个集合系之间由宽松

到严紧的下列顺序 :

π系 → 半环 → 环 → 域 → σ域 ;

单调系 → λ系 → σ域 .

这些集合系的核心是σ域 ;它的成员就是我们常说的可测集 .换句话

说 ,我们最终是要在σ域上建立测度 .今后 ,非空集合 X 和它上面的

一个σ域 F放在一起写成的 ( X, F)将称为可测空间 .

至于什么时候其他的集合系能成为σ域 ,有如下两个命题 .

命题 1 .2 .3  一个既是单调系又是域的集合系必是σ域 .

证明  把这个集合系记为 F .由于 F是域 ,故它对有限并是封闭

的 .又由于 F是单调系 ,故它对非降序列的极限也是封闭的 .因此 ,

An ∈ F,  n = 1 , 2 ,⋯

  � ∪
n

k = 1

Ak ∈ F,  n = 1 , 2 ,⋯
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  � ∪
∞

n = 1

An =∪
∞

n = 1
∪

n

k = 1

Ak = lim
n→∞
∪

n

k = 1

An ∈ F ,

可见 F确是σ域 .  □

命题 1 .2 .4  一个既是λ系又是π系的集合系必是σ域 .

证明  记此集合系为 F .由于 F是λ系 ,从λ系定义的前两条易

见

X ∈ F;

A∈ F � A
c

= X \ A∈ F .

此结论加上 F又是π系 ,即知 F 是域 .此外 , F还是单调系 (命题 1 .

2 .2) ,故由命题 1 .2 .3 得知 F是σ域 .  □

除了上面的七个集合系之外 ,今后还要用到的一个集合系是

σ环 : 称非空集合系 R是一个σ环 ,如果

A , B∈ R � A \ B∈ R;

An ∈ R, n = 1 , 2 ,⋯ � ∪
∞

n = 1
An ∈ R .

  易见 : 一个对可列并运算封闭的环是σ环 ;一个包含 X 的σ环

是σ域 .

§3  σ域的生成

考虑更深入的问题 : 如何由简单的集合系生成复杂的集合系 ?

首先来明确一下生成这个概念 .

定义 1 .3 .1  称 S为由集合系E生成的环 (或单调系 ,或λ系 ,或

σ域 ) ,如果下列条件被满足 :

(1 ) S�E;

(2 ) 对任一环 (或单调系、或λ系 ,或σ域 )S′均有

S′�E � S′�S .

由集合系E生成的环 (或单调系 ,或λ系 ,或σ域 ) ,也就是包含E

的最小的环 (或单调系 ,或λ系 ,或σ域 ) .下列命题是展开进一步讨

论的理论依据 .

命题 1 .3 .1  由任意集合系 E生成的环 ,单调系、λ系和σ域均

7§3  σ域的生成  
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