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内 容 简 介

  本书以介绍 H ∞范数优化控制的基本原理、基本方法为主。其

中包括 H ∞控制问题的提法和标准框架 ,模型匹配问题 , 标量和矩

阵模型匹配问题的解法 , 以及这些解法所涉及到的互质分解、

Youla 参数化、算子逼近理论及 Nehar i 定理、谱分解、内外分解、

矩阵扩张及 γ迭代算法、Ball-Helton 几何理论等。还系统地介绍

了 H ∞范数极小化的直接状态空间法。

本书可作为高等学校自动化及其有关专业的博士、硕士研究

生教材 ,也可供自动化领域高级研究人员和高等学校教师自学参

考之用。
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绪  论

虽然鲁棒控制( robust control )这个术语在控制理论的文献中

从 1972年才开始出现
[ 1 ]

,但早在本世纪 20年代, 在反馈系统的稳

定性问题得以解决之前,就有人探讨过鲁棒控制问题的求解
[ 2 ]
。

30 年代开始发展起来的古典控制理论 (频率域方法 )在一定

程度上能较方便地处理单变量控制系统的鲁棒性问题, 尤其是鲁

棒稳定性问题。其实,我们在利用 Bode 图进行单变量控制系统的

综合时,总是设法保证系统具有一定的稳定裕量, 以使控制系统对

受控对象特性的微小变化(或其模型的微小摄动)具有一定的“鲁

棒性”(虽然当时人们没有使用这个术语)。总的来说, 频率域方法

是试凑法,但由于上述优点(和其它一些优点) , 使其甚至今天仍在

工业控制系统设计中扮演“主角”。

从 50年代末开始发展起来的现代控制理论 (状态空间方法)

能较好地解决多变量控制系统的分析和综合问题。并且, 已经证明

LQ G 状态反馈控制系统的幅值稳定裕量为 0. 5至∞,而相角稳定

裕量大于或等于±60°[ 3] — [ 5 ]。然而, LQ G 控制系统甚至 LQ 最优调

节器对受控对象的模型摄动(或模型误差)的鲁棒稳定性有时却很

差 [ 6] , [ 7]。下面我们以例来说明这一点。

考虑一单输入单输出系统,受控对象的传递函数为

G( s) =
2s + 3

( s + 1) ( s + 2)

其状态空间最小实现为

x�= Ax ( t) + bu( t) ,  x ( 0) = x 0 ≠ 0

y( t) = c
T
x ( t)

·1·



其中 y ( t)和 u( t)分别为受控对象的输出和输入,而

A =
- 1 0

0 - 2
, b =

1

1
, c =

1

1

则使性能指标

J =∫
∞

0
[ y

2
( t) + ru

2
( t) ] d t,  r > 0

为最小的状态反馈控制

u( t) = - kx ( t)

的状态反馈矩阵 k 由下式给出:

k = r
- 1

b
T
P

其中 P 为如下代数 Riccati方程的正定解:

P A + A
T
P - r

- 1
P bb

T
P + c

T
c = 0

可求得

k = [ 1 + q - 5 + 2q 2 5 + 2q - q - 4 ]

其中

q = 4 + r
- 1

容易证明, 对于这样构成的状态反馈矩阵 k, 如下谱分解方程成

立。

[ 1 + G～0 ( s) ] [ 1 + G0 ( s) ] = 1 + r - 1 G～ ( s) G( s)

其中

G0 ( s) = k( sI - A)
- 1

b

=
( 5 + 2q - 3) s + q - 2

s2 + 3s + 2

G
～
0 ( s) = G

T
0 ( - s)

显见, 1+ G0 ( s)是该系统的回程差函数。由上述谱分解方程可知

©¦1 + G0 ( jω) ©¦≥ 1,   0 ≤ω≤ ∞

因此, G0 ( s)的 N yquist 轨线到( - 1, j 0)点的距离总是大于或等于

1的,即 G0 ( s)的 Nyqu ist 轨线不会进入到以 ( - 1, j 0)点为圆心,

·2·



半径等于 1的圆内去。由此可知,该系统的幅值稳定裕量为 0. 5 至

∞,而相角稳定裕量大于或等于±60°, 参见图 0. 1。

图 0. 1

下面我们考虑如下形式的动态摄动(亦称模型误差)。

Gp ( s) = G( s) +
ε

s + 1

其中 Gp ( s)是摄动后的 (或者说是实际的)受控对象的传递函数, ε

是一实数。显然,对任意的实数 η> 0, 当©¦ε©¦充分小时,总有

©¦Gp ( jω) - G( jω) ©¦=
ε

1 + jω
< η,  0≤ ω≤ ∞

上述摄动的状态空间描述可表示为 b矩阵的摄动:

bp = b +
ε

0
=

1 + ε

 1

这样对应的回程差函数为

1 + k( sI - A )
- 1

bp = 1 +
b1 s + b0

( s + 1) ( s + 2)

其中

b1 = 5 + 2q - 3 + ε( q + 1 - 5 + 2q)

b0 = q - 2 + 2ε( q + 1 - 5 + 2q)

·3·



对于给定的ε, 当 r→0时

b1 = εq + 0( q)

b0 = ( 1 + 2ε) q + 0( q)

其中 0( q)表示当 q趋于无穷大时, q
- 1 0( q)趋于零的量。由此可知,

对于任意给定的ε,当 r→0时, 该系统的闭环极点趋于如下两实数

(参见[ 8]中的引理)。

p 1 = - εq,  p 2 = - ( 1 + 2ε) /ε

当- 1/ 2< ε< 0时, p 1 和 p 2 均为正常数,且©¦ε©¦越小, p 2 越大。也就

是说, 受控对象的微小模型摄动会使该闭环系统具有模很大的正

实极点。

然而,在实际控制工程中, 受控对象的精确模型往往是难以得

到的。有时,即使能获得受控对象的精确模型, 但也因为其过于复

杂,在进行控制系统设计时, 非进行简化不可。另外, 随着系统的工

作条件(环境)的变化,随着控制系统中的元器件的老化或坏损, 受

控对象的特性也随之发生变化, 从而偏离设计时所依据的标称特

性。这些都会导致模型误差。

此外,在许多实际问题中, 仅知道噪音(或干扰)是属于某个集

合而并不确知其统计特性(或能量谱)。这便使得 LQG (或 H 2 )方

法难以使用。

鉴于这些实际情况, 人们对 LQG (或 H 2 )等控制系统设计方

法进行了反思,开始寻求这样的鲁棒控制问题的解, 即

( 1) 受控对象不是由一个确定的模型来描述的, 而仅知道其

模型属于某个给定的模型集合;

( 2) 外部信号(包括干扰信号, 传感器噪音和指令信号)不是

具有已知特性(例如能量谱或统计特性)的信号, 也仅知道其属于

某个给定的信号集合。此时,控制系统设计应采用怎样的性能指

标,设计方法又如何?

针对上述问题, 加拿大学者 G . Zames 于 1981 年提出了以控
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制系统内某些信号间的传递函数(矩阵)的 H ∞范数为优化指标的

设计思想。

下面用几个例子来说明,对于上述鲁棒控制问题, 为什么会采

用传递函数(矩阵)的 H ∞范数作为(优化)设计指标。

让我们考虑图 0. 2 所示的控制系统。

图 0. 2

我们先讨论干扰抑制问题。此时, 假设干扰信号 d 属于如下

信号集合。

D = {d∶ d = W ( s) v, v∈ H 2 ,‖v‖2 ≤ 1}

其中 W ( s)是稳定的实有理函数, 并设 1/ W ( s)也是稳定的实有理

函数; H 2 是在开的右半复平面上为解析且平方可积的复变函数所

构成的集合;‖v‖2 是 v的 H 2 范数,即

‖v‖
2
2 = sup

ξ> 0

1
2π∫
∞

- ∞
v
*

(ξ+ jω) v(ξ+ jω) dω

因此,我们假设干扰信号集合是由所有满足下式的信号 d∈H 2 所

构成。

‖W
- 1

( s) d‖2 ≤ 1

由 P lanch erel 定理可知,上述不等式是对干扰信号 d 的加权能量

的约束。

对于集合 D 中的所有干扰信号, 我们希望设计一控制器

K ( s) , 使得闭环控制系统稳定,且使‖y‖2 最小。

·5·



易知 �

y e= [ I + G( s) K ( s) ] - 1
d

= T yv ( s) W ( s) v

其中

T yv ( s) = [ I + G( s) K ( s) ]
- 1

因此,我们要设计一控制器 K ( s)使得 T y v ( s)为稳定的有理函数,

且使得

J = sup[‖y‖2∶ v∈ H 2 , ‖v‖2 ≤ 1]

最小。由于

sup [‖y‖2∶ v ∈ H 2 , ‖v‖2 ≤ 1]

= sup[‖T y v ( s) W( s) v‖2∶ v∈ H 2 ,‖v2‖≤ 1]

= sup[‖T y v ( s) W( s) v‖2∶ v∈ H 2 ,‖v2‖ = 1]

= ‖T y v ( s) W( s)‖∞

所以, 对于给定集合 D 中的任意 d , 使 y 的 H 2 范数(即输出信号

的平方积分,也即其能量)最小的问题, 便转化为使 T yv ( s) W ( s)的

H ∞范数最小的问题。

这样, 在我们的问题的设定下, 很自然地引入了某传递函数

(加权后)的 H ∞范数作为优化设计指示。

其次,我们讨论鲁棒稳定问题。

假设 d = 0,而受控对象的模型属于如下模型集合:

G = {G( s)∶ ©¦G( jω) - G0 ( jω) ©¦< ©¦r ( jω) ©¦,ω∈ R}

其中 G0 ( s)是受控对象的标称模型, r ( s)是稳定的实有理函数, R

为实数集合。

对任意的 G( s)∈G, 定义受控对象的模型摄动为

Δ( s) = G( s) - G0 ( s)

则图 0. 2 所示系统与图 0. 3 所示系统是等价的。而图 0. 3 所示系

统的稳定性与图 0. 4 所示系统的稳定性是等价的。

如果 K ( s)能使无模型摄动的系统稳定, 即 K ( s) [ 1+ G0 ( s)

·6·



图 0. 3

图 0. 4

× K ( s) ] - 1为稳定有理函数,且设Δ( s)也是稳定的有理函数, 则由

小增益定理(或 N yquis t 稳定判据)可知, K ( s)能使摄动后的系统

稳定的充分条件是

©¦Δ( jω) K ( jω) [ 1 + G0 ( jω) K ( jω) ] - 1 ©¦< 1, " ω∈ R

那么对于 G中的所有模型, K ( s)均使系统稳定的充分条件是K ( s)

稳定 G0 ( s) ,且

©¦r ( jω) K ( jω) [ 1 + G0 ( jω) K ( jω) ]
- 1

©¦≤ 1, " ω∈ R

上述不等式等价为

sup
ω∈R

©¦r ( jω) K ( jω) [ 1 + G0 ( jω) K ( jω) ] - 1 ©¦≤ 1

即(详见第一章)

‖r ( s) K ( s) [ 1 + G0 ( s) K ( s) ] - 1‖∞ ≤ 1

·7·



  事实上, 如果 G 中的任意模型 G( s)的不稳定极点的个数(计

及重数)均与标称模型 G0 ( s)的不稳定极点的个数相等的话(而不

要求Δ( s)为稳定) ,则对于任意 G( s)∈G, K ( s)使系统为稳定的充

分必要条件是 [ 10 ] , [ 1 1]

( 1) K ( s)稳定 G0 ( s) ,且

( 2) ‖r ( s) K ( s) [ 1+ G0 ( s) K ( s) ] - 1‖∞≤1

因此, 对于给定的模型集合 G, 求取鲁棒稳定化控制器 K ( s)

的问题, 便转换为要在稳定 G0 ( s)的控制器集合中求取使‖r ( s)

× K ( s) [ 1+ G0 ( s) K ( s) ]
- 1
‖∞≤1 的控制器 K ( s)的问题。

这也很自然地引入了某个传递函数(加权后)的 H ∞范数作为

设计指标。

最后, 我们考虑存在时间域描述的参数摄动的稳定性分析和

稳定问题。先考虑如下系统。

x�= Ax ( t)

A = A0 + B0ΔC0

其中 A0、B 0 和 C0 均是给定矩阵, A0 是稳定矩阵。Δ表示系统的参

数摄动。对于此系统, 其为稳定(即 A 为稳定矩阵)的充分必要条

件是
[ 12 ]

‖Δ‖∞ < [‖C0 ( sI - A0 )
- 1

B 0‖∞ ]
- 1

上述条件可认为是对参数摄动项 Δ的一种不定结构限定, 即矩阵

Δ在满足上述条件下能有多种形式。但此结果也可用来处理给定

结构的参数摄动。为此,将 A 矩阵写成

A = A0 + ∑
N

i= 1

B iΔiCi

其中 A0 , B i, Ci ( i= 1, 2, ⋯, N )是给定矩阵, A0 是稳定矩阵, 而

Δi( i= 1, 2, ⋯, N )表示系统的参数摄动。适当选取 B i, Ci, Δi的形

式, 可以具体描述 A 矩阵的每个元素的摄动。例如,取 B 1 = e1 = ( 1

0 0 ⋯ 0)
T
, C1 = e

T
1 = ( 1 0 0⋯ 0) ,Δ1 = δ1 (标量) ,则 B 1Δ1 C1 描述的

·8·



是 A 矩阵的( 1, 1)元的摄动。

上述 A 矩阵可改写成

A = A0 + [ B1 B 2 ⋯ B N ]

Δ1 0

Δ2

0 w

ΔN

C1

C2

┆

CN

因此,只要令

B0 = [ B 1 B 2 ⋯ BN ]

C0 =

C1

C2

┆

CN

即可直接利用前面的结果而得知

max
i

{‖Δi‖∞} < [‖C0 ( sI - A0 ) - 1 B0‖∞ ] - 1

是 A 矩阵为稳定的充分必要条件。显然此条件可以给出对 A 矩阵

的每个元素摄动的限定。

其实可以证明, 上述结果可以用于分析时变的摄动,即 Δi 可

以是( Lebesgue 可测的)时变函数(矩阵)
[ 12]
。

下面考虑具有时域描述参数摄动的系统的稳定问题。设系统

的动态方程为

x�( t) = Ax ( t) + Bu( t)
其中

A = A0 + ΔA

B = B0 + ΔB
而

[ΔA  ΔB] = DF [ E 1  E 2 ]

= DF E

A 0 , B 0 , D 和 E ( = [ E 1  E 2 ] )均是给定的常数矩阵, 而 F 表示系统

的参数摄动。易见,上述描述不失一般性, 因为适当选取 D , E 1 , E 2

·9·



和 F , 可以描述各种可能的( A 和 B 分别的)摄动形式。同样不失

一般性,可以假设

F
T
F ≤ I

当此假设不满足时, 只要用一个因子去乘或除 D 矩阵或 E 1、E 2 矩

阵的各元, 同时用此因子去除或乘 F 矩阵的各元即可。对于上述

具有参数摄动的系统,考虑用一状态反馈使闭环系统稳定的问题,

即设

u( t) = K x ( t)

现要设计一常数矩阵 K ,使得系统

x�( t) = ( A + BK ) x ( t)

为稳定的。对于此鲁棒稳定问题,有如下结论, 即如果( A 0 , B 0 )是

能稳定的,则闭环系统是稳定的充分必要条件是

‖( E 1  E 2 K ) ( sI - A0 - B0 K ) - 1D‖∞ < 1

事实上, 上述摄动矩阵 F 可以是时变函数, 只需假设其所有元

Lebesgue可测即可。

可以将上述结果推广到动态状态反馈的情形。此时, 只要将常

数矩阵 K 改为实有理函数矩阵 K ( s)即可。对于输出反馈的情形

的相应结果,不难类推而得。

上述讨论又一次引入了以某传递函数的 H ∞范数作为分析和

设计指标。

自从 1981 年 Zames 提出控制系统的 H ∞优化设计思想以

来 [ 13 ] ,有众多学者投身于 H ∞优化设计理论的研究。十年前人们曾

怀疑能否求得这种优化设计的一般解 [ 14 ] , 而今天, 研究者们不仅

已经提出了多种求解的方法, 而且已使 H ∞优化设计理论基本完

善了
[ 22 ]
。

H ∞控制理论的研究主流可分为两大阶段
[ 1 5]。到 1984 年为止

为第一阶段。在此阶段, 人们把在使控制系统内部稳定的控制器集

合中寻求使一个传递函数矩阵的 H ∞范数最小的解的问题, 通过
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