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名 　 题
——— 研读考研数学的国题 、 校题有感

名题留芳千万年 ，
考了一遍又一遍 ．
熟读名题三百道 ，
不是神仙也神仙 ！



前 　 　 言

长期深入研究全国历届考研数学试题 （即国题） ， 和 １９８７ 年

全国统考之前和之后的全国各高等院校历届考研数学试题 （即校

题） 之后 ， 编者认为 ， 考生在备考过程中必须进行三个方面的研

究 ： 一 、 研究考纲 ， 二 、 研究国题 ， 三 、 研究校题 畅 国题集中体

现了全国命题小组各位专家的智慧 ， 校题集中体现了全国各高等

院校命题小组各位专家的智慧 畅 国题和校题剔除了题海中的偏

题 、 怪题 、 难题 ， 是题海中的精品 畅 国题与校题互为题源 ， 相映

生辉 ， 必须精心研究 ， 避免在茫茫题海中盲目地探索 ！
本资料收集的主要是按考纲精选的校题 ， 衷心希望对考生的

复习起到抛玉引玉的作用 ！
本资料用秘诀 （歌诀） 这种独特的为学生所喜闻乐见的形式

表达考纲 、 考点 ， 表达基本概念 、 基本理论 、 基本方法 ， 衷心希

望对考生的复习起到事半功倍的作用 ！

编者

２００５ 年 ２ 月 ８ 日

于武昌巡司河畔

E唱mail ： yeshengbiao２３３ ＠ sina ． com
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第一章 　 极限与连续

秘诀 １
（极限与连续内容秘诀）

极限连续最重要 ，
“强行代入” 就是好 ．
零点定理有零点 ，
保号定理要保号 ．

秘诀 ２
（求极限秘诀）

强行代入 ，　 　
先定型 ，
后定法 ．

● 内容提要

１ ．保函数号定理 　 如果 lim
x → x０

f（ x） ＝ A ，而且 A ＞ ０（或 A ＜ ０） ，那么就存在着点 x０ 的

某一去心邻域 ，当 x 在该邻域内时 ，就有 f（ x） ＞ ０（或 f（ x） ＜ ０） ．
２ ．保极限号定理 　 如果在 x０ 的某一去心邻域内 f（ x） ≥ ０（或 f（ x） ≤ ０） ，而且

lim
x → x０

f（ x） ＝ A ，那么 A ≥ ０（或 A ≤ ０） ．

３ ．零点定理 　 设 f（ x） 在［a ，b］ 上连续 ，且 f（a） · f（ b） ＜ ０ ，那么在（a ，b） 内至少存

在一点 ξ，使 f（ξ） ＝ ０ ．
４ ．介值定理 　 在闭区间上连续的函数必取得介于最大值 M和最小值 m 之间的任何

值 ．
５ ．极限存在的两个准则 　 ⅰ ） 两边夹准则 ；　 　 ⅱ ） 单调有界数列有极限 ．

６ ．两个重要极限 　 lim
x → ０

sin x
x ＝ １ ，　 　 lim

x → ∞
（１ ＋ １

x ）
x ＝ e ．

７ ．求 lim
x → x０

f（ x） ，以 x０ 强行代入 f（ x） 之中 ，若能代 ，谓之连续 ，即有 lim
x → x０

f（ x） ＝ f（ x０ ）

；若不能代 ，先定型 ，后定法 畅 对于数列的极限 ，同样用这个秘诀 畅

● 经典例题

例 １ 　 （中国科学技术大学 １９８３ ，北京邮电学院 １９８５ ，全国 １９９６ 数一）

　 设 x１ ＝ １０ ，xn＋ １ ＝ ６ ＋ xn ，　 　 （n ＝ １ ，２ ，… … ）
１



试证数列｛ xn｝ 有极限 ，并求此极限 ．
分析 　 传统的讲法 ——— 先证后求 ，即先证｛ xn｝ 单调有界 ，后求极限 ．

这种讲法由来已久 ，还将继续延续下去 ．因为老师这么样 ，学生也这么讲 ，学生的

学生也这么讲 … …
这种讲法无疑是正确的 ，但也存在困惑 ：是单调上升 ？还是单调下降 ？界在哪儿 ？
应该是 ：强行代入 ，先定型 ，后定法 ．

由 　 xn＋ １ ＝ ６ ＋ xn ，

得 　 lim
n → ∞

xn＋ １ ＝ lim
n → ∞

６ ＋ xn ，

l ＝ ６ ＋ l ，
l１ ＝ ３ ，l２ ＝ － ２
因 xn ＞ ０ 　 （n ＝ １ ，２ ，… ） 由保极限号定理 ，l ≥ ０ ，l２ ＝ － ２应舍去 ，∴ lim

n → ∞
xn ＝ ３ ．

而 x１ ＝ １０ ，可见｛ xn｝ ↓ ，且以 ３ 为下界 ．

证 　 x１ ＝ １０ ，　 x２ ＝ ６ ＋ １０ ＝ ４ ＜ １０ ＝ x１ ，
假设 　 　 　 xk ＜ xk－ １ ，

则 　 xk ＋ ６ ＜ xk－ １ ＋ ６ ，
即 　 　 　 　 xk＋ １ ＜ xk ，
∴ ｛ xn｝ ↓ ；
再证｛ xn｝ 有界 ，x１ ＝ １０ ＞ ３ ，　 x２ ＝ ４ ＞ ３ ，
假设 　 xk ＞ ３ ，

则 　 　 xk＋ １ ＝ xk ＋ ６ ＞ ３ ＋ ６ ＝ ３
∴ ３ 为｛ xn｝ 的下界 ．∴ ｛ xn｝ 为单调有界数列 ，因而有极限 ．
令 　 l ＝ lim

n → ∞
xn

∴ 由 　 xn＋ １ ＝ ６ ＋ xn ，　 　 lim
n → ∞

xn＋ １ ＝ lim
n → ∞

６ ＋ xn ，

得 　 l ＝ ６ ＋ l
l１ ＝ ３ ，　 　 l２ ＝ － ２（舍去） ，∴ lim

n → ∞
xn ＝ ３ ．

是而有秘诀 ：

秘诀 ３
（求由递推公式表达的数列的极限的秘诀 Ⅰ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

数列极限看两头 ，　 　 　 （ x１ ，x ∞ ）
看了两头不用愁 ：
单调有界有极限 ，
先求后证两步走 ！

说明 　 “数列极限看两头” ，即看 x１ 和 x ∞ ．建议读者研究数列开头的几项和 x ∞ ，问题便

一目了然 ！
２



对于例 １ ，建议读者用电子计算器 ，按递推公式 xn＋ １ ＝ ６ ＋ xn ，由 x１ ＝ １０ ，计算

x２ ，x３ ，… ，x１４ ，… ，极限过程呈现在计算器的屏幕上 ，真实 ，具体 ，生动 ，有趣 ，一
定会领悟到数列极限的真谛 ！

例 ２ 　 （吉米多维奇 １４８ ① ，复旦大学 １９８０ ，湖南大学 １９８２）

设数列 xn 　 （ n ＝ １ ，２ ，… ） 是由下列各式 x１ ＝ a ，x２ ＝ b ，xn ＝ xn－ １ ＋ xn－ ２

２ 　 （ n ＝

３ ，４ ，… ） 所确定 ，求 lim
n → ∞

xn ．

分析 　 强行代入 ，先定型 ，后定法 ．

由 　 xn ＝ xn－ １ ＋ xn－ ２

２ ，

得 　 lim
n → ∞

xn ＝ lim
n → ∞

xn－ １ ＋ xn－ ２

２ ，

l ＝ l ＋ l
２ ，l ＝ l ，求不出 lim

n → ∞
xn ．

真是 ：数列极限看两头 ，
　 　 看不到两头发了愁 ！

解法 Ⅰ 　 当 a ＝ b时 ，橙 n ∈ N ，xn ＝ a ，显然｛ xn｝收敛于 a ，当 a ＜ b时 ，由于 xn ＝ １
２ （ xn－ １

＋ xn－ ２ ） 表示数列｛ xn｝ 中任一项是它的前两项的平均数 ，所以

x１ ＝ a ＜ x３ ＜ x５ ＜ … ＜ x２ n－ １ ＜ x２ n＋ １ ＜ b ，
x２ ＝ b ＞ x４ ＞ x６ ＞ … ＞ x２ n ＞ x２ n＋ ２ ＞ a ，

这说明数列｛ x２ n＋ １ ｝ 与｛ x２ n｝ 皆单调有界 ，因而它们都收敛 ，记
lim
n → ∞

x２ n＋ １ ＝ A ，　 lim
n → ∞

x２ n ＝ B ，

在等式

　 　 　 　 x２ n ＝ １
２ （ x２ n－ ２ ＋ x２ n－ １ ） ，　 x２ n＋ １ ＝ １

２ （ x２ n－ １ ＋ x２ n）

中分别令 n → ∞ 得

　 　 　 　 　 B ＝ １
２ （ B ＋ A） ，　 A ＝ １

２ （ A ＋ B） ，

　 　 　 　 　 　 ∴ A ＝ B ，　 lim
n → ∞

xn ＝ A ．

由于

　 　 　 x１ ＋ x２ ＝ ２ x３ ，x２ ＋ x３ ＝ ２ x４ ，… ，xn－ ２ ＋ xn－ １ ＝ ２ xn ，
两端分别相加得

　 　 　 　 　 　 　 　 xn－ １ ＋ ２ xn ＝ x１ ＋ ２ x２ ＝ a ＋ ２ b ，
令 n → ∞ 得

　 　 　 　 　 　 lim
n → ∞

（ xn－ １ ＋ ２ xn） ＝ ３ A ＝ a ＋ ２ b ，

３

① 指前苏联数学家吉米多维奇编著的枟数学分析习题集枠 中的第 １４８ 题 ，下同 ．
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　 　 　 　 　 　 　 ∴ lim
n → ∞

xn ＝ １
３ （ a ＋ ２ b） ．

当 a ＞ b时 ，证明是类似的 ，上面的结论仍真 ．
解法 Ⅱ 　 x２ － x１ ＝ b － a ，

x３ － x２ ＝ １
２ （ x２ ＋ x１ ） － x２ ＝ － １

２ （ x２ － x１ ） ＝ － １
２ （ b － a） ，

x４ － x３ ＝ １
２ （ x３ ＋ x２ ） － x３ ＝ － １

２ （ x３ － x２ ） ＝ （ － １
２ ）２ （ b － a） ，

… …

xn － xn－ １ ＝ （ － １
２ ） n－ ２ （ b － a） ．

∴ xn － x１ ＝ ［１ ＋ （ － １
２ ） ＋ （ － １

２ ）２ ＋ … ＋ （ － １
２ ）n－ ２ ］（ b － a）

＝
１ · １ － （ － １

２ ） n－ １

１ － （ － １
２ ）

（ b － a） ＝ ２
３

１ － （ － １
２ ） n－ １ （ b － a）

∴ lim
n → ∞

［ xn － x１ ］ ＝ ２
３ （ b － a） ，

∴ lim
n → ∞

xn ＝ ２
３ （ b － a） ＋ a ＝ １

３ （a ＋ ２ b） ．

解法 Ⅲ 　 用相似对角矩阵 ．

xn

xn－ １
＝

１
２

１
２

１ ０

xn－ １

xn－ ２
＝

１
２

１
２

１ ０

n－ ２

x２
x１

， ＝ An－ ２ x２
x１

，

而 | A － λE | ＝
１
２ － λ １

２
１ － λ

＝ λ２ － １
２ λ － １

２ ＝ ０ ，

∴ λ１ ＝ １ ，λ２ ＝ － １
２ ．

当 λ１ ＝ １ 时

由（ A － λ１ E） x ＝ ０ ，

－ １
２

１
２

１ － １
～

１ － １
０ ０

，∴ x１ － x２ ＝ ０ ，∴
x１ ＝ x２ ，
x２ ＝ x２

　
x１
x２

＝ x２
１
１

．

当 λ２ ＝ － １
２ 时

由（ A － λ２ E） x ＝ ０ ，

１ １
２

１ １
２

～
１ １

２
０ ０

，∴ x１ ＋ １
２ x２ ＝ ０ ，∴

x１ ＝ － １
２ x２ ，

x２ ＝ x２
．

４



x１
x２

＝ x２
－ １

２
１

＝ k
１
－ ２

∴ P ＝
１ １
１ － ２

，P－ １ ＝ － １
３

－ ２ － １
－ １ １

．

∴ P－ １ AP ＝
１ ０

０ － １
２

，　 ∴ A ＝ P
１ ０

０ － １
２

P－ １

∴ An－ ２ ＝
１
２

１
２

１ ０

n－ ２

＝ P
１ ０

０ － １
２

n－ ２

P－ １

＝ － １
３

１ １
１ － ２

１ ０

０ － １
２

n－ ２
－ ２ － １
－ １ １

当 n → ∞ ，lim
n → ∞

An－ ２ ＝ － １
３

１ １
１ － ２

１ 　 ０
０ 　 ０

－ ２ － １
－ １ ０

＝

２
３ 　 １

２
２
３ 　 １

３

∴ lim
n → ∞

xn

xn－ １
＝

２
３ 　 １

３
２
３ 　 １

３

b
a

＝

２
３ b ＋ １

３ a

２
３ b ＋ １

３ a
．

∴ lim
n → ∞

xn ＝ ２
３ b ＋ １

３ a ．

因而有 ：

秘诀 ４
（求由递推公式表达的数列的极限的秘诀 Ⅱ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 数列极限看两头 ，　 　 　 　 （ x１ ，x ∞ ）
　 　 　 　 　 　 　 　 看不到两头也不愁 ：
　 　 　 　 　 　 　 　 答案就在题目里 ，
　 　 　 　 　 　 　 　 特例特法乐悠悠 ！

例 ３ 　 （北京工业大学 １９８３）

试求 lim
n → ∞ ∑

n

k ＝ １

１
k（ k ＋ １）

n

解 　 原式 ＝ lim
n → ∞ ∑

n

k ＝ １

１
k － １

k ＋ １

n

＝ lim
n → ∞

１ － １
n ＋ １

n

　 　 ＝ lim
n → ∞

１ ＋ － １
n ＋ １

n＋ １

· １ ＋ － １
n ＋ １

－ １

＝ e－ １ ．

５



例 ４ 　 （吉米多维奇 １４２ ，中国地质大学 ２００２ ，华中师范大学）

求 lim
n → ∞

n
n
n ！

．

解 　 lim
n → ∞

n
n
n ！

＝ lim
n → ∞

１
n
n ！
n

＝ lim
n → ∞

１
１
n · ２

n … n
n

１
n

而 　 lim
n → ∞

１
n · ２

n … n
n

１
n
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （００ ）

＝ lim
n → ∞

eln（ １
n ·

２
n … … n

n ）
１
n

＝ e lim
n→ ∞

１
n ∑

n

i ＝ １
ln i

n ＝ e∫１０ ln xd x ＝ e－ １ ，

∴ lim
n → ∞

n
n
n ！

＝ e ．

例 ５ 　 （吉米多维奇 ５５ ，华中师范大学 ２００２）

设 xn ＝ １
２ ＋ ３

２２ ＋ ５
２３ ＋ … ＋ ２n － １

２n ，（ n ＝ １ ，２ ，３ … ） 求 lim
n → ∞

xn ．

解 　 xn － １
２ xn ＝ １

２ ＋ ２ １
２２ ＋ １

２３ ＋ … ＋ １
２ n － ２ n － １

２ n＋ １ ＝ １
２ ＋ １ － １

２

n－ １

－ ２n － １
２ n＋ １

∵ lim
n → ∞

２ n － １
２n＋ １ ＝ ０ ，　 ∴ lim

n → ∞
xn ＝ ３ ．

例 ６ 　 （北京大学 １９９８ ，１９９９）

计算极限 lim
n → ∞

n
１ ＋ an 　 （a ＞ ０） ．

解 　 ⅰ ） 当 a ≥ １ 时 ，a ＜
n
１ ＋ an ≤

n
２an ＝

n
２ a ，

　 而 lim
n → ∞

n
２ ＝ １ ，∴ 由两边夹法则 　 lim

n → ∞

n
１ ＋ an ＝ a ；

ⅱ ） 当 ０ ＜ a ＜ １ 时 ，作变换 b ＝ １
a ，于是 b ＞ １ ．

　 　 ∴ lim
n → ∞

n
１ ＋ an ＝ lim

n → ∞

n

１ ＋ １
b

n

＝ lim
n → ∞

１
b ·

n
１ ＋ bn ＝ １

b · b ＝ １ ．

例 ７ 　 （吉米多维奇 ６０５ ，浙江大学 ２００１）

求 lim
n → ∞

sin２ （ π n２ ＋ n） ．

解 　 ∵ sin２ （ π n２ ＋ n） ＝ sin２ ［ π（ n２ ＋ n － n）］

＝ sin２ nπ
n２ ＋ n ＋ n

＝ sin２ π

１ ＋ １
n ＋ １

，

∴ lim
n → ∞

sin２ （ π n２ ＋ n） ＝ sin２ π
２ ＝ １

６



例 ８ 　 （中国科学院 ２０００）

求 lim
n → ∞

（ an ＋ bn ＋ cn）
１
n （a ≥ ０ ，b ≥ ０ ，c ≥ ０） ．

解 　 令 m ＝ max｛ a ，b ，c｝ ，则

（mn）
１
n ≤ （an ＋ bn ＋ cn）

１
n ≤ （３mn）

１
n ，由两边夹法则 ，

lim
n → ∞

（mn）
１
n ＝ m ，lim

n → ∞
（３mn）

１
n ＝ m ，

∴ lim
n → ∞

（an ＋ bn ＋ cn）
１
n ＝ m ＝ max｛a ，b ，c｝

例 ９ 　 （吉米多维奇 ６２９ ，国防科技大学 １９７９）
求 lim

n → ∞
（１ ＋ x）（１ ＋ x２ ） … （１ ＋ x２

n
） ， | x | ＜ １

解 　 ∵ （１ － x）（１ ＋ x）（１ ＋ x２ ） … （１ ＋ x２
n
） ＝ １ － x２

n＋ １

∴ lim
n → ∞

（１ ＋ x）（１ ＋ x２ ） … （１ ＋ x２
n
） ＝ lim

n → ∞

１ － x２
n＋ １

１ － x ＝ １
１ － x ．

上例的特例 ：lim
n → ∞

１ ＋ １
２ １ ＋ １

２２ … １ ＋ １
２２ n ＝ ２ ．

例 １０ 　 （北京工业大学 １９８１ ，全国 ２００４ 数三 ，数四）

求lim
x → ０

１
sin２ x － cos２ x

x２ ．

分析 　 应用秘诀 ：强行代入 ，先定型 ，后定法 ．
１
０２ － １

０２

＝ ０２ － ０２

０４

＝ （０ － ０）（０ ＋ ０）
０４

＝ ０ － ０
０３ · ０ ＋ ０

０
（０ － ０） 可能是比（０ ＋ ０） 高阶的无穷小 ，倘若不这样 ，

或（０ － ０）（０ ＋ ０）
０４ ＝ ０ － ０

０２ · ０ ＋ ０
０２ ，

或（０ － ０）（０ ＋ ０）
０４ ＝ ０ － ０

０ · ０ ＋ ０
０３

lim
x → ０

１
sin２ x － cos２ x

x２

＝ lim
x → ０

x２ － sin２ xcos２ x
x２ sin２ x

＝ lim
x → ０

（ x － sin xcos x）（ x ＋ sin xcos x）
x４

７



＝ lim
x → ０

x － sin xcos x
x３ lim

x → ０

x ＋ sin xcos x
x

＝ ２ lim
x → ０

x － sin xcos x
x３ 　 　 　 　 ０

０
洛必达

２ lim
x → ０

１ － cos２ x ＋ sin２ x
３ x２

＝ ４
３ lim

x → ０

sin２ x
x２ ＝ ４

３ ．

这个题目亦可这样做 ：

lim
x → ０

１
sin２ x － cos２ x

x２

＝ lim
x → ０

x２ － sin xcos２ x
x４ 　 　 　 　 ０

０
接着用洛必达法则 ，这就浪费了信息资源 ，计算时要麻烦得多 ．
请牢记下面的一句名言 ：
高等数学 ＋ 初等数学 ＝ 攻无不克 ，战无不胜 ！

例 １１ 　 （清华大学 １９８３ ，全国 １９９９ 数二）
设 f（ x） 是区间［０ ， ＋ ∞ ） 上单调减少且非负的连续函数 ，

an ＝ ∑
n

k ＝ １
f（ k） －∫

n

１
f（ x） dx 　 　 （ n ＝ １ ，２ ，… ） ，

证明数列｛an｝ 的极限存在 ．
证 　 由于 f（ x） 在［０ ， ＋ ∞ ） 上单调减少 ，故有

f（ k ＋ １） ≤ ∫
k＋ １

k
f （ x） dx ≤ f（ k） ，（ k ＝ １ ，２ ，… ） ，

因此

an ＝ ∑
n

k ＝ １
f（ k） －∫

n

１
f（ x） dx ＝ ∑

n

k ＝ １
f（ k） － ∑

n－ １

k ＝ １∫
k＋ １

k
f （ x） dx

＝ ∑
n－ １

k ＝ １
f（ k） －∫

k＋ １

k
f （ x） dx ＋ f（n） ≥ ０

即数列｛an｝ 有下界 ．又

an＋ １ － an ＝ f（ n ＋ １） －∫
n＋ １

n
f （ x） dx ≤ ０ ，

即数列｛an｝ 单调下降 ，故由单调有界数列有极限的准则知｛ an｝ 的极限存在 ．

例 １２ 　 （复旦大学 １９８４ ，无锡轻工业学院 １９８４）
等分区间［a ，b］ 　 （ a ＞ ０） ，分点为

a ＝ x０ ＜ x１ ＜ x２ ＜ … ＜ xn ＝ b ，Δx ＝ b － a
n ，

求 lim
n → ∞

n
x１ · x２ · … · xn ．

８



解 　 xk ＝ a ＋ kΔ x ＝ a ＋ k b － a
n ，

lim
n → ∞

n
x１ · x２ · … · xn ＝ lim

n → ∞
e
ln n x １· x２· … · x n

＝ e
lim
n→ ∞

１
n ∑

n

i ＝ １
ln x i ＝ e

lim
n→ ∞

１
n ∑

n

i ＝ １
ln［ a＋ i

n （ b－ a）］

＝ e∫
１
０ ln［ a＋ （ b－ a） x］ dx

＝ e
１

b－ a∫１０ ln［ a＋ （ b－ a） x］ d［ a＋ （ b－ a） x］

＝ e
１

b－ a∫b
aln udu ＝ e

１
b－ a［ uln u－ u］ b

a ＝ e
１

b－ a［ bln b－ aln a－ （ b－ a）］

＝ １
e

bb
aa

１
b－ a

．

例 １３ 　 （华中工学院 １９８１）
设 α ＞ － １ 为任意实数 ，求

lim
n → ∞ ∑

n

k ＝ １
kα＋ １ ／ n ∑

n

k ＝ １
kα

解 　 原式 ＝ lim
n → ∞

∑
n

k ＝ １

k
n

α＋ １

· １
n

∑
n

k ＝ １

k
n

α

· １
n

＝
∫

１

０
xα＋ １ dx

∫
１

０
xα d x

＝ α ＋ １
α ＋ ２ ．

例 １４ 　 （北京工业大学 １９８４）

求极限 　 lim
n → ∞

（１ ＋ １
n ）（１ ＋ ２

n ） … （１ ＋ n
n ）

１
n

．

解 　 原式 ＝ lim
n → ∞

eln （１ ＋ １
n ）（１ ＋

２
n ） … （１ ＋ n

n ）
１
n

＝ e lim
n→ ∞

１
n ln（１ ＋ １

n ） ＋ ln（１ ＋ ２
n ） ＋ … ＋ ln（１ ＋ n

n ）

＝ e lim
n→ ∞

１
n ∑

n

k ＝ １
ln（１ ＋ k

n ） ＝ e∫１０ ln（１ ＋ x） dx

＝ e２ ln２ － １ ＝ ４e ．

例 １５ 　 （上海交通大学 ，天津大学 ，华中工学院 ，华南工学院 ，西安交通大学 ，浙江大学 ，
南京工学院 ，哈尔滨工业大学 １９８５）
求 c ，以使

lim
x → ∞

x ＋ c
x － c

x

＝ ∫
c

－ ∞
te２ t d t ．

解 　 由

lim
x → ∞

x ＋ c
x － c

x

＝ lim
x → ∞

（１ ＋ c
x ）

x

（１ － c
x ）

x
＝ ec

e－ c ＝ e２ c ．

９
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