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数 ）是数学论 最 老的分支之一，它古

的历史可以 世纪，在古希腊数学家欧几里得（公元追溯到公元前

前 年）著的《几年 公元前 何原本》 专一书中就有三篇是

门介绍数论知识的 我国公元前后的《孙子算 一书中就已给出经》

了解一次同余式组的方法，即著名的孙子定理（西方国家称为中国

剩余定理），数论的特点之一是其中许多定理和猜想很容易理解

但要（有的只要具有小学或初中的数学水平就可以理解） 证明它

们却异常困难 因此数学中至今仍悬而未决的著名难题有相当

部分就属于数论这个领域

初等数论是主要用算术方法来研究整数性质的一个数论分

支 世纪以来费马（ 、欧拉 、勒让德（（

高斯（ ）等人的工作大大发展和丰富了初等数论的内容近

几十年来，初等数论在计算机科学、代数编码理论、组合数学和信

号数字处理等现代科学领域内得到了广泛应用 这里主要介绍初

等数论的一些基本知识
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第一章　　整数的整除性

整除是数论中的基本概念，从这个概念出发，我们将介绍辗转

相除法，最大公因数，最小公倍数等重要概念，它们也是本课程最

基本的内容

整除的概念与性质

整数是这样一些数：

， ， ，，⋯

其中 ⋯这些数叫做正整数，其中

叫做奇数； 叫做偶数 ⋯这些数叫做自然

，数 ⋯这些数叫做负整数

在整数范围内，有

整 整数数 整数；

整整数一整数 数；

整数 整 整数数

但是整数除整数并不能保证一定得整数，当然更谈不上正整数除

正整数就一定得正整 研究究竟什么样的整数除什么样的整数了

数才能得到整数这样的问题，就是本章所涉及的整数的整除性

从本节开始，除非另有说明，总是用小写字母 ⋯来

表示整数，并认为整数的加法、减法、乘法和除法的通常性质大家

是已经掌握的，可以随时应用

设 是定义 使得等如果存在一个整数整数，

式
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整除，记作

的倍数

例如有

（ ）

成立，则称 能整除 或 能被 ，此时把 叫做

的因数（或约数），把 叫做 如果这样的整数 不存在，

，不能整除则称 ，记作

， ， ，

由整除的定义出发，可以证明整除具有以下几个性质

性 如果 ，则质

证　　根据整除的定义，我们 和知道存在整数 ，使得等式

，成立，因此可得 由于 也是一个整数，故再

由整除的定义可得

如性质 果 ，则

证　　根据整除的定义，我们知道存在整数 ，使得等式

成立，因此有 ，再由整除的定义可得

如性质 果 ，则对任何整数

证　　根据整除的定义，我们知道存在整数 ，使得等式

成立，因此有 ，再由整除的定义可得

如果 ，有性质 ，则对任意的整数

证　　根据整除的定义 和，我们知道存在整数 ，使得等式

成立，因此有

，

由于 都是整数，故 也是整数，再由整除的定义可得

如果 ，则性质

证　　根据整除的定义 和，我们知道存在整数 ，使得等式

成立 因此有 ，由此可 ，因为得

均为整数 ，即，所以

定义 一个大于 的正整数，如果只能被 和它本身整

除，不能被其它任何正整数整除，这样的正整数叫做质数（有的书

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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上称为素数）

按照定义质数的因数只有 和它本身；反之，一个正整数只有

和它本身这样两个因数，那么，它就是质数

例如 都是质数

一个正整数除了能被 和它本身整除以定义 外，还能

被其它的正整数整除，这样的正整数叫做合数

都是合数例如

如果一 ，个正整数 有一定义 个 而因数 又是质数，

则 的质因数称 为

，例如 和则 的因数，因为 不是质数而都是

是质数， 是 不是 的质因数所以 的质因 又有数而

，所 的质因数除了 以外还有以

把一个整数分解为质因数的乘积称为整数的质因数分解或称

为把整数分解质因数 这对后面内容的学习是有用的

例如，

，

都是整数的质因数分解

的整数，如果不论这里我们遇到的问题是对于每一个大于

次序，它是否能表示成质因数的乘积，如果能表示成质因数的乘积

的话，这种表示是否是唯一的，对此我们有以下的定理

定理 算术基本定理）任一大于 的整数能唯一地表示

成质因数的乘积

定理证明从略

在一般的情况下 被 除时，我们有，

带余除法定理 ）设 是两个整数，其中 ，则存在

及两个唯一的整数 ，使得

≤

成立
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这是一个后面经常要用到的结论，请大家牢牢

都设正整 不是 求数 的倍数 和， 证：

中有且仅有一个是 的倍数

都不是 的 除，余分别被倍数，所以

或数只能是 即有

，或

或

如 被果 除的余数相同，则

着 是 的倍数，而此时

，显然 整不能被 除

如 被果 除的余数不相同，则

这 是时 的的倍数，而此时 余数为

的余数为 的余数为或

整，显然 除不能被

由（ ）可知结论为真

例 有一个正整数，用它去除

为 ，求这个正整数

解　 去除　设这个正整数为 ，再设用

与 ，商分别为 余数 与分别为

，≤

，≤

，

三式相加可得

＋

因为有

故可得

定理证明从略

记住

例

证　　　　因为 和

，这意味

或

的余数为

，得到三个余数之和

，所得到的

，则有
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一

只可能是

个

当 时，用 去除 的余数和为 ；当 时，用

去除 的 时，用 去除余数和为 ；当

的余数和为 ，它 当们都小 取 和于 时，用 去

除 的余数和都大于 故只能取

习 题

求证：若 ，则

对于任 和意两个正整数 ，试证： 三者中至少有一

个是 的倍数

最大公因数和辗转相除法

有因数 有因数；而 所以

是 和 的公 和因数 和， 也是 的公因数

几个正整数的公因数往往不止一个，我们感兴趣的是其中最

大的那一个

定义 设 是 个不全为零的整数，若整数

是它们之中每一个的因数，那么 就叫做 的一个公因

数 整数 ， 的公因数中最大的一个叫做它们的最大公因

⋯

又有 （

而 的正因数是 ，由于已知

，故 这八个数中的一

数，记作（

最大公因数有下列几个性质（不一一严格证明）：

性质 当 时，
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这里因为

性质

）性质 若

性质 若

性质 若（

的充分性质 若 必

要条件是

是这

和 是这

由此我们可以得到求 个正整数的最大公因数的方法是：先

把这些正整数分别分解质因数，然后取出它们所有共同含有的质

因数（相同的质因数照共同含有的个数取）相乘，即得到这些正整

，所以

的一切公因数都是 的因数

是任一正是正整数， 整数，则有

为任一正整数，则有（

，则有

是任意三个正整数，则

例 求（

解　　把这两个数分别分解质因数

，

把这两个数的质因数比较一下，可以发现质因数

两个数所公有的，则它们的乘积就是这两个数的最大公因数：

求（例

解　　把这三个数分别分解质因数

，

，

把这三个数的质因数比较一下，可以发现质因数

三个数所公有的，则它们的乘积就是这三个数的最大公因数：

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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数的最大公因数

以上的方法在每个正整数都不是很大时比较适用，我们可以

较快地将各个正整数分别分解质因数，从而找到它们的最大公因

数 但如果所讨论的正整数相当大时，则将它们分解成质因数就不

容易了 例如，我们无法很快地 和 哪一个辨认出 是正整数

为解决这质数，从而给正整数 的质因数分解带来困难 样的

困难，我们介绍辗转相除法（又称欧几里得算法）这种算法是我国

古代数学家所创造的，就是中国古代算 它不仅可学书中的求一术

以用来求出两个正整数的最大公因数，而且可以借助于它推出最

大公因数的重要性质 辗转相除法的理论基础是下面的定理：

设 ，且 有都是正整数，定 且理

， 和其中 都是正整数，则有

证 设 是

整数 和 ，立，使得 即可

得 ，由 可知 是

的任一公 ，使得因数，同样由定义

，由 ，可得

也是，所 和以 有

相同的公因数，因而

定理 辗转相除法）若

由带余除法（定理

可知的任一公因数，由定义 必存在两个

由

和是 的一个公因数 再设

可知存在两个整数 和

这说明整数的一个公因数 和

是任意两个正整数，且

，有下列等式：
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则有

证　　　　因为每进行一次带余除法，余数就至少减少

可以得到下列非负整数序列：

由于 是有限的，因此这些余数中最后必出现零，即得到某个

，，使得 那么就有

，，即（

，由于

由 ）可得定理

反复应用定理 即得

例

解

所以

例 求

解

，所以我们
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所 以 （

定理 的条 都是正整数，如果件中要求 中有一个

为负整数或 均为负整数，我们可以利用以下定理来求其最大

公因数

定理 若 为正整数， 相对以 分别表示与

应的负整数，则有

，， ） （ 一（

定理证明从略

，例 求（

解

，

，

，

，

，

因 为 （

，所 以 （

在实际问题中我们可能会遇到求三个或更多个正整数的最大

公因数的情况，对此我们可以用如下的方法来解决：

和 的是 个设 正整数，我们先求 最出 大

公 和因数，如果 的最大公 ，我们 和 的最大再求因数是

公因 和数， ，如果 则 的和 的最大公因数是 就是

我们 和和再求 的 的最大公因数 最大公因数， 最如果 大

公 和，则 的最大公因数，照此方因数 法继是 就是

续下去， 的最大公因数我们最终就可求得

，例 求（ ，
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所以

所以

解　 和 的最大公因数：　先求

的最大公因数：与再求

由前面介绍的方法可得

，，

求例 （

的最大和先求 公因数：
解

，＋

，

所 以 （

和 的最大公因数：再求

，

，

所 以 （

和 的最再求 大公因数：

，

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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，＋

，

所 以 （

故 得 （

推论 若 是正整数，且

，使得

定理 中的 来表示

整数 例如，已知（

利用推论

的一切公因数都是

证 记 ，设 是

论 和，存在整数 ，使得

因为 整除此式的右端，故

定 若义

公因数是 时，即

）

下面是辗转相除法的一个推论，它在具体应用中很有用处

和，则必存在整数

这个推论的证明思路是将辗转相除法倒推过去，最后得到用

的公式 显然这里 有一个应是负

，利用辗转相除法倒推可得到

，我们可以很方便地证明最大公因数的性质

的因数

的任一公因数，即 ，由推

，＋

也整除此式的左端，即

都是正整数，当这些正整数的最大

，　 ， ）⋯

时，称 是互质的

例如，

都是几个整数互质的情况 但这里要注意两点：

在互质的正整数中，不一定有 如（ ，但质数出现

其 和中 都不是质数而是合数

在三个或三个以上互质的正整数中，不一定其中每两个正

如（ ，但整数都是互质的 其中（
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，它们两两都不互质

下面给出一个关于正整数互质的结论，它在解题中往往很有

用处

命题 设

⋯ 　　　对于 在 中和 在

时都成立，则有

证明从略

在 中取命题

可得到下面的推论：

和推论 若 ，且

可例如，由（ 得（

例 当 和 是正整数时，试证如果

是无理数

证　　如果 是一个非整数的有理数，那么必存在正整数

和 ，这里 ，且（

使得

那么便有

由 成立，且命题 的推论知应有

不是整数，这与已知 是整数矛盾，所以等式

立，这个矛盾是由于假设 是有理数而产生的

都是正整数，且等式

中各任取一数

，我们立即

是任意两个正整数，则有

不是整数，那末便

，所以可知

显然不能成

因此如果

不是整数便是无理数

例 是试证明 一个无理数

证　　如果 是一个 和 ，且有理数，那么必存在正整数
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所 以 （

答：所求正 米方形的边长为

例 有四根铁丝， 厘米，长度各为 厘米， 厘

米和 厘米 现在要求把它们截成相等的小段，每根铁丝都不

允许剩余，且截成的小段要最长，求每小段的长度和总共可以截成

多少段？

解　　与 由于上题类似，这是一个求最大公因数的问题

，使得

，即由对数的定义可得 有

因为 ， ，所以对任 和 有 这就是何正整数

说，等式 不可能成立，因此 是一个无理假设是错误的，

数

最后介绍几个有关最大公因数应用的例子

例 米，宽 米，现在把它截成同样有一块钢板，长

大小的正方形，要求截成的正方形最大，且不许剩下钢板，求正方

形的边长

解　　因为正方形要最大的，又不许剩下钢板，所以就要求

厘米和 厘 由于米的最大公因数

，

，

，

，

，

故 可 得 （

＋又由于
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，

故可得（

再由于

故可得（

所 以 （

于 是 （

答：所求小段的长度为 厘米，总共可以截成

例 求证：任何两个连续正整数是互质的

和证 设 是任意两个连续正整数，

由最大公因数的定义可 和知必存在两个正整数

等式 于是成立

因为 ，且

以（

例

化为最简分数

得到最简分数

所以可用

例

证 设 （

，故由

不妨设

因为有

段

，则

，且 ，使得

为整数，故由上式可得 ， ，所因此得到

，即 和 互质

分子与分母互质的分数称为最简分数，试把分数

解　　用分数的分子和分母的最大公因数去除分子和分母即可

这就是小学数学中介绍的一次约分法，因此这里解

题的关键是找到分数的分子和分 由于母的最大公因数

， ， ，

，故 （

去约分，得

，则 与 互质证明：如果（

，则可得 因为（

可得 或

，则有

，所以可得 ，由此可
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，所以得 ，由 即条 互质件 与可知应有

习 题

， ， ， ，，求（

求（

是一个无理证明： 数

证明 ，则：如果

把下列分数化成最简分数（分子与分母互质的分数称为最简分数）：

某公司有一 米 米，宽 现需用正方形间长方形的会议室长

地砖铺地，希望恰好能铺满整个会议室 问所用正方形地砖最大边长是多少？

把一张长 厘米，宽 厘米的木板截成相同大小的正方形木板，

而且没有剩余，问能截成最大的正方形木板的边长是多少厘米？总共可以截

成多少块？

某建筑工地上有四根钢筋， 厘米， 厘米， 厘长度分别为

米和 厘米 现希望把它们截成长度相等的小段，每根钢筋不允许剩余，

且要求截成的小段最长，求每小段的长度和总共可截成多少小段

某市召开优秀教师代表大会 名，中学教师代表，有大学教师代表

名，现要名，小学教师代表 编成若干小组进行讨论，编组时要求每组中

各方的代表人数要相同，问最多能编几组，每小组中各方代表各有几名？

最小公倍数

定 设 是义 个整数 ≥ ，若整数 是这

称为个数中每一个数的倍数，则 这 个数的一个 在公倍数

，的一切公倍数中最小的正数叫做 的最小

公倍数，记作［ ］

， ，就是 的一因为乘积 个公倍数，故

最小公倍数是存在的
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由于任何正整数都不是零的倍数，故讨论整数的最小公倍数

时，总假定这些整数都不为零

能被 和整除， 的整除 一例 ，所以如 又 是能被

个 不但公倍数 和是 的最小公倍 也是数，因为正整数

和 的 整一个公倍数，且 除，又不存在小于 的正整数既能被

能被 整除，所 和以 是 的最小 ］公倍数，即［

为了解决求最小公倍数的问题，我们先研究两个正整数的最

小公倍数

设定理 是任给的两个正整数，则有

的所有公倍数都是［ 的倍数

，即 的最小公倍数等于它们的乘积除

互质，即 ，则［以它们的最大公因数所得的商，若

，证 是设 的任一公倍数，由定义可知有

可令 ，代 入 得

因为 ，故有 ，不妨记 因此有

反之，当 为 ）可任一整 为数时 的一个公倍数，故（

以表示 的一切公 令倍数 ，即得最小的正数，故可得

这便证明 因此前面的（了定理中的结论 ）式可改写为

由于 是整数，所以定理中的结论（ 也得证

中结论（把定理 变一下形状可得：对任意两个正整数

和 ，必有

注意：定理 中的结论不能推广到多于两个正整数的情

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


