
第一节水土保持线性规划问题

一、水土保持系统工程概述

系统工程学是近 年发展起来的一门以系统为对象的跨学科的边缘科学，用于处理多

因子的复杂问题，具有高度的综合和分析能力 年代初期，华罗庚教授提倡的优选法，

便是系统工程学在我国的应用 近年来，为了加速现代化建设，促进政治、经济、文化教

运筹学的一个重要组成部分，是用于处理某些

育和科学技术的全面改革，我国许多部门都在大力开展系统工程学的研究和应用工作。

线性规划是系统工程学的基础理论

这便是线性规划所探讨的课

复杂的工程规划和设计问题使之发挥最大效能的一门近代计算科学。各个部门或行业都可

能存在一些运转效能低，而需要重新调整和控制的问题，并且总是希望经过重新调整和控

制后，能最大限度地提高效能。例如水土流失地区便希望重新调整生产布局，并对生产结

构进行新的控制，从而改善生态环境，取得最大的经济效益

题类型。因而线性规划实际是对问题所寻目标进行优化的一种方法。但是优化的前提条件

需要将问题视为系统，亦即使问题具有系统的特性，才能从总体功能最优的角度出发，对

问题进行综合和分析，找出各种可行的方案，从中决策出最优方案。

系统的特性

通常，人们总是把杂乱无章的事物称之为不系统。其含意：一是事物的目的性不明

确，对于如何发挥自己的功能缺乏既定的要求；二是事物本身的构成单元零乱不全，不具

有事物应该具有的完整性；三是各单元之间的相互联系和相互制约的关系紊乱，未能构成

一个有机整体；四是随着环境的变化缺乏适应性。系统工程称这四点为目的性、集合性、

相关性和适应性。如果把事物视为系统，便需要具有这些特性。例如水土保持规划要求在

改善生态环境的前提下，取得最大的经济效益和社会效益。否则，规划便不具有目的性，

从而提出的措施也是与规划要求不相符合的。其次，影响水土保持规划的因素是很多的

从生产活动而言，涉及了农、林、牧、副、渔等各个行业；从自然环境而言，涉及了地理、

水文、气象、土壤诸多自然因素；从社会经济状况而言，涉及了劳力、资金、土地、设

备、设施、技术等条件。如果将规划视为系统，便需要把所有这些因素纳入规划，这便是

系统的集合性。进而对集合的因素进行综合和分析，理顺并建立各因素之间相互影响和相

互制约的关系，使规划成为一个有机整体，便是其系统应具有的相关性。此外，水土保持

规划还必需依据当时当地的自然环境和社会经济状况来制订，使得规划具有适应性。

综上所述，可知系统的含义便是在一定的环境条件下，由若干个相互影响和相互制约

的单元所组成的具有特定功能的有机整体。

系统是系统工程的对象

自然系统是未经过人系统可分为自然系统，人造系统和由二者组合而成的复合系统

为改造的系统，如原子核结构等，而生产、电力、通讯、交通等系统便均属于人造系统。



水土保持规划的目的是通过合理利用流失面积，科学地组织生产，以求恢复生态平衡。 它

属于生产系统 系统工程只限 研究人造系统，其研究范畴是如何建立和处理系统，使系

系统工程的工作对象。依据前述的系统特性，美国科学统处于最优状态，故系统便成为

程是研究设计由若干个相互联系和相互制约的单技术辞典给予系统工程的定义是：系统

元所组成的复杂系统的科学。设计系统应具有明确的功能和目标，而且各组成单元之间，

以及各单元与整体系统之间应能有机地联系，相互协调，以达到总体最优的目标。

程涉及的领域是极为广泛的。如果利用系统工程学探讨依据系统的特性，可知系统

会经济学等学科，并需要把所有的学科横向联系起来，从总体上进行综合平衡，

水土保持规划，便需要涉及地理学、水文学、气象学、土壤学、植物学、林学、农学、畜

牧学、

使水土保持规划处于总体最优状态。因而系统工程学也是一门跨越许多学术领域，而又渗

透在这些领域边界的边缘学科。

正由于系统工程学探讨的范围广泛，涉及的因素很多，常规数学方法是远不能满足解

算要求的。近半个世纪以来，电子计算机的出现为系统工程学的数据处理提供了手段，在

很大程度上促进了系统工程学的发展。历来的水土保持研究工作之所以不能定量化而取得

确切的成果，便是由于不定因素太多，无论是综合或分析都存在很大的难度，因而掌握系

统工程方法，并利用电子计算机进行数据处理，必然有助于水土保持研究工作的发展

运筹学是优化系统目标的近代计算方法

依据系统工程的定义，可知由系统工程所设计和建立的系统是具有明确的目标要求

的，亦即要求系统的总体功能达到最优状态。故在优化过程中便必需给予信息控制，即通

过系统内部信息的传递和反馈来自动控制总体功能朝着最优化目标趋近，因而系统是具有

自动控制机能的。而且系统越复杂，要求的自动化控制程度便越高。系统工程在自动化控

制中是利用运筹学方法使系统达到最优化状态的，从而运筹学便成为了系统工程学优化目

标的主要计算方法，故称为最优化计算技术。本教材介绍的线性规划，是运筹学的一个

重要分支。

由于在系统的自动控制中需要利用运筹学方法，从而在运筹学对系统进行优化的过程

中，也需要运用控制原理和信息理论使目标逐渐趋于最优化，三者是互相影响和互相渗透

的，故在学习运筹学的同时，也需要初步了解控制论和信息论的基本理论。

线性规划优化系统的途径

对系统目标进行优化，需要建立一个能够表达构成系统各单元之间以及各单元与整体

系统之间相互联系和相互制约关系的模型，进而为使系统目标的最优化程度定量化，还需

要假定构成系统的单元都是可以计量的，亦即把单元设置为可控变量，而后依据相互联系

和相互制约的关系把各变量联系起来形成数学函数，再利用运筹学方法分析函数的最优

解。但由于构成系统各单元之间的关系是不定型的，因而用于分析系统的运筹学方法便有

很多种，本教材介绍的线性规划是用于分析构成系统各单元之间呈线性函数关系的数学模

型的方法 另一方面，由于现实生活中的系统是很复杂的，涉及的因素太多，从而数学模

型表达的便只能是控制系统特性的主要单元之间的关系。对于不能模型化或者数学上不能

求解的复杂系统常采取模拟或试验模型的方法分析，这类问题本教材不作介绍



（

二、水土保持线性规划问题的提出

一个水土保持规划是否切实可行，取决于寻求的目标是否正确，和生产结构布局是否

合理。对于依靠经验制订的水土保持规划，一般很难达到统筹兼顾的目的，因而水土保持

是一门综合性很强的横断学科，如果视为系统，其结构是很复杂的，是个多输入、多输

水和土受到了自然环境出、多层次、多功能的复杂系统。它的复杂性在于研究的对象

而且规与社会经济条件的约束，而自然环境与社会经济条件所集合的因子又是多方面的

故对于水土保持这样的复杂系统，如何进行卓有成效的综合分析，以

划的合理程度如何？只有通过长时期的生产实践方可作出判断，效果反馈迟缓，从而便更

难使规划趋于完善

取得生态、经济、社会等方面的综合效益，是当前水土保持工作者所面临的任务。

系统工程是一门具有高度综合分析能力的科学，它可以为研究对象建立预测模型。如

果用于分析水土保持规划，不仅可对方案进行优选，而且可使规划效果迅速反馈，有利于

及时调整规划的不合理性。当构成系统的因素有了变化，还可及时检验对规划产生的影

响。预测模型是利用计算机程序解算的，可定量地处理规划各组成部分相互影响和相互制

约的关系，提高规划的科学性，而不是定出空泛的结论。因而运用系统工程研究水土保持

问题，无疑将有助于水土保持科学的发展。近年来，许多水土保持工作者已将系统工程学

运用于水土流失的综合治理，并取得了良好的成效。

线性规划是用来寻求如何合理利用有限的人力、物力、财力等资源，获得最优效益方

案的一种定量分析方法，是近代管理科学的重要基础和手段。所谓最优方案，是在付出的

代价一定时，取得的效益最大，或任务已定时，使之完成任务且代价最少的方案。水土保

持规划的任务便是全面合理地安排水土保持措施，力求用最少的人力、物力、财力在最短

时间内获得最大的拦泥、蓄水和农业生产效益。因而运用线性规划方法进行水土保持规划

工作，有助于方案的优选。例如水土流失土地的分配问题，土地作为自然资源是有限的，

为经营土地而投入的劳力、资金、设备、设施等社会经济条件也是有限的，规划则要求如

何合理利用有限资源，对农、林、牧各业进行土地分配，使之获得最优效益。诸如这类水

土保持规划问题便可运用线性规划方法求解，因而线性规划方法所探讨的问题具有下述两

个基本特征。

三、线性规划问题的基本特征

）线性规划问题具有明确的目标要求，亦即具有明确的目的性。对于水土保持规

划而言：其目标在于寻求生态、经济、社会三方面的最大综合效益。如反映在土地资源的分

配问题上，则要求在充分改善生态环境的前提下，最大限度地取得经济效益，同时满足社

会的需求。如果仅为寻求单项效益，如投资最省、收益最高、周转期最短、泥沙侵蚀量最

小等等，亦可作为系统目标。

）目标要求是在合理利用有限资源的前提下取得的，亦即目标受到了资源的约

束，对于水土保持规划而言：便受到了地理、气象、水文、土壤等自然资源与土地、资

金、劳力、设备、技术等社会经济条件的约束。

】某小流域水土流失严重，为增加群众的经济效益，并解决燃料不足问题，

为便于进一步理解上述基本特性，举例说明如下：

【例
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供的蔗芒年人均不少于

（

其表达式为：

（

又是互相约束的，式（

）以上二约束条件均为社会经济条件所给出，是组成系统的单元，因而它们之间

）可视为甘蔗对粮食的约

束，两个约束的综合，便应保证粮食和甘蔗的总面积不超过题意给定的总亩数

即有

，表内甘蔗的亩稻田中，划出部分面积种植甘蔗。水稻和甘蔗的经济收益见表

建立约束条件

粮食亩产量系指国家提供的回销粮。

划从

表

要求：该小流域人口为 人

）所得自产粮和回销粮应能保证年（

人均粮食不少于

作 燃）一亩甘蔗提供蔗芒

料，年人均所得不少于

］视为系统，并检查是否具有系统的特性运用系统的观点处理 ］，需要将［例例

］所寻求的是期望获得最大经济效益，这便是作为系统所要求达到的目标。表达式为：

问水稻和甘蔗各种多少亩，经济效益最大？

［例

＋

式中

上式称为目标函数

。其表达式为：（ ）所得自产粮和回销粮应保证年人均不少于

这是人均口粮对目标函数的约束。此约束表明：为满足系统的相关性，不能单纯为了获得

最大经济效益，考虑甘蔗的年产值高，便将土地全部用于种植甘蔗，而忽视了口粮自给的

问题，从而使系统缺乏集合性和适应性。

）除保证口粮自给，水土流失严重地区还存在薪炭不足的问题，因而要求甘蔗提

，这是薪炭对目标函数的约束

）

（

）可视为粮食对甘蔗的约束，式（

经济收益值；

分别为水稻与甘蔗的种植面积

题意规定此目标函数是受到社会经济条件约束的，下面依据题意逐个

亦

）

亩，则无论是粮食或甘蔗的种植面

亩

（

式（ 、式（ 称为系统的非负约束条件 以上目标函数和全体约束条件便构成了

（ ）

足，故不种植水稻，有可能满足目标函数而获得最大经济效益。从而得到：

（ ）正由于种植甘蔗既可得到回销粮从而解决口粮问题，又可提供蔗芒解决燃料不

（ ）

决，因而甘蔗种植面积还应大于零。于是有：

积均不应出现负值，否则式（ ）便不能满足。同时考虑不种植甘蔗，薪炭供应便不能解

（ ）粮食和甘蔗种植的总面积既规定不超过

这是土地面积对目标函数的约束，土地也是社会经济条件之一。



（

例

其表达式为：

］的系统

］目标函数与约束条件的幂均为一次，故目标函数是个线性函数；约不难看出：［例

束条件则为线性等式或不等式，而问题的性质是要求对土地作出分配规划，这说明［例

是用线性目标函数与线性约束条件来表达的规划问题，也就称为线性规划问题。用数学语

言表达则为：当问题是在一组约束条件下，寻求目标函数的极值，而约束条件可表示为线

性等式或不等式，目标函数可表示为线性函数，便属于线性规划问题。如水土保持规划中

合理利用土地资源，最优生产结构的建立，以及现阶段农、林、牧生产的生产力与生产关

系相适应等问题，都可用线性规划法探讨。因而利用线性规划方法为水土保持规划作定量

分析，进行方案优选，是有助于水土保持科学技术发展的。下面继续介绍几个线性规划问

题的模式

某水土流失地区为减轻土壤侵蚀，计划利用【例 亩水土流失严重的荒山荒

，全区人口

坡营造水保用材林、经济林和薪炭放牧林。要求：

）提供年人均薪炭 人

）为提高土壤涵养水源能力，经济林的营造面积不应超过水保用材林营造面积

的

三种林的产值与可供薪炭见表

表问三种林的营造面积应各为多少亩？总产值

最大。

这是一个如何合理利用流失面积的问

题，利用的目的在于最大限度地发挥流失面

积的功能，以求在生态环境得到改善的前提

下，取得最大的经济效益，此即题意寻求的

目标。表达式写为：

式中 林业生产总产值；

分别为经济林、水保林、薪炭林的营造面积

由于最大产值是通过合理利用流失的土地面积取得的，因而需要建立林分结构系统，

从中优选出最合理的林分结构。根据题意，系统便由目标函数与以下约束条件所构成

）生态约束，即为提高土壤涵养水源的能力，以达到改善生态环境的目的所构成

的约束。其表达式为：

）薪炭约束，即为群众提供薪炭，以解决燃料不足所构成的约束

）（

）生态环境的改善与薪炭的供应约束了经济效益的取得，亦即水保林与薪炭林约

（

（

束了经济林。从而，三种林的营造面积便只能有一个满足于目标函数的分配方案，该方案

利用总面积的约束条件进行选择，便有：即为最优林分结构

（

（　　　　



）为满足式（ ），三种林的营造面积还需满足非负约束条件。即：（

， ，

不难看出，［例

台，铲运斗

］的目标函数为线性函数，约束条件为线性等式或不等式，题意要求

因而，这是一个线性规划问题，可利用线性规划方法求解

综合［例 ］所述，凡属于线性规划问题便应具有目标要求与约束目标的条

解决的是合理分配流失面积

］和［例

和［例

件，从而构成系统，使系统具有目的性、集合性、相关性与适应性。因而系统的概念是指

在一定的时间和环境中，由若干个相互联系，相互约束的单元所组成的具有特定功能的有

机整体。如果已经有了某个正在运行的系统，仅需对系统的性能进行检查，从而确定其功

能，便称为系统分析。但［例 ］都要求合理分配土地资源，是对资源利用新系统

的设计，应不称为分析而称为综合。然而对土地利用进行综合，需要具有生产结构模型，

而模型不经过分析是无以获悉其功能的，因而综合与分析是互为因果的，一般统称为系统

分析。简而言之：系统分析便是从系统的观点出发，对事务进行分析和综合，找出各种可

行方案，进而依据总体效果为最优的原则，决策出最优方案。

表

【例

四项

某水土保持试验站计划采用推土机、铲运斗、人工劳力配合修筑梯田、条田、

谷坊淤地坝等四项工程，不同施工手段完成各项工程的单位土方所需工时列于表

工程的上方单价（元／方）分别为：

梯田　　条田　　谷坊　　淤地坝

台，人工劳力如果投入推土机 个，投入顺序无先后，而且均工作

工时，问四项工程各完成多少土方，获得的土方报酬最高？

工时，而且同时投入，此题意规定推土机，铲运斗，人工劳力投入的施工期限均为

情况说明无论是施工设备或人工劳力作为资源提供是受到工时约束的，从而为取得最高的

土方量报酬，便存在如何合理组织有限的工时数，使施工设备与人工劳力所配合进行的施

工方案达到最优的问题，此配合方案即为本例需要建立的系统。有了系统，然后运用线性

规划方法进行分析，即可优选出土方报酬最高的施工方案。下面写出目标函数和约束条件

的表达式：



） （式（ 诸如此类调运问题，）

式中 一土方报酬总收益；

］是个施工方案新系统的设计问题，这个新系统是需要经过对工效与报酬的

分别为梯田、条田、谷坊、淤地坝完成的土方数

显然，［例

综合，即建立施工运转方案的模型，然后依据整体效益最优原则对模型进行分析、择优

因而这是个水土保持系统分析问题。

下面继续分析水土保持规划中的运输问题。

【 例

为 处土方不足，不足数量分别为

的单位运价为

土方的方案如何安排？总调运费用最省？

下面分析题意：任何一处的剩余土方

等，并未给出，亦即调运方案未定，这便是题意要求建立的系统。从系统中优选出运费最

省的调运方案，即为寻求的目标。其表达式为：

式中 从 处调运至 处的土方量

中所得到的土方，即

题意规定目标函数的约束条件是调出和调进的土方数量应平衡，即

因而任何一处的剩余土方必须大于或等于不足土方的地方从

也必须小于或等于从各个有土方剩余的地方所得到的土方，即而且，任何一处不足的土方

此外，还应有

）组成了对目标函数的约束（

此非负约束条件说明不能从土方不足的地方调运土方给有土方剩余的地方

）

也是水土保持规划所经常遇到的。

四、线性规划问题的数学模型

线性规划方法是目前最优化计算技术中的一种应用最广泛的数学规划方法。综合以上

所述，可知：

（

其通式可写为：

）凡属于线性规划问题均具有明确的目标要求，此目标要求是用一组未知量表示

的线性函数，称为目标函数

。今将土方从， 处调运到

分别处有土方剩余，剩余土方某水土流失地区因平整土地需调运土方，

处

）。今要求调出与调进的土方平衡，问调运

需调往哪些土方不足的地方，以及调去多少
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）

此数学模型的问题，便可运用线性规划方法求解

）便是线性规划问题的特征表达式，称为线性规划的数学模型。凡满足

表达式中的约束条件既为不等式，而满

足不等式的解有无穷多个，于是线性规划问题便归结于：在一定约束条件下，如何从无穷多

组解中优选出一组能满足目标函数极值的解，这个极值解便是目标函数所寻求的最优效益

值，一般称为线性规划问题的最优决策。因而运用线性规划方法进行系统分析的程序是：

首先确定目标函数及为满足目标函数所需要的系统，然后建立数学模型，用线性规划方法

从系统中优选出方案，以供决策者决策

也可简写为：

式中

式（

）代表 个约束条件；

标函数和约束条件常用矩阵表示，

目标函数

约束条件

因目标函数反映在数值上，便是最优效益值，故称 为效益系数

为目标函数的决策变量

显然，目标函数的取值

的，故称是取决于 有一组决策变量的取值，便有一个目标函数

约束条件通常是用线性等式或不等式

值，因而线性规划方法的任务便是需要从若干组决策中优选出一组能满足目标函数的决策。

（

表达的

）目标要求是在一定的约束条件下取得的

其通式写为：

一、概述

线性规划问题可用图解法求解，但只限于解算含有两个变量的线性规划问题，其特征表

第二节　　线性规划问题的解

即

有时为了书写方便，目）代表 个决策变量



多于两个变量的线性规划问题的图象则是个立面体，立面体图象的绘制是有困难

约束条件

达式为：

目标函数

由于一个变量代表一个坐标轴，则具有两个变量的线性问题是个二维问题，其图象是

个平面

的，因而利用图解法解算线性规划问题便受到了局限性。水土保持规划涉及的因素很多，

远不止于两个变量，因而图解法对解算水土保持规划问题的实用价值是很小的。此处仅用

于说明线性规划问题的几何意义。

］是个只含有两个变量的线性规划问题，可用图解法求解 其目标函数和约上节［例

束条件为：

难看出：区域内满足约束条件的解有无穷多个，这无穷多个解便称为线性规划问题的可行

域 以内；反之， 因而不区域所包围的点也都是满足全体约束条件的解

约束方向，如图 所示。显然，同时满足各约束条件的解必然在约束条件图象所包围的区

绘出式（ ）各约束条件的图象，并标明

二、可行解域

图 图

的解答区域

性规划问题，首先需要研究满足约束条件

便都是满足式（ ）的解。因而解算线

所示，直线左下方的点）的图象如图

不等式，故问题有无穷多个答案。式（

但约束条件为体约束条件的前提下取得

为保证系统的集合性、相关性、和适应性， 水稻与甘蔗的最高总产值，必须在满足全



如图

解 可行解中能使目标函数取得极值的解，便是最优解。因而由约束条件所包围的区域

便称为可行解域。目标函数的极值解便在可行解域内。因而，求解线性规划问题

便归结于如何从可行解域内寻求满足目标函数的极值解。此即线性规划方法所要解决的实

质问题。

三、凸集

凸集在线性规划问题的解算中是一个很重要的概念，目标函数是否存在极值，以及极

值点的坐标如何确定，是由凸集的性质所决定的

（一）凸集的含义

集是点的集合，它可以是一条线，一个有限平面，或者是一个有界的多面体。如果

连接集合内任意二点，在其连接线段上所有的点均在此集合内，此点集合便为凸集

中各种形体均属凸集

与因 均为正，故 为正实数，从而 亦应为正实数，且有：

）便写为式（

在设有任意点内 的连接线段上，便有：

一维凸集是一条直线，如图 所示线段 是凸集，则线段上的点必在线的点集合

维凸集

（二）凸集条件

下面分析构成凸集的条件于点集合内

但图 所示便均不属凸集，因为在这类形体中至少存在两点，其连接线段上的点非全部落

图

图



如果三角形是凸集，则点所示，

图

表示为向量：

的连线上任取一点

故得到：

式（ 在）是 连接线段上的条件。进而推及：凡满足此条件的点必在

是 集，从而具有极值。此处为：

时，有极大值

时，有极小值

可见，一维凸集的极值点落于线段的端点。

二维凸集

下面推导此条

二维凸集是个有界平面，最简单的二维

凸集是个平面三角形。今给出一任意三角形，

如果三角形是凸集，则连接三角形内任意两

点的线段，必在此三角形内

件的表达式

，如 图设在三角形内任取一点

足条件：

是三角形三个顶点坐标列向量，即

，在顶点为证明式（

满足条件：

）和式（

连接线段上，故线段

当

当

，

，

表示为向量，有：

则点 的坐标值写为：

满足条件：

进而在 二点的连线上取一点 ，同样运用一维凸集条件，并假设存在正实数

表示为向量，有

依据一维凸集条件，点 的坐标便可线性地表示为：

和

，并假设存在正实数

的坐标值必然满

）（
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是点集合的 个顶点的坐标

是四面体内任意一点的坐标列向量，即

，

是四个顶点坐标的列向量，即

为正实数，其值满足：

和

（

维凸集

维空间形体是凸集的条件便可写为显然，

维空间形体内任意一点的坐标列向量：是

（

个顶点坐标列向量：是图

令

便有

并且

故

为平面三角形是凸集的条件

三维凸集

在三维空间坐标中任意选取一个四边三维空间构成的形体是个有界多面体，见图

形，顶点为 ，则依据一维与二维凸集条件的论证方法，同样可证

明四面体是凸集的条件为：

为正实数 且满足：

因而凸集定义为：设 是

列向量，如存在任意正实数

维空间的点集合，

，其值满足：



是凸集。，

从而有

便属于

四、可行解域的极值范围

由目标函数的约束条件所包围的区域，是满足约束条件的可行解域，可行解域是否存在

极值，亦即是否有一个可行解能满足目标函数的极值要求，便取决于可行解域是否是凸集。

（一）可行解域的空间形体

给出一组线性规划问题的约束条件：

因 是可行解域顶点的坐标列向量，便有

和从而亦说明由 所包围的可行解域是凸集。下面给予证明：

和

则说明凸集内的任意点是满足约束条件的，即有

和

个顶点坐标列向量是可行解域 假如能证明：

是式 和个正实数，并有：

显然，如果有界多面体是凸集，便应满足凸集条件：

为边界的有界多面体 但可行解域是否存在极值，便需取决于此有界多面体是否是凸集

与 个坐标面：

个超平面：维空间的解域便是以

个坐标面个非负约束变量，便有如果有则代表坐标面 因而由约束条件所包围的可行

）（

如果有 个超平面个约束条件，便有维空间的一个超平面代表 非负约束条件

每一约束条件：维空间问题个变量，故线性规划问题属于其中含有



是定义于可行解域：

，且

是可行解域的线性函数 个顶点的坐标列向量：又设 ，

个顶点的坐标值逐个代入目标函数，其中必有一顶点的函数值最大，假设为：将

因可行解域是凸集，则可行解域内任意点 的坐标列向量应满足条件：

式中

此时 ，即有落于顶点，便

故式（ ）写为

故有

于是证明

因同时也不难证明

故

因而可行解域是凸集，存在极值

（二）可行解域的极值点

设线性规划问题的目标函数：

是可行解域的任意顶点的坐标列向量，如

上式说明可行解域内任意点的函数值均小于最大的顶点函数值。而顶点也是包含在可

行解域范围以内的，因而最大目标函数值只能在可行解域的顶点取得。可行解域顶点的个

数是有限的，于是总可以在有限的顶点中找到一个满足于目标函数极值的解。同理，可行

解域也必有一顶点的函数值最小，假定为 ，当题意寻求极小值，亦总可以

在有限的顶点中找到一个满足于目标函数极小值的解。因而称顶点的坐标值为线性规划问

题的基本可行解。



分析题意是否具有线性规划问题的特征。然后写出目标函数和约束条件：

数

亩、甘蔗

表表

可表示为以

值线。当

顶点，目标函数的取值便最大，如图 虚线所示。用［例 ］目标函数的斜率：

坡地（ 的年亩产值为 元

很麻烦的。此时可采用作图法寻求目标函数的极值。因目标函数：

＝

绘出一组直线，这组直线的函数值便是沿着其法线方向递增的，当直线交于顶点

到目标函数的极大值。

五、图解法步骤

【例

个、推土机

车、架子车四种工具施工，各施工工具每平整一亩坡地所需工日列如表

了其他任务，各种施工工具可以投入平整土地的工日控制为：铲运斗

斗车 个

元

个、架子车

的年亩产值为

值最高？

，介绍图解法步骤。下面通过解算［例

（

标函

约束条件　　　　　　　　　　推土机

铲运斗

车车

架子车

（

（

（

（

问应如何安排施工方案？取得的产

因坡地的土质有差别，故用于造林的经济效益不同，坡地（

个、

但施工队接受

某水土流失地区需要平整两处坡地用于造林，计划采用铲运斗、推土机、斗

，便得

的取值由小增大，直线便以相同的斜率沿着它的法线方向移动，当移动到某个

为参数的一组平行线。位于同一直线上的点具有相同的目标函数值，称为等

亩。上述用顶点坐标值代入目标函数逐点进行搜索的方法，称为枚举法

料供应等约束条件的前提下，为获得最大经济效益，种植面积的最优分配方案为水稻

表 其中 的坐标值所对应的目标函数值最大。计算结果表明：在满足粮食自给和燃

个平面三角形，只有三个顶点，通过联立解算约束条件，便可得出三个顶点的坐标值，见

数，取其中最大值或最小值，便是寻求的极值解。如［例 约束条件所构成的可行解域是

极值点既包含在顶点内，便只需采用搜索法将可行解域顶点的坐标值逐个代入目标函



有

其

仅剩余架子车工日

列出了可行解域各顶点的坐标值，亦即各种土地平整方案所相应的前提下取得的。表

）均

）如果将 例

的施工设备利用情况。表内的剩余工日表明：基本可行解

未能充分利用施工设备投入的工日，没有充分发挥设备的功能，不属于总体效益最优，只

个，才算充分利用了设备资源，因而取得了最大产值

六、无解、无穷多个最优解、解无界

采用图解法解算线性规划问题，有时候会遇到如下情况

的约束条件人均粮食增为 ，则约束条件的表达式应改写为：

与约束条件（

［例 所提供的资源为用于平整土地的施工设备，因而其最大产值是在充分利用施工设备

利用线性规划方法进行系统分析，旨在合理利用有限资源，取得最优的总体效益。

亩，坡地（ 平整平整 元，为最优解。亩，获得最大年产值产值最大。即当坡地（

，， 相应的的坐标值即为目标函数的基本可行解。表内 其中顶点

优选出相应于最大产值的顶点坐标，即为目标函数寻求的坡地最优平整方案。计算列如表

（ ）联立解算相关的约束方程，确定可行解域顶点的坐标值，并逐个代入目标函数，

图

表

为

如图 所示。标出可行解域）将约束条件按等式约束绘出图象，并标明约束方向，（

与坡地（ ）的平整面积分别为坡地（

坡地用于造林的产值式中

非负约束



］的目标函数改写为：

便有无穷多个最优解。因为此情况在满足约束条件的

前提下，水稻和甘蔗的种植面积可以任意选定，所得

目标函数值相同，从而不存在优选的问题

相重合

又如果目标函数的斜率与某个约束条件的斜率相同，

例如将［例

＝

目标函数

（ ）如有：

从而此线性规划问题便有无穷多个最优解

的图象相重合 此情况表明线段 上任意一点均可使目标函数 取得相同的最大值，

则以 为斜率，将直线移动到顶点 时，便与约束条件

则目标函数与约束条件的图象便

图

同，则目标函数写为：

的水稻和甘蔗的单位面积产值相）假设［例（

则可行解域亦为空集，无可行解。

］中增加一个约束条件：又如果在［例

粮食。满足人均

况的可行解域是空集，无可行解。这是由于给出的面积在满足薪炭供应的前提下，不可能

所示 从图而是相交于相交，见图 如图 所标明的约束方向可知：此情便不在

表
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