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内 容 提 要

本书是普通高等教育“十五”国家级规划教材《大学数学》中的一册．系列教材《大学数学》

吸收了国内外同类教材的精华，借鉴了近几年出版的一批“面向２１世纪课程材”的成功经验，

体现了时代的特点，着重加强基础、强化应用、整体优化、注重后效，力争做到科学性、系统性

和可行性的统一，传授数学知识和培养数学素养的统一．在体系与内容的编排上，本书认真考

虑不同专业、不同学时的授课对象的需求，对有关内容和习题进行了较好处理．

本书介绍随机数学的基础知识，内容包括：随机事件及其概率，随机变量及其概率分布，

多维随机变量及其概率分布，随机变量的数字特征，大数定律及中心极限定理，样本及样本函

数的分布，参数估计，假设检验，回归分析，方差分析与正交试验设计，随机过程的基本知识，

马尔可夫链，平稳过程等，书后附习题参考答案及常用分布表．

本书可供高等学校非数学类理工科各专业学生选用，也可供工程技术人员参考．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



前　　言

《大学数学》系列教材是普通高等教育“十五”国家级规划教材．本系列教材

共四册：《微积分》（上、下）、《线性代数》和《随机数学》．

本系列教材的编写体现了时代的特点．本着加强基础、强化应用、整体优化、

注重后效的原则，力争做到科学性、系统性和可行性的统一，使传授数学知识和

培养数学素养得到了较好的结合．

本系列教材是在吸取国内外同类教材的精华，借鉴近几年我国出版的一批

“面向２１世纪课程教材”成功经验结合在吉林大学公共数学教学教研的具体实

践，针对非数学类理工科大学生的特点编写的．

本系列教材内容充实，可作为高等学校非数学类理工科各专业的教材或教

学参考书．在教材体系与内容的编排上，认真考虑了不同专业、不同学时的授课

对象的需求．对数学要求较高的物理、计算机、电子等专业原则上可讲授本教材

的全部内容，其他专业可以在不带“＊”号的内容中，根据实际需要选择适当的章

节讲授．每章后面所配备的习题分成两类，其中（Ａ）是体现教学基本要求的习

题；（Ｂ）是对基本内容提升、扩展以及综合运用有关知识的习题．较难的题在题

号前用“△”号做了标注．与教材中“＊”号内容相应的习题用“＊”号做了标注．本

书的最后给出了习题参考答案或提示，供读者参考．

本册《随机数学》的一、六至十三章由高文森编写，二至五章由潘伟编写．

在《大学数学》系列教材的编写过程中，得到了吉林大学教务处的大力支持

数学学院尹景学教授为本套教材初稿的版面设计、软件培训提供了悉心的技术

指导；公共数学教学与研究中心副主任吴晓俐女士承担了本系列教材初稿的编

务工作，研究生王军林、孙鹏、任长宇、李明、柯长海、吴刚、姜政毅及湖北大学郑

巧仙老师完成了本系列教材初稿的排版制图工作，在此一并致谢．作者要特别感

谢高等教育出版社高等理工分社的领导和编辑们，他们对本系列教材的编辑出

版工作给予了精心指导和大力支持．

由于我们水平所限，书中的错误和不妥之处，恳请广大读者批评指正，以期

不断完善．

《大学数学》系列教材编委会

２００４年７月　　　
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第一章　随机事件及其概率

随机数学是研究随机现象统计规律性的数学学科，它的理论和方法在自然

科学、社会科学、工程技术、经济、管理等诸多领域中得到了广泛的应用．

概率论是随机数学的理论基础，它给出描述随机现象规律性的数学模型．随

机事件及随机事件的概率是概率论中最基本的概念．早在１７世纪，人们就开始

用古典概型来研究人口统计、天文、产品检查等各个方面的问题，促进了概率论

的发展．但直到２０世纪３０年代概率论才有了建立在公理化体系上的严密的理

论基础．

本章介绍随机试验、样本空间、随机事件、随机事件的频率和概率、条件概率

以及随机事件的独立性等基本概念，介绍古典概型和几何概型，介绍加法公式、

乘法公式、全概率公式、贝叶斯（Ｂａｙｅｓ）公式以及二项概率公式等计算概率的基

本公式．

§１　 随机试验 　 随机事件

１．１　 必然现象和随机现象

在自然界和人类社会中出现的各种现象大致可以分为两类：必然现象和随

机现象．

在一定条件下必然出现的现象叫做必然现象．例如，每天早晨太阳从东方升

起，人从地面向上抛起的石块经过一段时间必然落到地面，同性电荷互相排斥

等，都是必然现象．

在相同的条件下可能出现也可能不出现的现象叫做随机现象．例如，抛掷一

枚骰子出现的点数，抽样检查某产品的检验结果，某城市某日的交通事故发生的

次数等，都是随机现象．许多随机现象在相同的条件下可以重复出现．如果我们

对这种随机现象进行大量重复地观测，则在每次观测之前不能预先确定其结果，

这就是这种现象的随机性；但在进行了大量重复地观测之后，其结果往往会表现

出某种规律性，这就是统计规律性．例如，抽样检查一大批电子元件，每次抽查的

一件可能是合格品，也可能是次品，检验之前无法预先确定是哪一个结果，这就

是随机性；但在多次抽查之后，次品出现的比率（即在抽查中出现的次品件数与

抽查总件数的比值）将在整批电子元件的次品率附近摆动，这就是统计规律性．



１．２　 随机试验和随机事件

为了研究和揭示随机现象的统计规律性，我们需要对随机现象进行大量重

复地观察、测量或试验．为了方便，将它们统称为试验．如果试验具有以下特点：

１．可重复性 　试验可以在相同条件下重复进行多次，甚至进行无限多次；

２．可观测性 　每次试验的所有可能结果都是明确的、可以观测的，并且试

验的可能结果有两个或两个以上；

３．随机性 　每次试验出现的结果是不确定的，在试验之前无法预先确定究

竟会出现哪一个结果，

则称之为随机试验，简称为试验．

我们用字母Ｅ表示一个随机试验，用ω表示随机试验Ｅ的最基本的结果，称

为样本点，用 Ω＝｛ω｝表示随机试验 Ｅ的最基本结果的集合，称为样本空间．

例１．１　 抛掷一枚硬币，观察正面和背面出现的情况（将这两个基本结果依

次记为 ω１和 ω２），则该试验的样本空间为

Ω＝｛ω１，ω２｝．

例１．２　 抛掷一枚骰子，观察出现的点数，则基本结果是“出现ｉ点”，记为

ωｉ（ｉ＝１，２，３，４，５，６），则该试验的样本空间为

Ω＝｛ω１，ω２，ω３，ω４，ω５，ω６｝．

例１．３　 在一只罐子中装有大小和形状完全一样的２个白球和３个黑球，依

次在２个白球上标以数字１和２，在３个黑球上标以数字３，４和５，从罐子中任取

一个球，用 ωｉ表示“取出的是标有数字ｉ的球”（ｉ＝１，２，３，４，５），则试验的样本

空间为

Ω＝｛ω１，ω２，ω３，ω４，ω５｝．

例１．４　 在一个箱子中装有１０个同型号的某种零件，其中有３件次品和７

件合格品，从此箱子中任取３个零件，其中的次品个数可能是０，１，２，３，试验的样

本空间为

Ω＝｛０，１，２，３｝．

例１．５　 某机场问讯电话在一天内收到的电话次数可能是０，１，２，⋯，则试

验的样本空间为

Ω＝｛０，１，２，⋯｝．

例１．６　 考察某一大批同型号电子元件的使用寿命（单位：ｈ），则试验的样

本空间为

Ω＝［０，＋∞）．

为了研究随机现象的统计规律性，需要合理地安排随机试验，分析试验的样
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本空间．在许多实际问题中，人们不仅关心试验最基本的结果，还关心某些特定

的结果在重复试验中是否会出现，出现的比率（即该结果出现的次数与试验总次

数的比值）有多大．例如，在例１．６中，如果规定该型号电子元件优质品的标准是

使用寿命超过１０００ｈ，则“任取１个元件是优质品”这一结果可以用样本空间 Ω

＝［０，＋∞）的一个子集 Ａ＝（１０００，＋∞）来表示．这一结果在重复试验中有时

出现，有时不出现．如果这一结果在重复试验中出现的比率较高，则表明这批元

件的优质品率较高．

我们把随机试验Ｅ的样本空间Ω＝｛ω｝的子集（进一步还要要求这些子集

满足一些特定的性质，在此不做讨论）称为随机试验 Ｅ的随机事件，简称为事

件，用大写字母Ａ，Ｂ，Ｃ等表示．设ＡA Ω，如果试验结果ω∈Ａ，则称在这次试

验中事件 Ａ发生；如果 ω| Ａ，则称事件 Ａ不发生．

在上面的例子中，Ａ＝（１０００，＋∞）< Ω＝［０，＋∞），Ａ是一个随机事件．

如果取出一个元件的使用寿命ω＝１５００ｈ，则ω∈ Ａ，表明事件 Ａ发生；如果取

出另一个元件的使用寿命 ω＝９２０ｈ，则 ω| Ａ，表明事件 Ａ没有发生．

由一个样本点ω组成的事件，称为基本事件．样本空间 Ω本身也是Ω的子

集，它包含 Ω的所有样本点，在每次试验中 Ω必然发生，称为必然事件．空集 �

也是Ω的子集，它不包含任何样本点，在每次试验中都不可能发生，称为不可能

事件．

例１．７　 在例１．３中，子集Ａ＝｛ω１，ω２｝表示事件“从罐子中任取一球是白

球”，子集 Ｂ＝｛ω３，ω４，ω５｝表示事件“从罐子中任取一球是黑球”．事件“取出２

号球”可表示为Ｃ＝｛ω２｝，事件“取出的是白球或黑球”为必然事件，事件“取出

的是黄球”为不可能事件．

在一个样本空间中，如果只有有限多个样本点，则称它为有限样本空间；如

果有无限多个样本点，则称它为无限样本空间．在例１．１～例１．４中的样本空间

都是有限样本空间，在例１．５和例１．６中的样本空间都是无限样本空间．

１．３　 随机事件的关系及运算

在一个试验 Ｅ的样本空间Ω中可能有很多随机事件，每一事件具有各自的

特性，在一些事件之间可能存在着某种联系．为了考察一个比较复杂的事件，往

往是把它与一些较为简单的事件联系起来，通过对这些较为简单事件的研究去

掌握比较复杂事件的特性，因此我们需要研究事件的关系及事件的运算．由于事

件是样本空间的子集，因此事件的关系及运算与集合的关系及运算是互相对应

的．这里要注意的是理解事件的关系及运算的概率含义．

在以下的讨论中，假定 Ω是试验Ｅ的样本空间，所论及的事件都是同一试

验 Ｅ的事件．

·３·§１　 随机试验 　 随机事件
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１．随机事件的关系

（１）事件的包含　如果当事件 Ａ发生时事件Ｂ一定发生，则称事件Ｂ包含

事件 Ａ，记作 ＡA Ｂ．

在例１．７中，有 ＣA Ａ．

设试验Ｅ是将一个点随机地投入图１．１～图１．６中的矩形区域Ω内，事件

Ａ表示点落在圆形区域Ａ内，事件 Ｂ表示点落在区域Ｂ内，用 Ω表示试验Ｅ的

样本空间，用 Ω的子集Ａ和Ｂ分别表示事件Ａ和事件Ｂ，则在图１．１中，有 ＡA

Ｂ．

对于任意事件 Ａ，有 �A ＡA Ω．

如果 Ａ A Ｂ，ＢA Ｃ，则 ＡA Ｃ．

（２）事件的相等　如果事件 Ａ和事件Ｂ相互包含，即ＡA Ｂ且ＢA Ａ，则

称事件 Ａ与事件Ｂ相等，记作 Ａ＝ Ｂ．

事件 Ａ与事件Ｂ相等，表明 Ａ和Ｂ是样本空间Ω的同一子集，实际上是同

一事件．

（３）事件的互不相容 　 如果事件 Ａ和事件Ｂ在同一次试验中不能同时发

生，则称事件 Ａ与事件Ｂ是互不相容的，或称事件 Ａ与事件Ｂ是互斥的．

在例１．７中，事件Ａ与事件Ｂ是互不相容的，事件Ｃ与事件Ｂ也是互不相容

的．这表明，事件 Ｂ和事件Ｃ在同一次试验中是不能同时发生的，但也可能同时

都不发生．

在图１．２中，随机点不能同时落在圆形区域Ａ和Ｂ内，因此事件Ａ与事件Ｂ

是互不相容的．Ａ和Ｂ作为样本空间Ω的子集，它们的交集是空集 �．

（４）事件的互逆 　 如果在每一次试验中事件 Ａ和事件Ｂ都有一个且仅有

一个发生，则称事件 Ａ与事件Ｂ是互逆的或对立的，称其中的一个事件是另一

个事件的逆事件，记作 珚Ａ＝ Ｂ，或珚Ｂ＝ Ａ．显然珛Ａ＝ Ａ．

在例１．７中，事件 Ａ与事件Ｂ是互逆的．

在图１．３中，事件 Ａ与事件Ｂ（阴影区域）是互逆的．作为样本空间 Ω的子

集，珚Ａ＝ Ｂ是Ａ在全集Ω中的补集（或称余集）．

图１．１ 图１．２ 图１．３
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２．随机事件的运算

（１）事件的并　如果事件 Ａ和事件Ｂ至少有一个发生，则这样的一个事件

称为事件 Ａ与事件Ｂ的并事件或和事件，记作 Ａ∪ Ｂ，即并事件

Ａ∪ Ｂ＝｛事件 Ａ发生或事件Ｂ发生｝＝｛ωω∈ Ａ或ω∈ Ｂ｝．

在例１．７中，并事件 Ｂ∪ Ｃ＝｛ω２，ω３，ω４，ω５｝．

在图１．４中，并事件Ａ∪Ｂ表示随机点落在圆形区域Ａ或Ｂ内，用阴影区域

表示．事件 Ａ和事件Ｂ作为样本空间Ω的子集，并事件 Ａ∪ Ｂ就是子集Ａ与Ｂ

的并集．

对于任何事件 Ａ与Ｂ，有

Ａ∪ Ａ＝ Ａ，Ａ∪ �＝ Ａ，Ａ∪Ｂ＝ Ｂ∪ Ａ，

Ａ∪ 珚Ａ＝ Ω，ＡA Ａ∪ Ｂ，ＢA Ａ∪ Ｂ．

如果 Ａ A Ｂ，则有 Ａ∪ Ｂ＝ Ｂ．

事件的并可以推广到多个事件的情形：并事件

∪
ｎ

ｉ＝１

Ａｉ＝｛事件 Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ中至少有一个发生｝，

∪
∞

ｉ＝１

Ａｉ＝｛事件 Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ，⋯ 中至少有一个发生｝．

例如，某人做一项试验，以Ａ表示事件“该项试验成功”，以Ａｉ表示事件“该

项试验做到第ｉ次才成功”（ｉ＝１，２，⋯），则有

Ａ＝∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ．

（２）事件的交　如果事件 Ａ和事件Ｂ同时发生，则这样的一个事件称为事

件 Ａ与事件Ｂ的交事件或积事件，记作 Ａ∩ Ｂ或ＡＢ，即交事件

Ａ∩ Ｂ＝｛事件 Ａ发生且事件Ｂ发生｝＝｛ωω∈ Ａ且ω∈ Ｂ｝．

在例１．７中，交事件 Ａ∩ Ｃ＝｛ω２｝．

在图１．５中，交事件Ａ∩Ｂ表示随机点落在圆形区域Ａ和Ｂ的公共区域内，

用阴影区域表示．事件 Ａ和事件Ｂ作为样本空间Ω的子集，交事件 Ａ∩Ｂ就是

子集 Ａ与Ｂ的交集．

对于任何事件 Ａ与Ｂ，有

Ａ∩ Ａ＝ Ａ，Ａ∩ �＝ �，Ａ∩ Ｂ＝ Ｂ∩ Ａ，

Ａ∩ 珚Ａ＝ �，Ａ∩ ＢA Ａ，Ａ∩ ＢA Ｂ．

如果 Ａ A Ｂ，则有 Ａ∩ Ｂ＝ Ａ．如果 Ａ与Ｂ互不相容，则有 Ａ∩ Ｂ＝ �．

事件的交可以推广到多个事件的情形：交事件

∩
ｎ

ｉ＝１

Ａｉ＝｛事件 Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ同时发生｝，
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∩
∞

ｉ＝１

Ａｉ＝｛事件 Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｎ，⋯ 同时发生｝．

（３）事件的差　如果事件 Ａ发生而事件Ｂ不发生，则这样的一个事件称为

事件 Ａ与事件Ｂ的差事件，记作 Ａ－Ｂ，即差事件

Ａ－Ｂ＝｛事件 Ａ发生但事件Ｂ不发生｝＝｛ωω∈ Ａ且ω| Ｂ｝．

在例１．７中，差事件 Ａ－Ｃ＝｛ω１｝．

在图１．６中，差事件 Ａ－Ｂ表示随机点落在圆形区域Ａ内且不落在Ｂ内，用

阴影区域表示．

图１．４ 图１．５ 图１．６

对于任何事件 Ａ与Ｂ，有

Ａ－Ａ＝ �，Ａ－�＝ Ａ，Ａ－Ｂ＝ Ａ－ＡＢ＝ Ａ珚Ｂ，

Ω－Ａ＝珚Ａ，Ａ－Ω＝ �，（Ａ－Ｂ）∪ Ｂ＝ Ａ∪ Ｂ．

类似于集合的运算，事件的运算有如下的运算规律：

１°交换律 　Ａ∪ Ｂ＝ Ｂ∪ Ａ，　ＡＢ＝ ＢＡ．

２°结合律 　（Ａ∪ Ｂ）∪ Ｃ＝ Ａ∪（Ｂ∪ Ｃ），　（ＡＢ）Ｃ＝ Ａ（ＢＣ）．

３°分配律　Ａ（Ｂ∪Ｃ）＝（ＡＢ）∪（ＡＣ），Ａ∪（ＢＣ）＝（Ａ∪Ｂ）（Ａ∪Ｃ）．

４°对偶律 　 Ａ∪Ｂ＝珚Ａ珚Ｂ，　 ＡＢ＝ 珚Ａ∪珚Ｂ．

对于多个随机事件，以上的运算规律也是成立的．

例１．８　 某工人加工了３个零件，以Ａｉ表示事件“加工的第ｉ个零件是合格

品”（ｉ＝１，２，３），试用 Ａ１，Ａ２和 Ａ３ 这３个事件表示下列事件：

（１）只有第１个零件是合格品；

（２）只有１个零件是合格品；

（３）至少有１个零件是合格品；

（４）最多有１个零件是合格品；

（５）３个零件全是合格品；

（６）至少有１个零件是不合格品．

解 　用 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｆ和Ｇ分别表示（１）～（６）中的事件．

（１）事件 Ａ发生，意味着第１个零件是合格品，并且第２个和第３个零件都

是不合格品，即事件 Ａ１发生且事件 Ａ２，Ａ３ 都不发生，因此
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Ａ＝ Ａ１珚Ａ２珚Ａ３．

（２）事件 Ｂ发生，就是在３个零件中有１个是合格品，并且另外２个是不合

格品，因此

Ｂ＝（Ａ１珚Ａ２珚Ａ３）∪（珚Ａ１Ａ２珚Ａ３）∪（珚Ａ１珚Ａ２Ａ３）．

（３）事件Ｃ发生，即在３个零件中至少有１个是合格品，也就是在３个零件

中恰有１个是合格品，或者恰有２个是合格品，或者３个都是合格品，因此

Ｃ＝（Ａ１珚Ａ２珚Ａ３）∪（珚Ａ１Ａ２珚Ａ３）∪（珚Ａ１珚Ａ２Ａ３）∪（Ａ１Ａ２珚Ａ３）∪（Ａ１珚Ａ２Ａ３）

∪（珚Ａ１Ａ２Ａ３）∪（Ａ１Ａ２Ａ３）．

事件 Ｃ也就是或者第１个零件是合格品，或者第２个零件是合格品，或者第３个

零件是合格品，因此 Ｃ也可以表示成

Ｃ＝ Ａ１ ∪ Ａ２∪ Ａ３．

事件 Ｃ发生，意味着３个零件不能都是不合格品，而３个零件都是不合格品可表

示成珚Ａ１珚Ａ２珚Ａ３，因此

Ｃ＝珚Ａ１珚Ａ２珚Ａ３．

根据对偶律可得

珚Ａ１珚Ａ２珚Ａ３＝珛Ａ１∪珛Ａ２∪珛Ａ３＝ Ａ１∪ Ａ２∪ Ａ３．

此题表明，同一个事件可以用不同的方式来表示，这些方式是彼此相同的．

我们应该选用比较简单的表示形式，以使问题的解答得以简化．

（４）事件 Ｄ发生，就是３个零件都不是合格品，或者其中有２个是不合格品

而另外１个是合格品，因此

Ｄ＝（珚Ａ１珚Ａ２珚Ａ３）∪（Ａ１珚Ａ２珚Ａ３）∪（珚Ａ１Ａ２珚Ａ３）∪（珚Ａ１珚Ａ２Ａ３）．

事件Ｄ发生，也就是在３个零件中任意２个都不能同时为合格品，因此事件Ｄ也

可以表示为

Ｄ＝（珚Ａ１珚Ａ２）∪（珚Ａ１珚Ａ３）∪（珚Ａ２珚Ａ３）．

（５）事件 Ｆ发生，就是在３个零件中每一个都是合格品，因此

Ｆ＝ Ａ１Ａ２Ａ３．

（６）事件 Ｇ发生，就是在３个零件中有１个是不合格品而另外２个是合格品，

或者有２个是不合格品而另外１个是合格品，或者３个零件都是不合格品，因此

Ｇ＝（珚Ａ１Ａ２Ａ３）∪（Ａ１珚Ａ２Ａ３）∪（Ａ１Ａ２珚Ａ３）∪（珚Ａ１珚Ａ２Ａ３）∪（珚Ａ１Ａ２珚Ａ３）

∪（Ａ１珚Ａ２珚Ａ３）∪（珚Ａ１珚Ａ２珚Ａ３）．

事件 Ｇ就是“３个零件都是合格品”这一事件的逆事件，因此 Ｇ也可以表示为

Ｇ＝ Ａ１Ａ２Ａ３．

事件 Ｇ也就是或者第１个零件是不合格品，或者第２个零件是不合格品，或者第
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３个零件是不合格品，因此 Ｇ还可以表示为

Ｇ＝珚Ａ１∪珚Ａ２∪ 珚Ａ３．

根据对偶律可知

Ａ１Ａ２Ａ３＝ 珚Ａ１ ∪ 珚Ａ２ ∪ 珚Ａ３．

例１．９　 设 Ａ，Ｂ，Ｃ是同一试验Ｅ的三个事件，试化简下列各式：

（１）（Ａ∪ Ｂ）（Ｂ∪ Ｃ）；

（２）（Ａ∪ Ｂ）（Ａ∪珚Ｂ）（珚Ａ∪ Ｂ）．

解 　根据事件的运算规律，可得

（１）

（Ａ∪ Ｂ）（Ｂ∪ Ｃ）

＝［（Ａ∪ Ｂ）Ｂ］∪［（Ａ∪ Ｂ）Ｃ］

＝［（ＡＢ）∪ Ｂ］∪［（ＡＣ）∪（ＢＣ）］

＝Ｂ∪（ＡＣ）∪（ＢＣ）

＝Ｂ∪（ＡＣ）．

（２）

（Ａ∪ Ｂ）（Ａ∪珚Ｂ）（珚Ａ∪ Ｂ）

＝｛［Ａ（Ａ∪珚Ｂ）］∪［Ｂ（Ａ∪珚Ｂ）］｝（珚Ａ∪ Ｂ）

＝［Ａ∪（Ａ珚Ｂ）∪（ＡＢ）∪ �］（珚Ａ∪ Ｂ）

＝（Ａ∪ �）（珚Ａ∪ Ｂ）

＝（Ａ珚Ａ）∪（ＡＢ）

＝�∪（ＡＢ）

＝ＡＢ．

§２　 随机事件的概率

在一个随机试验的样本空间中，可能有许多随机事件．一个事件在一次试验

中可能发生，也可能不发生，具有随机性．如果在大量重复试验中观测这些事件，

则有的事件发生的可能性大些，有的事件发生的可能性小些，有些事件发生的可

能性大小近似相等，这些事件发生的可能性大小呈现出一定的规律性．为了刻画

随机事件发生的可能性大小，人们引进了随机事件的概率这一概念．

２．１　 频率

例２．１　 在有１２０人参加的某次考试中，得８０分的有４０人，占总人数的

４０
１２０；得９０分的有１５人，占总人数的

１５
１２０．由此可知，得８０分或９０分的共有５５人，
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占总人数的
５５
１２０．

定义２．１　 设在相同的条件下进行的ｎ次试验中，事件Ａ发生了ｎＡ次，则

称ｎＡ 为事件Ａ发生的频数，称比值
ｎＡ
ｎ 为事件Ａ发生的频率，记作ｆｎ（Ａ），即

ｆｎ（Ａ）＝
ｎＡ
ｎ．

事件Ａ的频率反映了事件Ａ在ｎ次试验中发生的频繁程度．频率越大，表明

事件 Ａ的发生越频繁，从而可知事件 Ａ在一次试验中发生的可能性越大．在例

２．１中，用Ａ表示事件“考试成绩为８０分”，用Ｂ表示事件“考试成绩为９０分”，则

Ａ∪Ｂ表示事件“考试成绩为８０分或９０分”，事件Ａ与事件Ｂ互不相容．易知ｎ

＝１２０，ｎＡ ＝４０，ｎＢ ＝１５，ｎＡ∪Ｂ ＝ｎＡ＋ｎＢ＝５５，从而有

ｆ１２０（Ａ）＝
４０
１２０
，　ｆ１２０（Ｂ）＝

１５
１２０
，

ｆ１２０（Ａ∪ Ｂ）＝
５５
１２０＝
４０
１２０＋
１５
１２０＝ｆ１２０（Ａ）＋ｆ１２０（Ｂ）．

由于ｆ１２０（Ａ）＞ｆ１２０（Ｂ），因此当从这１２０份试卷中任意取出１份时，其成绩是８０

分的可能性比是９０分的可能性要大一些．

易知频率具有如下基本性质：

（１）对于任意事件 Ａ，有ｆｎ（Ａ）≥０；

（２）对于必然事件 Ω，有ｆｎ（Ω）＝１；

（３）对于两两互不相容的事件 Ａ１，Ａ２，⋯，Ａｍ（即当ｉ≠ｊ时，有 ＡｉＡｊ＝ �，

ｉ，ｊ＝１，２，⋯，ｍ），有

ｆｎ ∪
ｍ

ｉ＝１

Ａｉ ＝∑
ｍ

ｉ＝１

ｆｎ（Ａｉ）．

以上三条性质依次称为频率的非负性、规范性和有限可加性．

由定义２．１可知，频率ｆｎ（Ａ）依赖于试验次数ｎ及每次试验的结果．由于试

验结果具有随机性，因此频率也具有随机性．当ｎ较小时，频率的波动性较大．当

ｎ增大时，频率将会怎样变动呢？请看下面的例子．

例２．２　 表１．１记录了几位科学家重复抛掷一枚硬币的结果：

表１．１

试验者 抛掷次数 ｎ 正面朝上频数ｎＡ 正面朝上频率ｆｎ（Ａ）

德·摩根（ＤｅＭｏｒｇａｎ） ２０４８ １０６１ ０．５１８１

浦 　 丰（Ｂｕｆｆｏｎ） ４０４０ ２０４８ ０．５０６９

费歇尔（Ｆｉｓｈｅｒ） １００００ ４９７９ ０．４９７９

皮尔逊（Ｐｅａｒｓｏｎ） １２０００ ６０１９ ０．５０１６
皮尔逊（Ｐｅａｒｓｏｎ） ２４０００ １２０１２ ０．５００５

·９·§２　 随机事件的概率
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