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内容简介
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前　　言

　　本书是为适应２１世纪数学教学的需要，按照教育部“高等教育面向２１世纪

教学内容课程体系改革计划”的精神，在南京理工大学１９９７年出版使用的《高等

数学教程》的基础上修订而成的。本书凝结了编者多年教学实践经验和体会，同

时吸收了国内外现行的有特色教材的优点。

本书强调将基础知识的学习、数学思想方法的学习以及数学素质的培养融

为一体。注重数学概念的几何直观表述，图文并茂，叙述详尽，说理透彻，通俗易

懂。书中所选例题、习题覆盖面广，具有代表性。每节均配有习题，书末附有习

题答案。凡超过“高等数学课程教学基本要求”的内容都用＊标明。

本书分上、下两册出版。上册主要内容是函数、极限、函数的连续性，一元函

数微分学及其应用，一元函数积分学及其应用；下册内容有向量代数与空间解析

几何，多元函数微分法及其应用，重积分及其应用，曲线积分与曲面积分，无穷级

数，微分方程。

本书共分十二章。全书由杨孝平教授主持修订和审阅，参加修订工作的有

许春根（第一章），王为群（第二、三章），尹群（第四、五、六章），吴新民（第七、八

章），刘德钦（第九、十章），俞军（第十一、十二章），陆毓琪教授也审阅了全书的书

稿。感谢南京理工大学应用数学系的教师，他们对本书的编写提出了宝贵的意

见和建议，提高了本书的质量。本书的出版得到了南京理工大学教务处的关心

和资助，得到了高等教育出版社王瑜和李陶编辑的大力支持，在此谨向他们致以

谢意。

由于编者水平有限，书中错误与不妥之处在所难免，敬请广大读者批评

指正。

编　者

２００４年７月
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第十章　曲线积分与曲面积分

上一章已经把积分概念从积分范围为数轴上一个区间的情形推广到积分范

围为平面或空间内一个闭区域的情形．本章将把积分概念推广到积分范围为一

段曲线或一片曲面的情形，即曲线积分和曲面积分．这种新型积分与我们前面遇

到过的二重积分、三重积分之间的联系在格林定理、高斯定理、斯托克斯定理中

给出，这些定理有重要的理论意义和广泛应用．

第一节　对弧长的曲线积分

一、对弧长的曲线积分的概念与性质

实例　求曲线弧的质量

设平面上有一条光滑曲线Ｌ，它的两个端点为 Ａ、Ｂ，Ｌ上任一点Ｍ（ｘ，ｙ）处

图１０．１

的线密度为连续函数μ（ｘ，ｙ），求此曲线弧的质量

（图１０．１）．

解　用分点 Ａ＝ Ｍ０，Ｍ１，⋯，Ｍｉ－１，Ｍｉ，⋯，Ｍｎ

＝Ｂ将曲线Ｌ任意分成ｎ小段Ｍｉ－１Ｍｉ ，其长度分别

为Δｓｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）．

现考察小弧段Ｍｉ－１Ｍｉ的质量．在弧段Ｍｉ－１Ｍｉ上

任取一点 Ｐｉ（ξｉ，ηｉ），曲线在 Ｐｉ 处的 密度为

μ（ξｉ，ηｉ）．当Δｓｉ 很小时，因为线密度连续，就可以用

点Ｐｉ 处的线密度代替这小弧段上其它各点处的线密度，从而得到这小弧段的质

量的近似值为

Δｍｉ ≈μ（ξｉ，ηｉ）Δｓｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｎ）．

因此整个曲线的质量的近似值为

ｍ＝∑
ｎ

ｉ＝１

Δｍｉ ≈∑
ｎ

ｉ＝１

μ（ξｉ，ηｉ）Δｓｉ．

显而易见，当分点愈多，小弧段的长度愈小时，近似值就越接近于曲线弧的
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质量．

记λ＝ｍａｘ（Δｓ１，Δｓ２，⋯，Δｓｎ），则曲线的质量 ｍ可精确地表达为：当λ→０

时，上述和式的极限，即

ｍ＝ｌｉｍ
λ→０∑

ｎ

ｉ＝１

μ（ξｉ，ηｉ）Δｓｉ．

这种和式的极限在研究许多物理量或几何量中也会遇到．由此抽象出对弧长的

曲线积分的概念．

　　定义　设Ｌ为ｘＯｙ平面上一条光滑曲线ＡＢ，函数ｆ（ｘ，ｙ）在Ｌ上有界．

在Ｌ上任取点Ａ＝Ｍ０，Ｍ１，⋯，Ｍｎ－１，Ｍｎ＝Ｂ，将Ｌ分成ｎ小段，每小段的长度

为Δｓｉ（ｉ＝１，２，⋯，ｎ），在每小段上任取一点（ξｉ，ηｉ），作和式∑
ｎ

ｉ＝１

ｆ（ξｉ，ηｉ）Δｓｉ，

若不论对 Ｌ怎样分法，点（ξｉ，ηｉ）怎样取法，当各小弧段的长度的最大值λ→０

时，上述和的极限存在，则称此极限值为函数ｆ（ｘ，ｙ）在曲线Ｌ上对弧长的曲

线积分（或称第一型曲线积分），记作

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ　 或　∫

ＡＢ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ，

即

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝ｌｉｍ

λ→０
∑
ｎ

ｉ＝１

ｆ（ξｉ，ηｉ）Δｓｉ．

其中ｆ（ｘ，ｙ）叫做被积函数，曲线 Ｌ叫做积分路径，ｄｓ叫做弧长元素（即弧微

分）．

根据这个定义，上面所说的曲线质量ｍ，当线密度μ（ｘ，ｙ）在Ｌ上连续时，就

等于μ（ｘ，ｙ）对弧长的曲线积分，即

ｍ＝∫
Ｌ
μ（ｘ，ｙ）ｄｓ．

可以证明：若函数ｆ（ｘ，ｙ）在光滑曲线Ｌ上连续，则ｆ（ｘ，ｙ）在Ｌ上对弧长

的曲线积分一定存在（即ｆ（ｘ，ｙ）在曲线Ｌ上可积）．以后我们总假定 Ｌ是光滑

的或分段光滑的（即Ｌ可分成有限段，而每一段都是光滑的），函数在 Ｌ上是连

续的．

若Ｌ是分段光滑的，我们规定函数在Ｌ上的曲线积分等于在各光滑段上的

曲线积分之和．

若Ｌ是闭曲线，通常把函数 ｆ（ｘ，ｙ）在闭曲线上对弧长的曲线积分记作

∮
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ．

容易证明，对弧长的曲线积分具有如下性质：

第十章　曲线积分与曲面积分
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（１）线性性质：设α、β为常数，则

∫
Ｌ
［αｆ（ｘ，ｙ）±βｇ（ｘ，ｙ）］ｄｓ＝α∫

Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ±β∫

Ｌ
ｇ（ｘ，ｙ）ｄｓ．

（２）对弧段具有可加性：若Ｌ是由Ｌ１ 与Ｌ２ 组成的（记作Ｌ＝Ｌ１ ＋Ｌ２），则

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫

Ｌ１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＋∫
Ｌ２

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ．

此性质可以推广到Ｌ由Ｌ１，Ｌ２，⋯，Ｌｋ 组成的情形．

以上概念和性质可以推广到空间曲线Ｌ上，

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｓ＝ｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１

ｆ（ξｉ，ηｉ，ζｉ）Δｓｉ．

其中ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）是定义在空间曲线Ｌ上的函数，ｄｓ表示空间曲线的弧长元素．

二、对弧长的曲线积分的计算与应用

在曲线积分∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ中，被积函数 ｆ（ｘ，ｙ）虽然是二元函数．但

ｆ（ｘ，ｙ）中的ｘ，ｙ是在曲线Ｌ上变化的，所以ｘ，ｙ不是独立的，它们之间的关

系实质上只依赖于一个变量．如果利用曲线Ｌ的方程消去一个变量，曲线积分

就可化为定积分来计算．

　　定理　设平面曲线Ｌ的参数方程为

ｘ＝ｘ（ｔ）

ｙ＝ｙ（ｔ）
，　（α≤ｔ≤β），

其中ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）在［α，β］上具有一阶连续导数，且 ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ）≠０．若

ｆ（ｘ，ｙ）在Ｌ上连续，则有

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫

β

α
ｆ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ）ｄｔ． （１０．１）

证　因为ｆ（ｘ，ｙ）在Ｌ上连续，所以曲线积分∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ存在，从而对Ｌ

的任何分法，点（ξｉ，ηｉ）的任何取法，恒有

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝ｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１

ｆ（ξｉ，ηｉ）Δｓｉ．

第一节　对弧长的曲线积分
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设ｔｉ－１、ｔｉ 为第ｉ段曲线两端点的对应参数值，由于

Δｓｉ ＝∫
ｔｉ

ｔ
ｉ－１

ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ）ｄｔ．

应用积分中值定理有

Δｓｉ ＝ ｘ′２（珋ｔｉ）＋ｙ′２（珋ｔｉ）Δｔｉ，

其中珋ｔｉ∈［ｔｉ－１，ｔｉ］，Δｔｉ ＝ｔｉ－ｔｉ－１．让ξｉ＝ｘ（珋ｔｉ），ηｉ ＝ｙ（珋ｔｉ），则有

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝ｌｉｍ

λ→０∑
ｎ

ｉ＝１

ｆ［ｘ（珋ｔｉ），ｙ（珋ｔｉ）］ ｘ′２（珋ｔｉ）＋ｙ′２（珋ｔｉ）Δｔｉ．

注意到ｆ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ） 在［α，β］上连续，从而上式右边即为定

积分∫
β

α
ｆ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）） ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ）ｄｔ，故（１０．１）式成立．

公式（１０．１）表明，计算对弧长的曲线积分∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ时，只要把被积函数

中的变量ｘ，ｙ用曲线Ｌ的参数方程ｘ＝ｘ（ｔ），ｙ＝ｙ（ｔ）代入，使ｆ（ｘ，ｙ）成为ｔ

的一元函数ｆ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）），将弧微分ｄｓ换为 ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ）ｄｔ，然后从α到β

作定积分．这里必须注意，定积分的下限α一定小于上限β．这是因为从上述推

导中可以看出，由于小弧段的长度Δｓｉ 总是正的，从而Δｔｉ＞０，所以定积分的下

限α一定小于上限β．

若曲线Ｌ由方程

ｙ＝ｙ（ｘ）　（ａ≤ｘ≤ｂ）

给出，那么可以把这种情形看作是

ｘ＝ｘ，

ｙ＝ｙ（ｘ）
　（ａ≤ｘ≤ｂ），

即将ｘ看作参数，由公式（１０．１）可得

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ，ｙ（ｘ）） １＋ｙ′２（ｘ）ｄｘ． （１０．２）

类似地，若曲线Ｌ的方程为

ｘ＝ｘ（ｙ）　（ｃ≤ｙ≤ｄ），

则

第十章　曲线积分与曲面积分
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∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫

ｄ

ｃ
ｆ（ｘ（ｙ），ｙ） １＋ｘ′２（ｙ）ｄｙ． （１０．３）

而当曲线Ｌ由极坐标方程

ρ＝ρ（φ）　（α≤φ≤β）

形式给出时，则由公式（１０．１）可得

∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｓ＝∫

β

α
ｆ（ρｃｏｓφ，ρｓｉｎφ） ρ２＋ρ′２（φ）ｄφ． （１０．４）

公式（１０．１）可推广到空间曲线 Ｌ对弧长的曲线积分．设空间曲线 Ｌ的

方程为　　　

ｘ＝ｘ（ｔ），

ｙ＝ｙ（ｔ），

ｚ＝ｚ（ｔ）

　（α≤ｔ≤β），

则有

　　

　∫
Ｌ
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｓ

＝∫
β

α
ｆ（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ）） ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ）＋ｚ′２（ｔ）ｄｔ．

　

　

（１０．５）

例１　计算∫
Ｌ
ｘｙｄｓ，其中Ｌ为椭圆

ｘ＝ａｃｏｓｔ，

ｙ＝ｂｓｉｎｔ
在第一象限部分（图１０．２）．

图１０．２

解　 　ｄｘ
ｄｔ
＝－ａｓｉｎｔ，ｄｙ

ｄｔ
＝ｂｃｏｓｔ．

ｄｓ＝ ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ）ｄｔ

＝ ａ２ｓｉｎ２ｔ＋ｂ２ｃｏｓ２ｔｄｔ．

点Ａ与点Ｂ对应的参数为０与
π
２
，由公式（１０．１）得

∫
Ｌ
ｘｙｄｓ＝∫

π
２

０
ａｃｏｓｔｂｓｉｎｔ ａ２ｓｉｎ２ｔ＋ｂ２ｃｏｓ２ｔｄｔ

＝ａｂ∫
π
２

０
ｃｏｓｔｓｉｎｔ ａ２ －（ａ２ －ｂ２）ｃｏｓ２ｔｄｔ

第一节　对弧长的曲线积分
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＝
ａｂ
２（ａ２ －ｂ２）∫

π
２

０
ａ２ －（ａ２ －ｂ２）ｃｏｓ２ｔｄ［ａ２ －（ａ２ －ｂ２）ｃｏｓ２ｔ］

＝ ａｂ
３（ａ＋ｂ）

（ａ２ ＋ａｂ＋ｂ２）．

例２　计算∫
Ｌ
ｙｄｓ，其中：

（１）Ｌ是由折线ＯＡＢ组成，Ａ的坐标为（１，０），Ｂ的坐标为（１，１）（图１０．３）．

（２）Ｌ是抛物线ｙ２ ＝ｘ从点Ｂ（１，－１）到点 Ａ（１，１）的一段（图１０．４）．

图１０．３
　　　　

图１０．４

解　（１）因为积分路径Ｌ＝ＯＡ＋ＡＢ，所以

∫
Ｌ
ｙｄｓ＝∫

ＯＡ
ｙｄｓ＋∫

ＡＢ
ｙｄｓ．

在ＯＡ上：ｙ＝０，ｄｓ＝ｄｘ；在ＡＢ上：ｘ＝１，ｄｓ＝ｄｙ，因此

∫
Ｌ
ｙｄｓ＝∫

１

０
０ｄｘ＋∫

１

０
ｙｄｙ＝ １
２
．

（２）将Ｌ的方程改写成

ｘ＝ｙ２　（－１≤ｙ≤１），

以保证函数是单值的，则ｄｘ
ｄｙ
＝２ｙ，ｄｓ＝ １＋（２ｙ）２ｄｙ，由公式（１０．３）得

∫
Ｌ
ｙｄｓ＝∫

１

－１
ｙ １＋４ｙ２ｄｙ＝０

（因为被积函数是奇函数）．

例３　计算∫
ｃ
ｘｙｚｄｓ，其中ｃ是螺旋线ｘ＝ａｃｏｓｔ，ｙ＝ａｓｉｎｔ，ｚ＝ｋｔ的一段

（０≤ｔ≤２π）．

解　 　ｄｘ
ｄｔ
＝－ａｓｉｎｔ，ｄｙ

ｄｔ
＝ａｃｏｓｔ，ｄｚ

ｄｔ
＝ｋ．

第十章　曲线积分与曲面积分
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ｄｓ＝ ｘ′２（ｔ）＋ｙ′２（ｔ）＋ｚ′２（ｔ）ｄｔ＝ ａ２ ＋ｋ２ｄｔ．

由公式（１０．５）得

　　∫
Ｌ
ｘｙｚｄｓ＝∫

２π

０
ａ２ｃｏｓｔｓｉｎｔ·ｋｔ ａ２＋ｋ２ｄｔ

＝
１
２
ｋａ２ ａ２ ＋ｋ２∫

２π

０
ｔｓｉｎ２ｔｄｔ

＝ １
２
ｋａ２ ａ２ ＋ｋ２ －ｔｃｏｓ２ｔ

２

２π

０
＋１
２∫

２π

０
ｃｏｓ２ｔｄｔ

＝－１
２
πｋａ２ ａ２ ＋ｋ２．

曲线的质量可以用对弧长的曲线积分来表示，关于曲线的质心、转动惯量等

也都可应用这种积分来表达．

如有光滑平面曲线Ｌ，其线密度为μ（ｘ，ｙ），应用积分微元法，不难建立下面

的结果．曲线的质心坐标珚ｘ，珔ｙ为

珚ｘ＝
∫
Ｌ
ｘμｄｓ

∫
Ｌ
μｄｓ
，　　珔ｙ＝
∫
Ｌ
ｙμｄｓ

∫
Ｌ
μｄｓ
．

曲线对ｘ轴、ｙ轴及原点的转动惯量分别为

Ｉｘ ＝∫
Ｌ
ｙ２μｄｓ，　　Ｉｙ ＝∫

Ｌ
ｘ２μｄｓ，　　Ｉ０ ＝∫

Ｌ
（ｘ２＋ｙ２）μｄｓ．

例４　设有一半圆弧Ｌ：ｘ２＋ｙ２ ＝Ｒ２（ｙ≥０），其上均匀分布着质量，求它

的质心和对ｘ轴的转动惯量．

图１０．５

解　如图１０．５所示，由对称性知质心的横坐标

珚ｘ＝０．因为质量均匀分布，所以线密度μ为常数．

珔ｙ＝
∫
Ｌ
ｙμｄｓ

∫
Ｌ
μｄｓ
＝
∫
Ｌ
ｙｄｓ

∫
Ｌ
ｄｓ
．

为了便于计算，利用半圆的参数方程

ｘ＝Ｒｃｏｓｔ，ｙ＝Ｒｓｉｎｔ（０≤ｔ≤π），

则 ｄｓ＝ ｘｔ′２＋ｙｔ′２ｄｔ＝Ｒｄｔ．

于是

第一节　对弧长的曲线积分



１８４　　

∫
Ｌ
ｙｄｓ＝∫

π

０
Ｒ２ｓｉｎｔｄｔ＝２Ｒ２．

而 ∫
Ｌ
ｄｓ＝πＲ，

故 珔ｙ＝２Ｒ
π
．

所以半圆弧的质心坐标为（０，２Ｒπ）．

半圆对ｘ轴的转动惯量为

Ｉｘ ＝∫
Ｌ
μｙ２ｄｓ＝μ∫

π

０
Ｒ３ｓｉｎ２ｔｄｔ＝μπＲ

３

２
．

习　题　１０．１

１．计算下列曲线积分：

（１）∮
Ｌ
（ｘ＋ｙ）ｄｓ，其中 Ｌ是由Ｏ（０，０），Ａ（１，０），Ｂ（０，１）为顶点的三角形

边界；

（２）∫
Ｃ
ｓｉｎ２ｘｄｓ，其中Ｃ为曲线ｙ＝ｓｉｎｘ（０≤ｘ≤π）；

（３）∮
Ｌ
（ｘ
４
３ ＋ｙ

４
３）ｄｓ，其中Ｌ为星形线ｘ

２
３ ＋ｙ

２
３ ＝ａ

２
３；

（４）∫
Ｃ
ｘ｜ｙ｜ｄｓ，其中Ｃ是椭圆ｘ＝ａｃｏｓｔ，ｙ＝ｂｓｉｎｔ（ａ＞ｂ＞０）的右半部

分（ｘ≥０部分）；

（５）∮
Ｌ
ｘ２ ＋ｙ２ｄｓ，其中Ｌ为圆ｘ２ ＋ｙ２ ＝４ｘ的一周；

（６）∮
Ｃ
ｅ ｘ

２＋ｙ２ｄｓ，其中Ｃ为曲线ρ＝ａ，φ＝－π
２
，φ＝π
４
（ρ，φ为极坐标）所围

成的闭曲线；

（７）∫
Ｌ
ｘｙｚｄｓ，其中Ｌ为曲线ｘ＝ｔ，ｙ＝２

３
ｔ ２ｔ，ｚ＝１

２
ｔ２ 在０≤ｔ≤１对应

的一段．

２．设曲线ｙ＝ｌｎｘ上每一点的密度等于该点的横坐标的平方，求曲线在

ｘ＝ ３和ｘ＝ １５之间这一段的曲线的质量．

３．求半径为Ｒ，圆心角为２α（０＜α＜ π
２
）的均匀圆弧的质心．

第十章　曲线积分与曲面积分
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