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收益波动率的非参数估计

及其对中国股市波动性的应用研究

鲁万波 李竹渝 杜 江

摘 要 非参数函数估计是研究非线性时间序列的一种有用工具。本文在

混合相依样本的条件下，结合迭代累积平方和（陨悦杂杂）法则和获取最优窗宽的
交叉核实函数法则，分别获得了沪、深股指收益率序列核权估计、局部多项式

估计的波动率函数。我们发现，无论是深市还是沪市，波动率函数都呈 哉形而
不是常数，且在零点达到最小；其次，收益率对于波动的影响是非对称的，波

动率曲线的右尾厚于左尾；再次，用核权估计得到的波动率函数曲线比用局部

多项式估计得到的曲线要平滑得多，而相对波动率曲线的局部多项式估计，当

预期收益率接近跌停板时，市场波动性却猛然降低，这种极端变化恰好反映了

投资者对于政府进行市场干预或者“政策救市”的信心。

关键词 波动性，非参数晕原宰核估计，局部多项式估计（蕴孕耘），迭代累
积平方和（陨悦杂杂），交叉核实函数

员援引 言

由于金融资产价格的波动是金融体系风险积累的重要来源，几乎所有的金

融危机都与金融资产价格的过度波动相关，因而判断和解释金融资产的波动

性，一直都是金融风险管理中的一个中心问题。

对于资产价格波动性的研究，最早要追溯到对于股票收益率的研究上，法

国经济学家月葬糟澡藻造蚤藻则（员怨园园）第一个提出收益率是服从随机游走假设的。他认
为从纯理论的推导上看，价格的变化是独立的，服从相同的正态分布。随机游

走模型符合金融学中有效市场（耘枣枣蚤糟蚤藻灶贼酝葬则噪藻贼）的理论，运用也很简便，常用
来预测和估算股票价格。但随机游走模型在应用中有明显的局限性：金融市场
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中一个常见的现象是股价或其他类似的金融产品价格的波动性不仅随时间变

化，而且常在某一时段中连续出现偏高或偏低的情况。云葬皂葬（员怨远缘）通过实证
分析也得到了相似的结论，虽然他观察到投机性价格的变化和收益率的变化具

有稳定时期和易变时期，即价格呈现集群性（悦造怎泽贼藻则蚤灶早），方差随着时间变化，
但是他并没有进一步地给出解释的模型。杂澡蚤造造藻则对员怨苑员—员怨苑苑年实际标准普尔
缘园园股价指数的分析表明，市场价格比理论计算价格的波动性大很多。他于
员怨愿怨年出版的《股票市场的易变性》一书反映了他关于波动性的研究成果。
然而，以月葬糟澡藻造蚤藻则和云葬皂葬为代表的观点受到了来自许多方面的挑战，其中以
耘灶早造藻（员怨愿圆）提出的自回归条件异方差模型（粤砸悦匀）以及 月燥造造藻则泽造藻增（员怨愿远）
提出的广义自回归条件异方差模型（郧粤砸悦匀）为代表的这类研究最具有说服
力。粤砸悦匀模型的理论和数学结构已经建立，它的重要性质和特点已为研究人
员和实际工作者接受。近两年，随着中国股市的发展，我国一些学者也利用

粤砸悦匀类模型对我国股市的波动性进行了研究。例如，允蚤葬灶早葬灶早载怎（员怨怨怨）以
上证综合指数收益率为对象，建立了 郧粤砸悦匀（员，圆）、耘郧粤砸悦匀（员，圆）和
郧允砸原郧粤砸悦匀（员，圆）模型，并对这猿种模型作了比较；王军波等（员怨怨怨）利
用郧粤砸悦匀模型分析了利率和成交量对股价波动的影响，估计了线性郧粤砸悦匀模
型、郧粤砸悦匀原酝模型和两种非线性 郧粤砸悦匀模型（耘郧粤砸悦匀和 栽郧粤砸悦匀模型）；
陈泽忠等（圆园园园）将 郧粤砸悦匀原酝模型和 耘郧粤砸悦匀模型结合起来，分析了我国
股市波动性的特点；唐齐鸣等（圆园园员）应用 粤砸悦匀模型结合 贼原分布的条件异
方差自回归模型，研究了我国股票市场价格的波动特征，建立了相应的

郧粤砸悦匀（员，员）和 耘郧粤砸悦匀（员，员）模型；再陨晕原匀哉粤再耘匀等（圆园园圆）利用多
元郧粤砸悦匀模型研究了沪、深股市缘愿只样本股的股票收益率和波动情况，发现
粤股的回报率对波动性有显著影响；胡海鹏等（圆园园圆）利用 粤砸原耘郧粤砸悦匀原酝
模型对中国股市波动性进行了拟合分析，并对实证结果给出了解释。

对以上种种观点，我国学者认为由于条件异方差不是常数，独立更新过程

的条件方差也不是常数，因而更新过程不是白噪声序列。这些研究在很大程度

上抓住了在金融投资领域，尤其是在股票市场和外汇市场，许多金融时间序列

的条件异方差不断变化的特征，即集群性。他们的研究一致认为，条件异方差

依赖于某些变量，如过去的价格以及一些未知的参数。譬如，粤砸悦匀与 粤砸悦匀
类模型中条件方差的结构具有明显的参数形式。但是，当模型及参数的假定与

实际相背离时，就容易产生模型设定误差，而非参数回归模型就避免了这个陷

阱。非参数回归模型的特点是：回归函数的形式约束较少，可以不预先给定；

解释变量和被解释变量的分布也很少限制，因而有较大的适应性。最近，在

匀覿则凿造藻等人的建议下，匀藻蚤凿（员怨怨远，员怨怨苑）从另一个角度出发，尝试用非参数
回归的方法从更可行的方向上去估计资产价格的波动率。

在本文中，我们沿着这个思路，将非参数估计方法运用于我国股市的金融

时间序列样本数据，来探讨我国股市波动率分布的变化状况。在给定数据为混

怨圆员
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合样本的情况下，结合迭代累积平方和（陨悦杂杂）法则和获取最优窗宽常用到的
交叉核实函数法则，我们对我国股价指数收益率序列的波动性进行了非参数回

归核估计和局部多项式估计，并在实证的基础上比较了这两种方法所获得的结

果。

本文其余部分结构如下：第二节引入了金融时间序列波动性的异方差模

型；第三节给出波动率的核估计，运用改良的交叉核实函数来选择渐进最优窗

宽；第四节考虑波动率的局部多项式估计，同样运用交叉核实函数法来选择窗

宽；第五节研究上海和深圳股市收益波动率，给出一些有兴趣的结果；最后，

给出简短结论。

圆援金融时间序列波动性的异方差模型

由于金融时间变量序列一般相依样本序列，下面首先介绍与相依性有关的

混合序列的一些定义。设 ｛载贼，员贼约垣肄｝是定义在概率空间（Ω，粤，孕）
上的一列平稳随机变量序列，枣表示 ｛载贼｝的密度函数。对于任意的 员葬约

遭，用 云遭葬表示由随机向量所生成的域载葬，载葬垣员，⋯，载遭所生成的σ域，用

云葬原肄，云垣肄葬 分别表示由 载员⋯，载葬原员，载葬，载葬垣员，⋯所生成的σ域，用 蕴圆
（云遭葬）表示所有 云遭葬原可测并且有有限二阶矩的随机变量簇。
砸燥泽藻灶遭造葬贼贼（员怨缘远）首先引入了强混合过程的概念：过程 ｛载贼｝称为是强混

合（α原混合）的，如果存在一个非负函数α∈陨（整数域），使得对于任意整
数 造∈陨，对于每一个整数 灶（灶员），

泽怎责
粤∈云
造
垣肄，月∈云

垣肄
造垣灶

渣责（粤月）原孕（粤）孕（月）渣越α（灶）→园 葬泽 灶→肄

陨遭则葬早蚤皂燥增（员怨远圆）引入了一致混合过程的概念：过程 ｛载贼｝称为是一致混
合的（原混合），如果存在一个非负函数α∈陨（整数域），使得对于任意整数
造∈陨，对于每一个整数 灶（灶员），

泽怎责
粤∈云
造
垣肄，月∈云

垣肄
造垣灶

渣责（月渣粤）原孕（月）渣越（灶）→园 葬泽 灶→肄

运燥造皂燥早燥则燥增（员怨远园）引入了ρ原混合过程的概念：过程 ｛载贼｝称为是ρ原混
合的，如果存在一个非负函数ρ∈Ι（整数域），使得对于任意整数 造∈陨，对于
每一个整数 灶（灶员），

园猿员
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泽怎责
在员∈蕴圆（云

造
原肄），在圆∈蕴圆（云

垣肄
造垣灶）
渣悦燥则则（在员，在圆）渣越ρ（灶）→园 葬泽 灶→肄

其中 悦燥则则（在员，在圆）表示随机变量 在员和 在圆之间的相关系数。这三个混合系
数满足关系：

α（灶）
员
源ρ（灶）

员
圆

（灶）

本文仅考虑单变量的金融时间序列 ｛曾员，曾圆，⋯，曾栽｝，则序列的收益率
则贼一般可定义为：则贼越造燥早曾贼原造燥早曾贼原员，贼越圆，猿，⋯，栽。假设 ｛则贼｝是平稳的，
在时刻 贼，交易者知道的各种信息用随机向量 陨贼表示，收益率的最佳预测由条
件均值给出：

μ贼越耘［则贼垣员渣陨贼］， （员）

条件方差是：

σ圆贼越灾葬则［则贼垣员渣陨贼］越耘［（则贼原μ贼）
圆渣陨贼］ （圆）

因而，我们可假设 ｛则贼垣员｝是由如下的乘积过程所产生：

则贼垣员越μ贼垣σ贼ε贼垣员 （猿）

其中ε贼垣员服从 晕（园，员），σ贼是一个随机变量序列，通常 灾葬则（则贼垣员渣陨贼）越σ圆贼
为则贼垣员的条件方差。在分析中，虽然信息向量 陨贼所包括的信息是非常庞大的，
但我们仅对 陨贼原员包含过去收益率的情况感兴趣，同时我们这里仅限于一阶滞后
的情况，否则我们将会遇到阶数确定的困难，这并不是本文所要研究的。令μ
（则）是 贼时刻则贼越则条件下贼垣员时刻收益率的条件期望，μ（则）越耘［则贼垣员渣则贼
越则］。式（猿）可表示为：

则贼垣员越μ（则）垣σ（则）ε贼垣员 （源）

条件方差表示为：

σ圆（则）越耘［则圆贼垣员渣则贼越则］原耘圆［则贼垣员渣则贼越则］越耘［则圆贼垣员渣则贼越则］原μ
圆（则） （缘）

员猿员
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标准差σ（则）即为本文所要讨论的股票价格的波动性。由于样本数据不再满
足相互独立性条件，故我们考虑弱相依（α原酝蚤曾蚤灶早，原酝蚤曾蚤灶早，ρ原酝蚤曾蚤灶早）
样本情况下对σ（则）的非参数估计。

猿援相依样本情况下波动率的晕葬凿葬则葬赠葬原宰葬贼泽燥灶核估计

为了估计式（缘）中的σ（则），我们首先介绍回归模型 再越早（曾）越耘［再
渣载越曾］非参数函数估计的一些结果。在相依样本情况下，对于 早（曾）的非
参数估计有三个重要的贡献：月蚤藻则藻灶泽（员怨愿猿）在一致混合的条件下证明了核估
计的一致收敛性，悦澡葬蚤（员怨愿愿）在同样的条件下证明了核估计的逐点强相合性
及其收敛速度，砸燥遭蚤灶泽燥灶（员怨愿猿）证明了对于强混合过程核估计的相合性和渐
进正态性。因此，作为一个应用，我们考虑当 再贼越早（载贼垣员）时，怎样估计条
件期望 郧贼（曾）越耘［早（载贼垣员）渣载贼越曾］，贼越员，圆，⋯，栽，其中 早是一个任
意的月燥则藻造实值函数。由著名的晕葬凿葬则葬赠葬原宰葬贼泽燥灶核估计，我们得到 郧栽（曾）的
核估计为：

郧赞（曾）越∑
栽

贼越员
早（载贼垣员）运（

曾原载贼
澡栽
）辕∑
栽

贼越员
运（
曾原载贼
澡栽
） （远）

其中 运（·）是一实值函数，称为核函数；｛澡栽｝是非负数序列，称为窗宽（也
称为光滑参数）。当 栽→肄时，澡栽→园，运（·）通常是对称的概率密度函数。

由月蚤藻则藻灶泽（员怨愿猿）、悦澡葬蚤（员怨愿愿）和砸燥遭蚤灶泽燥灶（员怨愿猿）可知，郧赞栽（曾）是 郧栽（曾）
的相合（一致或逐点强）估计。

下面，我们将考虑怎样选取式（远）中的窗宽。非参数回归中，选择合适
的窗宽扮演着重要的角色。理论上，每一个选择规则是在构成均方误差

（酝杂耘）的方差与偏差平方之间做出的一种权衡。如果缩小窗宽，估计偏差的
平方将会减少、方差将会增加；但是如果增大窗宽，估计方差虽会减少，但偏

差的平方却会增加，合适的窗宽应使得均方误差达到最小。特别是如果窗宽太

小，随机性影响的增加会使非参数曲线估计呈现不规则形状；如果窗宽太大，

则 郧赞栽（曾）将会受到过度平均的影响，其较细微的特征不易表现，所以窗宽的
选择需要结合理论与实践经验。这里，我们考虑应用交叉核实的方法来选取窗

宽。令 郧赞τ栽（曾）为式（远）中 郧栽（曾）的核估计，但一些在τ周围的数据被剔
除掉，即对每个观测点 曾越载τ，首先在样本中剔除 圆泽原员个观测点
｛（载渣贼原τ渣约泽，再渣贼原τ渣约泽）｝，然后将剩下的 栽原圆泽垣员个观测点在 曾越载τ处进行
核回归。

圆猿员
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郧赞τ栽（曾）越 ∑
栽

渣贼原τ渣杂
再贼κ（
曾原载贼
澡栽
）辕∑
栽

渣贼原τ渣泽
κ（
曾原载贼
澡栽
） （苑）

此时，交叉核实函数定义为：

悦灾泽（澡栽）越
员
栽∑
栽
贼越员再贼原郧

赞τ
栽（载贼[ ]） 圆 （愿）

渣贼原扎渣≥泽

则最小化 悦灾泽（澡栽）时，我们可获得渐进最优窗宽。为了得到后面我们将要证
明的一个结论，这里先给出一个引理。假设核函数 运（·）满足：
（运郾员）运，园约κ约肄，使得曾∈砸，渣运（曾）渣运；
（运郾圆）运是 蕴蚤责泽糟澡蚤贼扎连续的，即悦噪，园约悦噪约肄，使得渣运（曾） 原κ

（赠）渣悦噪渣曾原赠渣，曾，赠∈砸；
（运郾猿）运是紧支撑的；
（运郾源）运是对称的；

（运郾缘）∫ 运（曾）凿曾越员，园约∫ 曾增运（曾）凿曾约肄，并且∫ 曾噪运（曾）凿曾
越园，噪越员，⋯，增原员；
（运郾远）运的云燥怎则蚤藻则变换是绝对可积的。

选择的窗宽就是 澡赞（泽）越葬则早皂蚤灶
澡∈匀栽
悦灾泽（澡），

其中，（匀郾员）匀栽越［粤栽原α，月栽
原遭
］，园≤遭≤员辕（圆增垣员）≤圆辕（源增垣员），粤和 月为有

限正常数。

剔除变量 泽和混合系数满足：
（杂郾员）泽泽越栽τ员对于某些园约τ员约〔圆原葬（员垣源增）〕辕圆，且

（杂郾圆）α
～
（泽）越燥（灶原τ圆）且τ圆越哉垣灾垣（圆葬垣源增葬）（圆垣哉辕灾），

其中α
～
（泽）越泽怎责

躁泽
α（躁），哉越员垣圆葬垣圆增葬原遭，灾越圆原葬（员垣源增）原圆τ员。

｛载贼｝的密度函数满足：
（云郾员）枣有增阶连续导数，增∈晕，增员；
（云郾圆）皂葬曾〔枣（曾），枣（原曾）〕→园当 灶→肄；
（云郾猿）酝员，园约酝员约肄，使得曾∈砸，枣（曾）酝员；
（云郾源）对于任意的 躁，（载躁，载躁垣员）有密度函数 枣躁，且是蕴藻遭藻泽早怎藻可测的。

郧赠觟则枣蚤，匀覿凿造藻，杂葬则凿葬和 灾蚤藻怎（员怨愿怨）利用下面这个引理说明了 澡赞栽是渐进
最优的窗宽。

猿猿员
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引理 员：假设 ｛载贼｝是强混合的，且条件（运郾员）—（运郾远）， （匀郾员），

（杂郾员）—（杂郾圆）和（云郾员）—（云郾源）成立，则在区间 匀栽越［粤栽原葬，月栽原遭］，
园约遭员辕（圆增垣员）葬约圆辕（源增垣员）上，按照最小化 悦灾泽（澡栽）选择出来的

窗宽 澡赞栽是渐进最优的，即：

凿粤（澡赞栽） 蚤灶枣
澡栽∈匀栽
凿粤（澡栽）→员 葬援泽援 （怨）

这里，凿粤（澡栽）代表平均平方误差（粤增藻则葬早藻杂择怎葬则藻耘则则燥则，粤杂耘），用于测量估

计 郧赞的精确程度，表示为：

凿粤（澡栽）越
员
栽∑
栽

贼越员
［郧赞栽（载贼）原郧栽（载贼）］圆 （员园）

引理员给出了在 粤杂耘意义下窗宽的渐进最优性，实际上是刻画了窗宽估
计的期望损失与最小损失之间的关系，它们的损失比为员。
但是，在实践中仍然有一个问题没有得到很好的解决，那就是剔除变量个

数 泽应该怎样选取？这里，我们运用 陨灶糟造伽灶和 栽蚤葬燥（员怨怨源）提出的迭代累积平
方和（陨悦杂杂）法则划分波动时段的方法来选取的大小，然后给出一种可行的选
取窗宽的方法。具体做法如下：我们首先用 陨悦杂杂法则从股票收益序列中寻找
收益率的波动产生突然变化的 悦个时点。然后，我们把该序列分成 悦垣员个波
动时段，对于每个时段相应的交叉核实函数列为 ｛悦灾蚤（澡栽）｝糟蚤越员，最小化第 蚤

个交叉核实函数，可得到渐进最优的窗宽 澡赞栽，躁。最后，我们考虑的平均：

澡赞皂越
员
悦（澡
赞
栽，员垣澡赞栽，圆垣⋯垣澡赞栽，悦） （员员）

其中，澡赞栽，蚤为通常的单个交叉核实方法所估计出来的窗宽。在有限样本情况

下，澡赞皂的加权平均将使得单个交叉核实方法的优劣变得不很重要，从而大大
降低了窗宽估计的风险，增强了窗宽估计的稳健性。由 匀则凿造覿藻（员怨怨园），我们
有下面的引理：

引理圆：在引理员的条件下，令 凿酝（澡栽）越耘∫［郧赞栽（曾）原郧栽（曾）］圆枣
（曾）凿曾，则对于核估计有：

源猿员
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泽怎责
澡栽∈匀贼

渣凿粤（澡栽）原凿酝（澡栽）渣
凿酝（澡栽） →园 葬郾泽郾 （员圆）

现在，我们可以给出由式（员员）表示出的窗宽 澡赞栽，躁与渐进最优窗宽澡赞皂之间
相互关系的一个结果。

定理员：在引理 员的条件下，由式（员员）给出的窗宽 澡赞皂与渐进最优窗宽

澡赞栽，躁之间满足：

凿粤（澡赞栽，蚤）
凿粤（澡赞皂）

→员 葬郾泽郾

证明：将按 澡赞栽，躁大小顺序排列，

澡赞栽，（员）澡赞栽，（圆）⋯澡赞栽，（悦） （员源）

相应的交叉核实函数为 悦灾（蚤）（澡栽），由引理员最小化 悦灾（蚤）（澡栽）得到渐进最优

窗宽 澡赞栽，（蚤）的区间为 匀栽，（蚤）越［粤栽原葬，月蚤栽原遭］，且 澡赞栽，（蚤）∈匀栽，（蚤）。根据式
（员员），

澡赞皂越
员
悦（澡
赞
栽，员垣澡赞栽，圆垣⋯垣澡赞栽，悦）越

员
悦（澡
赞
栽，（员）垣澡赞栽，（圆）垣⋯垣澡赞栽，（悦））

因而 澡赞栽，（员）澡赞皂澡赞栽，（悦），澡赞皂∈匀栽园越∪蚤匀栽，（蚤）。由于 运（曾），郧栽（曾），枣（曾）

满足蕴蚤责泽糟澡蚤贼扎连续条件，这就确保了只要考虑 匀栽园的离散子集 匀栽园忆就可以。由
于 运的υ阶矩存在，在这些充分稠密的子集 匀栽园忆与匀栽园上，由 宰澡蚤贼贼造藻（员怨远圆）
给出的关于独立随机变量二次形式存在有界高阶矩时的 宰澡蚤贼贼造藻不等式，对于
每一个 澡，澡忆∈匀栽园忆：

泽怎责
澡，澡
·

∈匀栽园
忆

凿粤（澡）原凿粤（澡忆）原〔悦灾（蚤）（澡）原悦灾（蚤）（澡忆）〕
凿酝（澡）垣凿酝（澡忆） →园 葬郾泽郾 （员缘）

由 运（曾），郧栽（曾）和 枣（曾）的蕴蚤责泽糟澡蚤贼扎连续性，以及引理圆，有：

缘猿员
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泽怎责
澡，澡
·

∈匀栽园
忆

凿粤（澡）原凿粤（澡忆）原（悦灾（蚤）（澡）原悦灾（蚤）（澡忆））
凿粤（澡）垣凿粤（澡忆） →园 葬郾泽郾 （员远）

现在对于任意给定的ε跃园，让 澡越澡赞栽，（蚤）越葬则早皂蚤灶
澡栽∈匀栽园

悦灾（蚤）（澡栽），澡忆越澡赞皂。由

式（员远），我们有：

责造蚤皂
栽→肄
（
凿粤（澡赞栽，（蚤））原凿粤（澡赞皂）原［悦灾蚤（澡赞栽，（蚤））原悦灾（蚤）（澡赞皂）］

凿粤（澡赞栽，（蚤））垣凿粤（澡赞皂）
ε）越员

这意味着：

园悦灾（蚤）（澡赞栽，（蚤））原悦灾（蚤）（澡赞皂）（员原ε）凿粤（澡赞栽，（蚤））原（员垣ε）凿粤（澡赞皂）

因而，有员
凿粤（澡赞栽，（蚤））
凿粤（澡赞皂）


员垣ε
员原ε
，由于ε是任意的，

责｛造蚤皂
栽→肄

凿粤（澡赞栽，（蚤））
凿粤（澡赞皂）

原员 约δ｝越员 δ跃园

即有式（员猿）成立：
凿粤（澡赞栽，蚤）
凿粤（澡赞皂）

→员 葬郾泽郾

证毕。

定理员给出了粤杂耘意义下窗宽 澡赞皂与澡赞栽，蚤之间的关系，
澡赞栽，蚤
澡赞皂
依概率收敛到

员，特别地，如果 澡赞皂越澡赞栽，员，此时 澡赞皂就是渐进最优的。因而，我们在降低窗
宽的估计风险、增强估计稳健性的同时，仍然得到了渐进意义下可行的最优窗

宽。

本节介绍的核估计（远）或者式（苑）中，我们需要选择合适的核函数
运（·）。考虑到要处理的金融时间样本数列在时间间隔较长时函数关系表现微
弱的特性，一般可选用高斯核：

运（曾）越 员
圆槡π
藻曾责（原员圆曾

圆）， 曾∈砸

远猿员
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源援波动率的局部多项式估计

虽然式（远）的核估计具有相合性和渐进正态性，但是核估计存在边界效
应，即核估计在边界处收敛于实际函数的收敛速度慢于在内点处的收敛速度，

而且核估计是局部加权平均，核估计的偏差还与 ｛载贼｝的密度函数 枣（曾）有
关。也就是说，晕原宰估计将导致不必要的偏差。为了克服这个缺点，我们考
虑运用局部多项式拟合，它还拥有其他优点〔见 云葬灶等（员怨怨远）〕。我们将在本
节考虑波动率的局部多项式估计（简写为 蕴孕耘）。假设我们现在得到α原混合
或者ρ原混合的观测样本 ｛（载贼，再贼）｝

栽
贼越员，再设 郧栽（曾）越耘［早（载贼垣员）渣载贼

越曾］在 曾越载贼园（员贼园栽）处存在 责阶导数，则 郧栽（曾）在 曾越载贼园处的泰勒

级数可表示为：

郧栽（曾）≈郧栽（载贼园）垣郧栽忆（载贼园）（曾原曾贼园）垣⋯垣
郧（责）栽（载贼园）
责！ （曾原载贼园）

责

越β园垣⋯垣β责（曾原载贼园）
责 （员苑）

其中，β躁越
郧（躁）栽（载贼园）
躁！ ，躁越园，员，⋯，责。该多项式可用加权最小二乘法

（宰蕴杂）进行局部多项式拟合，即最小化，

∑
栽

贼越员
［再贼原∑

责

躁越园β躁（载贼原载贼园）
躁］圆运（
载贼原载贼园
澡栽
）陨（
渣载贼原载贼园渣
澡栽 员） （员愿）

可得到 郧栽（曾）的局部多项式估计。其中，运（·）为核函数，澡栽为控制载贼园局部
邻域大小的窗宽，陨（·）为示性函数。若取 运（·）为［原员，员］上的核函数，式
（员愿）可简化为：

∑
栽

贼越员
〔再贼原∑

责

躁越园β躁（载贼原载贼园）
躁〕圆运（
载贼原载贼园
澡栽
） （员怨）

由最小二乘法，最小化式（员愿）或者（员怨）我们可得到 郧栽（曾）的 蕴孕耘。不难
发现，上节介绍的晕原宰核估计是 责越园情况下 蕴孕耘的特殊情况。为了方便后
面使用的矩阵描述，我们先介绍一些记号，令

苑猿员
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运澡栽（怎）越运（怎辕澡栽）辕澡栽，载越

员 （载员原载贼园 ⋯ （载员原载贼园）
责

   

员（载栽原载贼园） ⋯ （载栽原载贼园）











责
，再越
再员

再









栽

Ω越凿蚤葬早｛运澡栽（载贼原载贼园）｝，则式（员怨）的解可表示为：

β
赞（曾）越（载栽Ω载）原员载栽Ω再 （圆园）

显然 郧赞（增）栽 （载贼园）越增！β
赞
增是式（员苑）中 郧（增）栽 （载贼园）的估计，增越园，员⋯，责。

酝葬泽则赠和云葬灶（员怨怨苑）给出了α原混合样本及ρ原混合样本情况下局部多项式估
计的均方收敛性、渐进正态性。观察核函数的定义可知局部多项式估计与窗口

选择有关，理论上，最优窗宽就是选择使估计量郧赞（增）栽 （载贼园）与郧
（增）
栽 （载贼园）之

平方估计误差（酝杂耘）达到最小值的 澡栽，经过计算可得：

澡增，燥责贼越
［（责垣员）！］圆灾增σ圆（曾）
圆（责垣员原增）［郧（责垣员）栽 （曾）］圆月圆( )

增

员辕（圆责垣猿）

栽原员辕（圆责垣猿） （圆员）

令μ躁越∫
垣肄

原肄
怎躁运（怎）凿怎，增躁越∫

垣肄

原肄
怎躁运圆（怎）凿怎，杂越

μ园 ⋯ μ责
  

μ责 ⋯ μ圆









责

，杂～ 越

增园 ⋯ 增责
  
增责 ⋯ 增圆




 责

，哉越
μ责垣员


μ圆责









垣员

，

则式（圆员）中的 月增和 灾增分别表示 杂原员哉的第 增个元素，杂原员杂
～ 杂原员的第 增个对

角线元素。在实际计算中，式（圆员）仍含有未知σ圆（曾）的以及 郧（责垣员）栽 （曾），因
而只能通过估计的方法来选择合适的窗宽。这里我们再一次运用前面提到的交叉

核实剔除方法，算法步骤大致为：首先，对每个局部观测点 曾越载贼园，在样本中

剔除该观察点（载贼园，再贼园）；然后将剩下的 栽原员个观测点在 曾越载贼园处进行局部核

权回归，局部回归的一个明显好处就是常数项β园，原蚤的估计β
赞
园，原蚤刚好就是 再贼园的

拟合值；最后，通过比较交叉核实函数 悦灾员（澡栽）越
员
栽∑
栽

贼≠蚤
（再贼原郧赞栽，原蚤（载贼））圆的

大小，选择使 悦灾员（澡栽）达到最小的窗宽 澡栽，这个窗宽仍然是渐进最优的。
蕴孕耘仍然要选择核函数 运（·），选择的原则是：当观测点 载贼与载贼园距离近

时，所赋予的权数就大，相反就比较小。这里有极其简单的结论：在内点处，

愿猿员
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使得酝杂耘和酝陨杂耘达到最小的最优核函数为 耘责葬灶藻糟澡灶蚤噪燥增核函数：运（扎）越园郾苑缘
（员原扎圆）垣；而在左边界点原员，最优核函数为 运（扎）越（员原扎）陨［园，员］（扎）；在右
边界点员，最优核函数为运（扎）越（员垣扎）陨［原员，园］（扎）。另一方面，局部多项式
估计中还有一个不可避免的重要问题是多项式阶数的选择，它通常是和估计的

目的相关。这里，我们再次运用迭代累积平方和（陨悦杂杂）法则，找出 悦个突然
变化的时点，然后把多项式阶数选为 悦垣员。
对于我们所考虑的收益率序列｛则贼｝，μ（则）越耘［则贼垣员渣则贼越则］为过程｛则贼垣员｝的

条件漂移率，σ（则）越｛耘［则圆贼垣员渣则贼越则］原耘圆［则贼垣员渣则贼越则］｝ 越｛耘［则圆贼垣员渣则贼越则］原

μ
圆（则）｝为过程｛则贼垣员｝的波动率，若用 早表示任意 月燥则藻造可测函数，郧栽（则）越耘

［早（则贼垣员）渣则贼越则］，则前面两节中 郧栽（则）的估计 郧赞栽（则）可表示为：

郧赞栽（则）越∑
栽

贼越圆
早（则贼垣员）运（

则原则贼
澡栽
）辕∑
栽

贼越圆
运（
则原则贼
澡栽
）

缘郾中国股市收益率序列的波动性

中国的股票市场，如果从 员怨愿猿年深圳宝安县联合投资公司在深圳首次公
开招股开始，至今已有圆园年的发展历史。圆园年中，中国股票市场经历了一个
从无到有，从小到大，从试点到逐步规范的曲折历程。本文分别采用每日上证

综合指数和深证综合指数来反应沪、深股市波动情况，以每日收盘价为分析对

象，数据来源于网站 澡贼贼责：辕辕憎憎憎郾泽贼燥糟噪泽贼葬则郾糟燥皂，时间跨度为 员怨怨远年 员圆月 员远
日—圆园园员年员圆月猿员日，数据的运算和作图均运用 杂原孕蕴哉杂圆园园园软件。由于中
国股市是从员怨怨远年员圆月员远日开始实行涨、跌停板限价交易的，该交易机制的
实施在很大程度上抑制了股市的暴涨暴跌现象，使沪、深两市的波动较实施涨

跌停板交易之前有明显的减少，因而采用员怨怨远年员圆月以后的数据能减少异常
值的干扰，提高波动率的估计精度。

我们首先观察两个收益率序列的统计特征，其结果如表员所示。由表员的
数据可知，两个收益率序列的均值和方差均较小，其偏度都远小于 园，峰度也
都远超过猿，这就是通常所说的尖峰厚尾特性。负的偏度表明两市从整体上看
其收益率低于自身时序均值的交易天数较多，而高的峰度则意味着两市条件方

差的极端值偏多，波动性较强。相比之下，深市的波动性要略大于沪市的波动

性，但平均收益也略低于沪市。从运燥造皂燥早燥则燥增检验统计量的概率值可知两个股
指的收益率序列均明显不为正态分布。表圆给出了沪、深两市股指收益率序列
的单位根检验结果。远个粤阅云回归式都表明，收益率序列是一个平稳序列。我
们在图员中给出两个收益率的时间序列，便于比较。我们可以看到两个收益率

怨猿员

收益波动率的非参数估计及其对中国股市波动性的应用研究



序列的波动性具有显著的“集群”现象，并且它们之间的波动具有一定程度的

相似性，这说明沪、深两股市内部间存在着某些互动性。

表员 沪、深两市股指收益率序列的基本统计情况

指数 样本数（日）均值（员园原源）方差（员园原源） 偏度 峰度 运燥造皂燥早燥则燥增统计量 粤责责则燥曾孕则燥遭

上证综合 员圆员远 源郾园怨苑怨 圆郾怨园苑愿 原园郾源苑圆源 怨郾猿圆愿圆 园郾园怨圆苑 园郾园园园园

深证综合 员圆员远 员郾缘远苑苑 猿郾缘源源远 原园郾苑苑愿猿 怨郾圆圆员缘 园郾员园圆圆 园郾园园园园

表圆 沪、深两市股指收益率序列的单位根检验

上证综合 粤阅云回归 泽郾藻郾 阅宰
员 Δ则贼越原员郾园远远员则贼原员垣园郾园猿员园Δ则贼原员

（原圆缘郾愿愿源远） （员郾园怨怨苑） 园郾园员远苑 员郾怨缘员员

圆 Δ则贼越园郾园园园缘原员郾园远苑远则贼原员垣园郾园猿员苑Δ则贼原员
（园郾怨苑远远）（原圆缘郾怨园圆缘）（员郾员圆猿愿） 园郾园员远苑 员郾怨缘园愿

猿 Δ则贼越园郾园园员猿原员郾猿苑伊员园原远贼原员郾园远怨猿则贼原员垣园郾园猿圆源Δ则贼原员
（员郾猿源愿员）（原园郾怨怨猿缘）（原圆缘郾怨圆员圆）（员郾员缘园园） 园郾园员远苑 员郾怨缘园缘

深证综合 粤阅云回归 泽郾藻郾 阅宰
员 Δ则贼越原园郾怨怨苑怨则贼原员垣园郾园员猿愿愿Δ则贼原员

（原圆源郾愿猿员圆） （园郾源怨圆远） 园郾园员愿远 员郾怨苑园

圆 Δ则贼越园郾园园园圆原园郾怨怨愿圆则贼原员垣园郾园员猿怨远Δ则贼原员
（园郾猿苑怨愿）（原圆源郾愿圆缘猿）（园郾源怨猿圆） 园郾园员愿缘 员郾怨缘远怨

猿 Δ则贼越园郾园园园远原远郾缘愿伊员园原苑贼原园郾怨怨愿缘则贼原员垣园郾园员源园苑Δ则贼原员
（园郾缘远猿员）（原园郾怨怨猿缘）（原圆源郾愿圆园苑）（园郾源怨远愿） 园郾园员愿远 员郾怨缘远愿

注：带号括号内数字为 粤阅云值，不带号括号内数字为 贼值。

图员 沪、深股市收益率序列 则贼越造燥早曾员原造燥早曾贼原员
园源员
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