
第一章　　行列式

行列式。在提出本章介绍线性代数的一个重要内容

行列式的概念之后，讨论了它的性质，研究了计算行列式的方

法，最后介绍了应用行列式求解线性方程组的克莱姆法则。

行列式的定义

一，行列式的定义

先给出二阶和三阶行列式的定义。

与二阶行列式类似，定义三阶行列式为

的第二行； 分别叫做行列式的第一列和第二列。

叫做行列式的第一行，列。例如 叫做行列式

行列式共有 个元素。行列式中的每一横排叫行，纵排叫

其中的每一个数 ）称为该行列式的元素。二阶

为二阶行列式，即

我们用 并称它



三阶行列式有三行、三列共

四阶行列式定义为：

定 义 阶行列式定义为：

余此类推，有 阶行列式的如下定义。

四阶行列式有四行、四列共 个元素。

个元素。



⋯

〔例 〕计算

〔例 〕计算三角形行列式

称为主对角线上的元素。

行， 列共 个元素。其中，阶行列式有

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



阶行列式

行取

，叫做

的转置行列式。易见此时，称为原行列式

置行列式。

阶子式及代数余子式　　在一个

列（

阶行列式

，位于这些行与列相交处的

按原来顺序组成的的一个

式。例如在五阶行列式

阶子

中，任

个元素

的一个

亦为 的转

的行与列互换所得的行列式

转置行列式　　将行列式

二、有关行列式的几个概念



阶行列式中，划去元素 所在的第 行和第

时，即行列式的一阶子式就是行列式的一特别当

个元素。

在

阶行列式，称为元素剩下的元素按原来顺序组成的

余子式记为 ，例如，在上面的五阶行列式中，

的余子式分别为：

例如在四阶行列式

元素 的代数余子式，记为 即

定 义 若 为元素 为的余子式，则称（

及

的

列，所

中取一，三行和四，五列得到二阶子式



即： 阶行列式 等于它的第一行的所有元素与其对应的代

利用代数余子式的概念，则 阶行列式的定义可简化为

及中， 的代数余子式分别为：



行列式的性质

按第一行的展开式。

）

此式亦称为 阶行列式

对它们证明时，首先对二阶和三阶行列式进行验证，进而用

数学归纳法将它们推广到 阶行列式。

相等。即一个行列式

数余子式乘积之和，即

（⋯

一、行列式的基本性质

阶行列式都是成立的，在下述行列式的六条基本性质对

与它的转置行列式性质

证明：二阶行列式显然具有这一性质。下面验证三阶行

列式也具有这一性质。
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等于它的第一列的所有元素与其对应的代数即三阶行列式

故

余子式乘积之和。此式称为行列式 按第一列的展开式。

性质 表明了在行列式中，行和列的地位是对称的，因

而凡是有关行列式的行的每一个性质，对于列也必然成立，

反之亦然。

交换行列式的任意两行（列），行列式的值变号。性质

表明例如交换三阶行列式的二、三行，性质

取转置，则有

按第一行的展开式中，若将所有二阶行列式在上述



的证明与性质 类似，这里省去了这个过程。性质

由性质 不难得到如下推论：

推论 若行列式有一行（列）的元素全为零，则这个行列

式之值为零。

的第事实上，若行列式 行元素全为零，我们将第一行

元素与第 行元素交换后所得到的行列式的值与原行列式的

的第一行和第

一行的元素全为零，故按定义计算其值显然为零，从而行列

之值为零。

若行列式有两行（列）的元素完全相同，则行列式

自身，依性质 有

行交换所得到的行列式，其第

性质

的第一行，则用行列式定义按

值反号，而将

式

推论

之值为零。

的第这是因为若行列式 行元素完全相同，则行与第

交换这两行元素后得到的行列式仍是

即

于是

即有两行元素完全相同的行列式等于零。

用数

数

乘行列式任一行（列）的所有元素，等于用

乘这个行列式。

只扼要叙述其证明要点：

乘行列式

这里不作详细证明

若用数

，即得第一行展开，并提出各项的公因子

的第若用数 乘行列式

将公因子

行，则将所得行列式的第

提到行列式外，然后行互换后，利用（行与第

行，即得再交换行列式的第 行与第

性质 若行列式中有两行（列）的元素对应成比例，则行



的推论行的元素对应相同，由性质

的证明类似，我们也省略了这个

列式之值为零。

行与第

这是因为，如果行列式有两行的元素对应成比例，不妨

行的元素对应成比例，并假定其比例系数为设第

则按性质 可将因子 提到行列式外，于是所得行列式的第

知行列式之值行和第

为零，故原行列式亦为零。

性质 若行列式中某一行（列）的每一个元素都是两数之

和，则行列式可写成两个行列式之和，这两个行列式分别以

这两数中之一为对应位置的元素，其余位置元素与原行列式

相同。

按性质

例如三阶行列式的第二行每一个元素为两个数之和，则

有：

的证明与性质性质

过程。

倍加到另一行（列）质 将行列式中某一行（列）的

上，则行列式之值不变。

倍加到第二行上，按

性质

例如将三阶行列式中的第一行的

有：



和性质 ，当然性质

的证明方

以上证明了二、三阶行列式具有上述六条性质，其中我

们用行列式的定义验证了性质 性质

也容易用行列式的定义加以验证。

阶行列式也是成立下面证明行列式的上述六条性质对

性质的。首先需要指出的是，在上面所述性质

得到，今以三阶行列式为例和性质该性质可由性质
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阶行列式即得

逐次展开为

当 及

假定

阶行列式具有性质

需要证明

式

成

内容供选读

阶行列式，然后经适当的组合，再还原

阶行列式也具有性质 阶行列。证明要点是：先将

也成立，即需要证明当 时，性质

及及 时性质 成立，即假定

显然成立。时，性质

的证明：用数学归纳法。性质

阶行列式也是成立的就行了。对性质

和阶行列式。因此下面只需证明性质法，原则上也适用于



式可以按第一列展开

〔注 阶行列，故与二、三阶行列式类似，阶行列式具有性质因为

，则上式为：阶行列式〔注〕列展开为按第

阶行列式阶行列式外的其余的将上式中除第一个







成立。假定 时性质

当 成立。时，显然性质

仍然用数学归纳法。

第 行后行列式反号。（至于一般的 形，其证明方法类似。）

的证明：为简便计，我们仅证明交换行列式的第性质

成立。为任何自然数时性质

此即当 也成立。从而由数学归纳法可知，当时，性质

。故得

项相加，阶行列式取转置后，再将这项中每个将此式



，将其按第一列展开：

阶行列式设交换 第的第 行后所得的行列式为

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


