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    经济最优规划是运用运筹学中线性规划、整数规划、动态规

划、网络规划、多目标规划等方法研究生产布局、资源配置、计

划安排、价格测定、物资调运等经济管理问题，以取得最佳经济

效益的一门新兴的边缘学科。近30年来，发展迅速、应用广泛。

    我国经济管理工作者，用经济最优规划方法解决实际间题，

已取得了明显的效果。目前，越来越多的人要求学习和掌握这门

学科的理论、方法和应用技术;大专院校的经济管理、管理工程.

类专业都相继开设了有关课程。在这种写一情况下，编本取材得

当、程度适中、学以致用的教材是十分需要的。

    本书是我们多年讲授该课程实践的一个总结。具有三个特‘

点:

    le内容选择上注重的广应用泛性和实用性，

    2。内容讲解上注重经济涵义的明确性和清晰性;

    3,内答安排上注意前后连贯性和相对独立性。

    我们认为，这样既便于学生掌握和运用，又便于实际工作者

有目的地学习有关内答。是否能如愿以偿，诚望读者评说。

    本书由编写组成员集体讨论、分头执笔。具体分工为:赵德

滋— 第一、五章，宋颂兴一一第二、三、四章，徐志坚--一 第

六、九章，强莹— 第七、八章。最后由赵德滋、宋颂兴总纂定

稿。

    本书在编写过程中，得到南京大学国际商学院以及经济决策

系领导的关心和支持，谨此表示感谢。

                                                编 者

                                              卫9虹》年};}月
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第一章 经济资源最-Ù配置
        的线性规划问题

'1 什么是线性规划

    线性规划是运筹学的一个重要分支。它是研究在现有人力、

财力和物力等资源条件下，合理调配和有效使用资源，以达到最

优目标(产量最高、利润最大、成本最小、资源消耗最少等等)的

一种数学方法。

    为了便于了解线性规划的一般特征，先举两个简单的例子。

    例1.1 某工厂用A, B, C三种资源生产甲、乙两种产品，

单位产品需消耗各种资源的数量、单位产品的收益以及各种资源

的限有量如表1.1所示。问应生产甲、乙产品各多少，才能获得-

最大收益?

资 源
单位产品需消耗的资源

不纽 口 阵I
1 口口 m

! * 口 二
{ ’ 口口。

A

B

C

0

4

3

360

200

300

单位产品的收益

    (百元 ) 7一
        }

‘2 一
表中数据表示，生产一个单位甲种产品需消耗9个单位A种



资源、4个单位B种资源和3个单位C种资源，而能收益7百

沁 生产一个单位命护簇品需消耗4个单位A种资源、5个单位
B种资源和10个单位C种资源，而能收益12百元。A,  B, C
三种资源白红限有量分别为360单位，200单位，300单位。

    现设生产甲种产品x:个单位，乙种产品x:个单位，则可得

到的总收益Z为:

                      Z二7x1+12X2 (1-1)

我们的目标是要使总收益达到最大，于是记成

                      maxZ=7x1+12x: 〔1一2)

Z是x1, x:的线性函数，称为目标函数;max Z表示求目标函

数的最大值。

    另一方面，由于各种资源的数量是有限的，不管如何安排产

量x;和x2，都应满足下列三个条件:

                        9x1+ 4x:《360 (1一3)

                        4x;+ 5x2成200 (1一4)

                        3x，+10x2《300 (1一5)

此外，产量不能为负值，即

                            x:，x:>0 (1一6)

} 1-3)一(C1-5)的三个线性不等式和(1-6)式的变量非负条件一起，
称为约束条件。

    根据上述讨论，我们所要解决的问题可简述为:在满足约束

条件下，求出变量x 1p x 2(称为决策变量)的值，使目标函数达

到最大。它的数学模型写为:

                          maxZ=7x,+12x:

(1一7)

这就是例1.1的线性规划模型。
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    例1.2 某冶金企业，为了满足市场需要，每年至少需生产

A36吨、B16吨、C60吨;而这三种产品可从甲、乙两种原料中

提炼，该两种原料每百吨的单价以及能提炼A, B, C的数量如表

1.2所示。问如何配置原料，既能满足产品的市场需要，又能使
总成本最小?

表 1.2

百吨原料能提炼的产品数(吨 ) 市场最少需求量

(吨 )

36

16

60一仑·一·

 
 
一

一
。一。26。

原

一··一  ，............，...    表中数据表示，使用百吨甲种原料，可提炼出6吨A种产

品、2吨B种产品和6吨C种产品，而成本为40百元;使用百

吨乙种原料，可提炼出4吨A种产品、2吨B种产品和12吨C

种产品，而成本为32百元。A,B,C三种产品的市场最少需求量

分别为36吨、16吨、60吨。

    现设使用甲种原料为二1， 乙种原料为x2(xl,x2以百吨为单

位)，则总成本Z为:

                        Z = 40x i+32x: (1一8)

我们要求它达到最小，于是记成

                      I1li nZ==40x1+32x2 (1一9)                                                                                                                            气

与上例类似，这里的Z是目标函数，它是xj,x2的线性函数;而

min表示求目标函数的最小值。

    另一方面，根据市场需要，使用甲、乙两种原料所提炼出来

的A,B,C三种产品数量应满足下列三个条件:

                          6x，+4x2》36 (1一10)



                        2x1+ 2x2》16 (1一11)

                        6x1+12x2》60 (1一12)

此外，使用的原料数量不能为负值，即

                          X19 X2>0 (1-1_3)

1̀-10)- }(1-12)三个线性不等式和(1-13)式的变量非负条件，构
成了约束条件。

    本例所要解决的问题可简述为:在满足约束条件下，求出决

策变量、1,  x:的值，使目标函数达到最小。它的数学模型可写

为:

                          mint二40x1十3 2x:

(1一14)

                        \%1，%2》0

这就是例1.2的线性规划模型。

    上述两个例子是比较简单的，都只含有两个变量。在很多实

际问题中，会出现多个变量。同时，约束条件还会出现 “等式”

钓形式;也可能在同一个线性规划问题中，“(”、“》”、“=”三

种形式的约束条件一起出现。

    根据这些情况，可以归纳出线性观划问题有以下三个共同特

征:

    (1)每一个问题都有一组决策变量((xl}x2}...,xn)，这组变

量的一组定值就代表一个具体的规划方案。通常要求变量的取值

是非负的。

    (2)都有一个目标函数，它是决策变量的线性函数。按研究

问题的不同，‘要求目标函数达到最大值，或者最小值。
    (3)存在一定的限制条件(除变量非负条件外的约束条件)，

它们都可以用线性不等式或线性等式来表达。

    由于所要求的是规划方案(x 1，  x2 9 ... 5 X n)，一而它的目标函数



和约束条件都是决策变量的线性表达式，故称线性规划。它的数

学模型的一般形式为:

max(或 min)Z

a1 ix 1十a12x:+

a:ix 1十a22X2+

二c 1X 1+c2X:十⋯十C�Xn

...+ainxn<bl(或)b1，或

⋯-f' a2nXn<b2(或》b2，或

==办;)

二bZ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⋯ ⋯

anlix;+am2x2+⋯+aiunx n } bm(或》b二，或==bix)
x1，x2，⋯，x。)0

2/1萝耳全
，!
1
声!

J.

1

\

(1一15)

通常可简写为:

max(min)Z=艺CI X，
了=I

          汤

了尽“‘，‘才(”‘(》”‘，一”!，，“一‘,2，一机，
{‘一‘ (1-16)
{

( 1-1 x,》0，(1==1，2，⋯，n)

有时为了便于理论上的讨论，将它表达成矩阵和向量形式:

  max(min)Z二GX

一‘AX簇b    (>b，二b)

    X》0
(1一17)

其中，

C  =(Cl，C2，⋯，cn)

x=(x1，x:，

s，，“‘，
  !

一““‘“2‘

      、T

，人”1

(1一18)

(1一19)

(1一20)

、\

 
 
月

行

 
 
!
止

勺

曰

a

a

⋯

⋯

片二

二二二

  3

  七、口用1

(i4:，b:，

a。:⋯。，。一
’‘’，b，)T

(I一21)

5



'2 资源最优配置的线性规划模型

    运用线性规划方法研究经济资源的最优配置，首先要建立它

的数学模型。通过上一节的两个简单例子，我们对如何建立线性

规划模型已经有了一定的了解。但是，实际问题往往是复杂的，

所提出的要求和给定的条件是多种多样的。必须经过周密的考虑

和仔细的分析，才能建立正确的模型。本节通过各种不同有关资

源最优配置的实例，讲述其线性规划问题的建模过程。

一、生产计划问题

    例1.3 某工厂计划生产四种产品;各种产品每件所需消耗

的各类资源定额，计划期内各类资源的总量限制和各种产品的单

位价格如表1.3所列。问工厂应如何安排生产，使计划期内所得

的总收益最大?

    表 1.3
~..硫-钾，，....断晰阔

每件产品所需消耗的资源
各类资源

二A I一一上q I一一A- II一~Q F

资 源 总

量 限 制

2
。
、
一
。

1
几

八
乙

1
占

一

，

一
、产
」

，。
2
1
一
1
 
 
 
 
 
 

一
2、1一。

工时(小时 )

原料 (吨 )

机时 (小时 )

  60

100

  40

产品单价

(万元 )
- 目 ...目.. 目.叨... ..

    本例和例1.1极为类似，只是这里有了四种产品。可设决策

变量xl,x2,x。和二4分别表示产品I，产品if，产品I和产品F

的产量，仿照例1.1的分析，可建立其线性规划模型为:

maxZ一3x1+x2+一普x3+2x4
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一:城x2+2 x3x2 +2x3+2x}CC、:争
xixl,x2，X2+‘ X3+ x4<x3 , x4 > 0‘”

(1_一22

    二、饲料混合问题

    例1.4 某畜牧场所用饲料是由四种饲料混合而成的，其中

包括玉米、首猎、大麦及黄豆。各种饲料每单位所含营养成份及

价格，所配饲料每单位的营养标准(为简化起见，只考虑各种营

养成份的最低含量要求)如表1.4所列。问，按何种配比混合饲料

可使单位成本最小?

    裹 1。4
.. .. ... .. ... .. ..

一玉米 。二{大麦
  一 一 -— — {一

’个一个::)一}9723一:一:
”·0006”·。‘6{”·0057

0,0022一0.0007 ( 0,一0012
，0,25一。,3。一。,28

    设xj,x2,x3,x‘分别表示混合饲料中所含玉米、首楷、大麦

及黄豆的比例，单位为百分数。再设每单位混合饲料的成本凳
2，则由表列数据可得:

              Z=0.25x1+0.30x2+0.28x3+0.35x4

我们的目标是要求它达到最小，仿照例1.2，记成

            mint=0.25x,+0.30x2+0.28x3十0.35x4

    另一方面，每单位混合饲料中各种营养成份的最低含量是有



要求的;而这些营养成份是由玉米、首糟、大麦和黄豆等饲料提

供的。根据表1.4的数据，应满足下列条件:

      0.082x1+0.19x:+0.11x3+0.48x4> 0.21

      0.022x1+0.17x2+0.076x3+0.028x4)0.05

      0.036x1+0.023x:+0.017x3+0.005x4》0.04

      0.0006x1+0.016x2+0.0057x3+0.0024x4)0.015

      0.0022x1+0.0007x2+0.0012x3+0.0019x4》0.004

    此外，各种饲料的百分比之和应等于1，且各种饲料的百分

比均为非负，即

                      xl+x:十x3+ x4二1

                        Xi，x2，x3，x4)0

    综上所述，该饲料混合问题的线性规划模型为:

      mint==0.25x1+0.30x:+0.28x3+0.35x4

    A.082x1+0.19x2+0.11x;+0.48x4妻0.21

    ;0.022x1+0.17x2+0.076x3+0.028x4)0.05

    ’0.036x1+0.023x:+0.017x3+0.005x4》0.04

      0.0006xi+0.016x2+0.0057x3+0.0024x4> 0.015

    ’0.0022x，+0.0007x2+0.0012x3+0.0019x4》0。004

    }x1+x2+x3+x4=1

        \人I，人2，入3，人4‘苏U

                                                            (1一23)

    三、合理下料问题

    例1.5 用统一规格的原材料切割成m种零件A,,A2，一，
A。的毛坯，而每一单位原材料上可有。种不同的下料(切割)方

式.B1.qB2，  ... q$"。每种下料方式可得到的各种毛坯个数Ci;(ia"

1,929, 000 gm汀=1，2，...，n)及每种零件的需要量a i(i=1,2,... ,m)

如表1.5所示。问应怎样安排下料方式，使得既能满足需要，而
用的原材料又最少。



    通过例1.1-v1.4，我们对线性规划问题的建模过程已有了一

定的了解。从本例开始，在不难理解的情况下，将简化叙述。
    设用B，方式下料的原材料数为x;，则该问题的线性规划模

型为:

                                ”

min Z二乙x3
                才=1

!立。‘，x3)。‘(‘一1，2，⋯，m， (1一24)

戈，》0，且为整数 (j -1929...9n)

二，是以各种方式下料时所用的原材料数，当然应该非负且是整数。

四、农作物生产布局问题

P W-1，一例1.6农场要在n块土地$1 y B2，一Bn上，种植m种农
作物A19A29...9Am;各种土地的面积bj(j=192}...9ft)，各种作

物的计划播种面积。s(Z_-1929...9m)，各种作物在各块土地上的

亩产量ct}(i=1929...9m;j-1,2, ...9n)如表1.6所示。间应如何
合理进行生产布局，使既能完成各种作物的播种计划，又能使农

作物的总产量最多。



表 1。s

二fFIt一一万B2二丁B%!_墨墨__，
  A,A .,一CII C12C.. C...，.’.’C ISCn { ::
  一‘万_一 犷一;一
}Lirlt孺 10从一‘- =2b..一- M;b 一:一，  目叮、一~ w4 "v-% { 一‘ 一L 一” _

    为简化起见，不妨假定各种作物计划播种总面积等于土地总

面积，即
  打. 行

N- a.二 ` b.
‘曰 一百 ‘曰 一，
‘，1 万，1

(1一25)

    设x;，为土地B，上种植作物A‘的面积(i=1,2，⋯   m; 1 =1!p

2，...2,  ,n)，则该作物布局问题的线性规划模型为:
                              称 ”.

max Z==乙 乙c。，x‘，
万，1 i‘1

    打

乙x‘，=a‘(i=1，2，⋯，m)
i‘1

(1一26)

乙x。，二b;(1=1，2，⋯，n
i= 1

X‘了》0 (i=1，2，⋯，m;1=1，2，⋯，n)
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五、生产进度问题

    例1.7某工厂生产的一种产品，其需求具有季节性，假定
只能在夏季前后的四个月内进行生产和销售。生产可以按正常工

作时间进行，也可以加班。前三月的月产量可以大于当月的销售



量而将多余的产品存贮，但要付出存贮费;而在第四个月月末要

将产品全部售完。

    设产品在正常工作时间生产，每月最多能生产100单位，单
位成本为15元。在加班时间生产，每月最多能生产30单位，单

位成本为20元。每月生产量及平均成本不一定要相等。存贮费

每月每单位0.2元。四个月的需求量分别为50,130,150及100
单位。

    试建立线性规划模型，以确定每月在正常时间及加班时间各

生产多少产品，使总成本最小。

    为使模型清晰起见，我们设三套变量xOYOzi:

      xi— 在第i月正常时间内生产的产品数，i =1,2,3,4;

      yi— 在第i月加班时间内生产的产品数，i=1,2,3,4;
      “— 在第￡月末存贮的产品数，i= 1,92,93o

    我们的目标是总成本最小，即

      mi nz二15(x1+x:+x3+x4)+20(Y、+y2+y3+y4)

                +0二2(z，十z2+z3

    生产能力约束为:

                  x.(100 (i=1，2，3，4)

                  y‘成30 (i=1，2，3，4)

    产品需求约束为:

                      XI十yl一zI=50

                      x:+y:+z1一z2=130

                      x3+y3+z2一Z3=150

                        x,4+y4+z3二100

    变量均为非.负，即

                          %‘，y。，z‘》0

    综上所述，该问题的线性规划模型为:

      minz二15(x,+x2+x3 + x4+20(yl+y2+y3+y4)

                +0.2(z:+z:+z3)
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共x2+y2+z1一z:=130

{x3+y3+z:一z3=150

:x4+y4+z3=100

气二，9y;> 0  (i一1,2,3,4), z;>0(i==1，2，3)
          (1一27)

六、连续加工问题

    例1.8 某工厂在第一车间用1单位原材料M加工成3个

单位A种产品和2个单位B种产品。A可以按单位售价8元出
                                                                                                                                                                                                        旅

售，也可以在第二车间继续加工，单位生产费用要增加6元，加

工后单位售价为16元;B可以按单位售价7元出售，也可以在

第三车间继续加工，单位生产费用要增加4元，加工后单位售价

为1-2元。原材料M的单位购入价为2元。上述生产费用均不包

括工资在内。

    三个车间每月最多共有20万工时，每工时工资0.5元。每

加工一个单位原材料需1.5工时，继续加工一个单位A产品需3

工时，继续加工一个单位B产品需l_工时。每月最多能购进的原

材料为10万单位。问如何安排生产，使工厂获利最大?

    我们知道，利润是由产品销售额减去成本(包括生产费用和

工资)得到的。现设

    二;-— 第一车间所用的原材料数量;

    x ,,Q—     A未经继续加工出售的数量;

x 2,A—     A在第二车间加工后出售的数量;

xi.8— B未经继续加工出售的数量;

x3B—     B在第三车间加工后出售的数量。

根据上述所给的数据，可得目标函数(利润最大)为:
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