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　　第三版序言

经济学的实践需要对来自数学、统计学和数理经济学公式的广泛知识。
在本书中我们希望为经济学专业学生和学者提供一本专门的公式汇编。除了
一些经常为经济学家所用到的数学和统计公式外，本书还包含了不少纯经济
学的结论和定理。书中的公式还包含了回顾其数学内涵所需的最少限度的注
解。我们努力使定理陈述保留在经济学家适用的一般化水平上。与经济学的
格言“ｅｖｅｒｙｔｈｉｎｇｉｓｔｗｉｃｅｍｏｒｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅｔｈａｎｉｔｎｅｅｄｓｔｏ
ｂｅ”相反，我们陈述了定理通常成立的一般条件，希望达到了能够精确实用地
阐明而不流于学究气。

ＡｒｎｅＳｔｒｍ作为协作者加入了扩展改进了的第三版的编写。本版包括
了多于２５０条新增公式，许多原先只给出一般形式的公式，现在详述为更便利
的方式。新增的领域包括单调比较静态及向量空间、标量向量空间、Ｂａｎａｃｈ
空间和 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间。第三版的另一特点是包含了许多图示，它们绝大多数
是由ＡｒｖｅＭｉｃｈａｅｌｓｅｎ制作的。
在本书的编写过程中我们得到了许多人的帮助。本书最早产生于一组由

Ｂ．Ｔｈａｌｂｅｒｇ教授搜集的经济数学公式，并由斯堪的纳维亚的学生和经济学
家广泛地使用了许多年，以后的版本的改进受益于来自 Ｇ．Ａｓｈｅｉｍ，Ｔ．
Ａｋｒａｍ，Ｅ．Ｂｉｒｎ，Ｔ．Ｅｌｌｉｎｇｓｅｎ，Ｐ．Ｆｒｅｎｇｅｒ，Ｉ．Ｆｒｉｈａｇｅｎ，Ｈ．Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ，

Ｆ．Ｇｒｅｕｌｉｃｈ，Ｐ．Ｈａｍｍｏｎｄ，Ｊ．Ｈｅｌｄａｌ，Ａａ．Ｈｙｌｌａｎｄ，Ｇ．Ｊｕｄｇｅ，Ｄ．Ｌｕｎｄ，

Ｍ．Ｍａｃｈｉｎａ，Ｈ．Ｍｅｈｌｕｍ，Ｋ．Ｍｏｅｎｅ，Ｇ．Ｎｏｒｄéｎ，Ａ．Ｒｄｓｅｔｈ，Ｔ．
Ｓｃｈｗｅｄｅｒ，Ａ．Ｓｅｉｅｒｓｔａｄ，Ｌ．Ｓｉｍｏｎ和Ｂ．ｋｓｅｎｄａｌ的建议和更正。
对于现在的第三版，我们特别感谢ＯｌａｖＢｊｅｒｋｈｏｌｔ、ＪｅｎｓＨｅｎｒｉｋＭａｄｓｅｎ

和日语版的译者ＴａｎｎｏＴａｄａｎｏｂｕ的建议，作为参考工具书，错误是特别有
害的。我们希望发现残留错误的读者能够批评指正，以便我们在今后的再版
中更正。

Ｏｓｌｏ＆Ｂｅｒｋｅｌｅｙ，Ｎｏｖｅｍｂｅｒ１９９８
ＫｎｕｔＳｙｄｓａｅｔｅｒ，ＡｒｎｅＳｔｒｍ，ＰｅｔｅｒＢｅｒｃｋ
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１１　　　　集合理论　关系　函数

１．１　ｘ∈Ａ，ｘＢ 　

元素 ｘ 属于集合

Ａ，但ｘ 不属于集
合Ｂ．

１．２　Ａ＝ ｛典型元素：定义特征｝ 　
集合定义的一般形

式．

１．３　以下几种逻辑运算符号通常在表明Ｐ和Ｑ 关
系时使用：
●Ｐ∧Ｑ指“Ｐ和Ｑ”
●Ｐ∨Ｑ指“Ｐ或Ｑ”
●ＰＱ指“如果Ｐ则Ｑ”（或者“Ｐ仅当Ｑ”，或
“Ｐ蕴涵Ｑ”．）

●ＰＱ指“如果Ｑ则Ｐ”（或“Ｐ如果Ｑ”）
●ＰＱ指“Ｐ当且仅当Ｑ”
● Ｐ指“非Ｐ”

　

逻辑运算符号．
（注意“Ｐ或Ｑ”是指
“或者Ｐ或者Ｑ，或
者两者都成立”．）

１．４ Ｐ Ｑ Ｐ Ｐ∧Ｑ Ｐ∨Ｑ ＰＱ ＰＱ

Ｔ Ｔ Ｆ Ｔ Ｔ Ｔ Ｔ
Ｔ Ｆ Ｆ Ｆ Ｔ Ｆ Ｆ
Ｆ Ｔ Ｔ Ｆ Ｔ Ｔ Ｆ
Ｆ Ｆ Ｔ Ｆ Ｆ Ｔ Ｔ

　

逻辑运算的是 非

表．在此Ｔ指“是”，

Ｆ指“非”．

１．５　●Ｐ是Ｑ 的一个充分条件：ＰＱ
●Ｑ是Ｐ 的一个必要条件：ＰＱ
●Ｐ是Ｑ 的一个充分必要条件：ＰＱ

　 经常用到的术语．

１．６　ＡＢＡ的每一个元素也是Ｂ 的元素． 　 Ａ是Ｂ的一个子集．



１．７　Ａ∪Ｂ＝｛ｘ：ｘ∈Ａ∨ｘ∈Ｂ｝（Ａ与Ｂ 的并集）

Ａ∩Ｂ＝｛ｘ：ｘ∈Ａ∧ｘ∈Ｂ｝（Ａ与Ｂ 的交集）

Ａ＼Ｂ＝｛ｘ：ｘ∈Ａ∧ｘＢ｝（Ａ与Ｂ 的差集）

Ａｃ＝｛ｘ：ｘＡ｝（Ａ的补集）

Ａ△Ｂ＝（Ａ＼Ｂ）∪（Ｂ＼Ａ）
（Ａ与Ｂ 的对称差）

　

集合理论的基本定

义．如果Ω是一个全
集，则Ａｃ＝Ω＼Ａ．Ａｃ

的另一种符号是 Ａ．

１．８　　 （Ａ∪Ｂ）ｃ ＝Ａｃ∩Ｂｃ

（Ａ∩Ｂ）ｃ ＝Ａｃ∪Ｂｃ

Ａ∩ （Ｂ∪Ｃ）＝ （Ａ∩Ｂ）∪ （Ａ∩Ｃ）

Ａ∪ （Ｂ∩Ｃ）＝ （Ａ∪Ｂ）∩ （Ａ∪Ｃ）

Ａ△Ｂ＝ （Ａ∪Ｂ）＼（Ａ∩Ｂ）
（Ａ△Ｂ）△Ｃ＝Ａ△（Ｂ△Ｃ）

　
集合理论的重要运

算法则．

１．９　Ａ１×Ａ２×…×Ａｎ ＝ ｛（ａ１，ａ２，…，ａｎ）：ａｉ
∈Ａｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ｝

　
集合Ａ１，Ａ２，…，

Ａｎ 的笛卡尔乘积．

１．１０　ＲＡ×Ｂ 　

任何Ａ×Ｂ的子集

Ｒ称为从集合Ａ 到
集合Ｂ的关系．

１．１１　ｘＲｙ（ｘ，ｙ）∈Ｒ
ｘＲ／ｙ（ｘ，ｙ）Ｒ

　

另一种关系和无关

系的记法．我们称

ｘ满足对ｙ的Ｒ 关
系，如果 （ｘ，ｙ）∈
Ｒ．
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１．１２　●ｄｏｍ（Ｒ）＝｛ａ∈Ａ：（ａ，ｂ）∈Ｒ对于Ｂ中某一ｂ｝

＝｛ａ∈Ａ：ａＲｂ对于Ｂ 中某一ｂ｝
●ｒａｎｇｅ（Ｒ）＝｛ｂ∈Ｂ：（ａ，ｂ）∈Ｒ对于Ａ中某一ａ｝

＝｛ｂ∈Ｂ：ａＲｂ对于Ａ 中某一ａ｝

关系的 区域及 范

围．

１．１３　 　

（１．１３）定义的关系

Ｒ 的区域及范围，
阴影部分集合是关

系的图形．

１．１４　Ｒ－１ ＝ ｛（ｂ，ａ）∈Ｂ×Ａ：（ａ，ｂ）∈Ｒ｝ 　

从Ａ 到Ｂ 的关系

Ｒ 的逆关系．Ｒ－１是

从Ｂ到Ａ 的关系．

１．１５　让Ｒ为从Ａ 到Ｂ 的关系，Ｓ为从Ｂ 到Ｃ 的关
系，我们则可定义Ｒ和Ｓ的复合ＳＲ为属于Ａ
×Ｃ的（ａ，ｃ）的集合，满足属于Ｂ的元素ｂ具有

ａＲｂ及ｂＳｃ．ＳＲ是一个从Ａ 到Ｃ的关系．

　
ＳＲ是两个关系Ｒ
及Ｓ的复合．

１．１６　从Ａ到Ａ 自己的关系Ｒ 称为Ａ 的二元关系．Ｒ
的二元关系具有

● 自反性如果ａＲａ对于每一在Ａ 中的ａ成立；
● 非自反性如果ａＲ／ａ对于每一在Ａ 中的ａ
成立；

● 完整性如果ａＲｂ或ｂＲａ对于每一在Ａ 中的ａ
和ｂ成立，且ａ≠ｂ；

● 传递性如果ａＲｂ及ｂＲｃ则有ａＲｃ；
● 对称性如果ａＲｂ则有ｂＲａ；
● 反对称性如果ａＲｂ及ｂＲａ则有ａ＝ｂ；
● 非对称性如果ａＲｂ则有ｂＲ／ａ．

　 特殊的关系．

３１　集合理论　关系　函数
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１．１７　Ａ的二元关系Ｒ 被称为
● 先有序的（或拟有序的）关系，如果它是自反
性的和传递性的；

● 弱有序的关系，如果它是传递性的和完整的；
● 部分有序的关系，如果它是自反性的，传递性
的及反对称性的；

● 线性（或完全）有序的，如果它是自反性的，传
递性的，反对称性的及完整的；

● 等价关系，如果它是自反性的，传递性的及对
称的．

● 关系 ＝ 在实数中是一个相应关系．
● 关系 ≥ 在实数中是一个线性有序关系．
● 关系 ＜ 在实数中是一个弱有序及非自反性，
非对称性关系．

● 关系  在给定集合的子集中是一个部分有
序关系．

　

特殊的关系．（这些
术语并不是通用

的．）注意线性有序
与完整的部分有序

是一样的．
序列关系通常用符

号，≤，等标
示．逆 关 系 用 ，

≥，等标示．

１．１８　● 关系ｘｙ（“ｙ至少与ｘ一样好”）在一个商
品向量集合里通常假定为完整的先有序

关系．
● 关系ｘｙ（“ｙ（严格好于）ｘ”）在一个商品向
量集合里通常假定为非自反的，传递的（因此
是非对称性）．

● 关系ｘ～ｙ（“ｘ与ｙ无差别”）在一个商品向量
集合里通常假定为等价关系．

　

关系的例子．对于
关系ｘ≤ｙ，ｘ
ｙ，及ｘ～ｙ，见第

２６章．

１．１９　令为在集合Ａ中的一个先有序关系．在Ａ中
的一个元素ｇ 称为在Ａ 中对于关系的最大
元素，如果ｘｇ对于每一在Ａ 中的ｘ 成立．
在Ａ中的一个元素ｍ 称为在Ａ 中对于关系
的极大元素，如果ｘ∈Ａ且ｍ ｘ意味着ｘ
ｍ．对的最小和极小元素分别是对于的逆
关系的极大和最大元素．

　

有序集合中最大元

素，极大元素，最小
元素和极小元素的

定义．
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１．２０　如果是一在Ａ 中的先有序关系，Ｍ 是Ａ 的
一个子集，在Ａ中的元素ｂ称为Ｍ 的一个上限
（对于），如果ｘｂ对于每一在Ｍ 中的ｘ成
立．一个Ｍ 的下限是一在Ａ 中的元素ａ使ａ
ｘ对于所有在Ｍ 中的ｘ．

　
上限和下限的定

义．

１．２１　如果是在非空集合Ａ中的一个先有序关系，
且如果Ａ的每一线性有序子集Ｍ 都在Ａ 中有
上限，则对于关系在 Ａ 中存在一个极大
元素．

　

Ｚｏｒｎ引理．（通常
适用于部分有序，
但对于先有序同样

适用．）

１．２２　一个从Ａ到Ｂ 的关系Ｒ 称为函数或映射，如果
对于每一在Ａ中的ａ，在Ｂ中都存在一个唯一
的ｂ，使ａＲｂ．如果用ｆ作为函数符号，则ａｆｂ
可写成ｆ（ａ）＝ｂ．ｆ的图形则定义为

ｇｒａｐｈ（ｆ）＝ ｛（ａ，ｂ）∈Ａ×Ｂ：ｆ（ａ）＝ｂ｝．

　

从集合Ａ到集合Ｂ
的函数及其图形的

定义．

１．２３　一个从Ａ到Ｂ 的函数ｆ（ｆ：Ａ→Ｂ）称为
● 单射的（或一一对应的）如果ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ）意
味着ｘ＝ｙ；

● 满射的（或自身映射）如果范围ｄｏｍ（ｆ）＝Ｂ；
● 双射的如果它既是单射的又是满射的．

　
函数的一些重要概

念．

１．２４　如果ｆ：Ａ→Ｂ双射的（即既是一一对应的又是
自身映射的），则它有反函数ｇ：Ｂ→Ａ，定义为

ｇ（ｆ（ｕ））＝ｕ对于所有ｕ∈Ａ．
　

反函数的特点．ｆ
的反函数通常记为

ｆ－１．

１．２５　 　
反函数概念的图

示．

１．２６　如果ｆ是一个从Ａ 到Ｂ 的函数，且Ｃ Ａ，

ＤＢ，我们则可使用记法
●ｆ（Ｃ）＝ ｛ｆ（ｘ）：ｘ∈Ｃ｝
●ｆ－１（Ｄ）＝ ｛ｘ∈Ａ：ｆ（ｘ）∈Ｄ｝

　
ｆ（Ｃ）称为Ａ在关系

ｆ下的像，ｆ－１（Ｄ）称
为Ｄ的逆像．
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１．２７　如果ｆ是从Ａ 到Ｂ 的一个函数，而且ＳＡ，

ＴＡ，Ｕ Ｂ，Ｖ Ｂ，则

ｆ（Ｓ∪Ｔ）＝ｆ（Ｓ）∪ｆ（Ｔ）

ｆ（Ｓ∩Ｔ）ｆ（Ｓ）∩ｆ（Ｔ）

ｆ－１（Ｕ ∪Ｖ）＝ｆ－１（Ｕ）∪ｆ－１（Ｖ）

ｆ－１（Ｕ ∩Ｖ）＝ｆ－１（Ｕ）∩ｆ－１（Ｖ）

ｆ－１（Ｕ＼Ｖ）＝ｆ－１（Ｕ）＼ｆ－１（Ｖ）

　

重要的事实．（包含
符号不能由 ＝
替代）

１．２８　如果 Ｎ＝ ｛１，２，３，…｝为自然数的集合，而

Ｎｎ ＝ ｛１，２，３，…，ｎ｝，则
● 集合Ａ是有限的如果它是空的，或对于某一
自然数ｎ，存在一从 Ａ 到 Ｎｎ 的一一对应
函数．

● 集合Ａ 是可数性无限的如果存在一从Ａ 到

Ｎ的一一对应函数．

　

一个有限的或可数

性无限的集合通常

称为可数的．有理
数集合是可数性无

限的，而实数集合
是不可数的．

　　　参 考 文 献

参照 Ｈａｌｍｏｓ（１９７４），Ｅｌｌｉｃｋｓｏｎ（１９９３）及 Ｈｉｌｄｅｎｂｒａｎｄ（１９７４）．
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２２　　　　方程式　一元函数　复数

２．１　ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０ｘ１，２ ＝－ｂ± ｂ２－４ａ槡 ｃ
２ａ

　

一般一元二次方程

的根．（ａ≠０）如果

ｂ２ ≥４ａｃ则是实数
根．（假设ａ，ｂ，和ｃ
是实数）

２．２　如果ｘ１ 及ｘ２ 是方程ｘ２＋ｐｘ＋ｑ＝０的根，则

　ｘ１＋ｘ２ ＝－ｐ，ｘ１ｘ２ ＝ｑ
　 Ｖｉèｔｅ定理．

２．３　ａｘ３＋ｂｘ２＋ｃｘ＋ｄ＝０ 　 一般一元三次方程．

２．４　ｘ３＋ｐｘ＋ｑ＝０ 　

如果在（２．３）中的ｘ
写为ｘ－ｂ／３ａ，（２．３）
可简写为（２．４）．

２．５　ｘ３＋ｐｘ＋ｑ＝０且Δ＝４ｐ３＋２７ｑ２，则有
● 三个不同的根，如果Δ＜０；
● 三个实根，其中至少两个相等，如果Δ＝０；
● 一个实根，两个复根，如果Δ＞０．

　

（２．４）中根的分类．
（假 设 ｐ 和ｑ 是
实数）

２．６　方程ｘ３＋ｐｘ＋ｑ＝０的解为

ｘ１ ＝ｕ＋ｖ，ｘ２ ＝ωｕ＋ω２ｖ，以及ｘ３ ＝ω２ｕ＋

ωｖ，其中ω＝－１２＋
ｉ
２槡３

，ｘ３＝－ｕ＋ｖ２ －ｕ－ｖ２

－槡 ３，且有

ｕ＝
３

－ｑ２＋
１
２
４ｐ３＋２７ｑ２
２槡槡 ７

ｖ＝
３

－ｑ２－
１
２
４ｐ３＋２７ｑ２
２槡槡 ７

　

对于一元三次方程

的根的Ｃａｒｄａｎｏ公
式．ｉ是虚数单位
（参照（２．７２）），而ω
是１的第三个复根
（参见（２．８５））．（除
非必要时，尽量不
要使用这一公式！）



２．７　如果ｘ１，ｘ２ 和ｘ３ 是方程

ｘ３＋ｐｘ２＋ｑｘ＋ｒ＝０的根，则

　ｘ１＋ｘ２＋ｘ３ ＝－ｐ
　ｘ１ｘ２＋ｘ１ｘ３＋ｘ２ｘ３ ＝ｑ
　ｘ１ｘ２ｘ３ ＝－ｒ

　 有用的关系．

２．８　Ｐ（ｘ）＝ａｎｘｎ＋ａｎ－１ｘｎ－１＋…＋ａ１ｘ＋ａ０ 　
ｎ阶多项式．（ａｎ ≠
０）

２．９　对于（２．８）中的多项式Ｐ（ｘ），存在常数ｘ１，ｘ２，
…，ｘｎ（实数或复数），使

Ｐ（ｘ）＝ａｎ（ｘ－ｘ１）…（ｘ－ｘｎ）
　

代数基本定理．ｘ１，
…，ｘｎ 称为Ｐ（ｘ）

的零点和Ｐ（ｘ）＝
０的根．

２．１０　ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ ＝－ａｎ－１ａｎ

ｘ１ｘ２＋ｘ１ｘ３＋…＋ｘｎ－１ｘｎ ＝∑
ｉ＜ｊ
ｘｉｘｊ ＝

ａｎ－２
ａｎ

ｘ１ｘ２…ｘｎ ＝ （－１）ｎａ０ａｎ

　

Ｐ（ｘ）＝０的根与系
数的关系，其中 Ｐ
（ｘ）定义在（２．８）．
（（２．２）与（２．７）的一
般化）

２．１１　如果（２．８）的系数ａｎ，ａｎ－１，…，ａ１，ａ０ 均为整
数，ｐ和ｑ是没有共同因子的整数，且Ｐ（ｐ／ｑ）

＝０，则ｐ可整除ａ０，ｑ可整除ａｎ．
　 多项式的有理零点．

２．１２　设ｋ为（２．８）中系数数列ａｎ，ａｎ－１，…，ａ１，ａ０
改变符号的次数．Ｐ（ｘ）＝０的实正根的个数，
包括根的乘积，是ｋ或ｋ减去一个正偶数．如果

ｋ＝１，则方程仅有一个正实根．

　
Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ 符 号
法则．

２．１３　方程

　Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０
的图形为

● 一个椭圆，一点，或空集，如果４ＡＣ＞Ｂ２；
● 一条抛物线，一条直线，两条平行线，或空集，

如果４ＡＣ＝Ｂ２；
● 一个双曲线或两条相交线，若４ＡＣ＜Ｂ２．

　
二次曲线的分类．
Ａ，Ｂ，Ｃ不全为０．
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２．１４　ｘ＝ｘ′ｃｏｓθ－ｙ′ｓｉｎθ，ｙ＝ｘ′ｓｉｎθ＋ｙ′ｃｏｓθ其
中ｃｏｔ２θ＝ （Ａ－Ｃ）／Ｂ

　

将方程（２．１３）转换
成对于ｘ′，ｙ′的二
次方程，其中ｘ′ｙ′
的系数为０．

２．１５　ｄ＝ （ｘ２－ｘ１）２＋（ｙ２－ｙ１）槡 ２ 　

两点 （ｘ１，ｙ１）和
（ｘ２，ｙ２）之 间 的
（欧几里德）距离．

２．１６　（ｘ－ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）２ ＝ｒ２ 　
以 （ｘ０，ｙ０）为 圆
心，ｒ为半径的圆．

２．１７　
（ｘ－ｘ０）２

ａ２ ＋
（ｙ－ｙ０）２

ｂ２ ＝１ 　

以 （ｘ０，ｙ０）为 中
心，轴与坐标轴平
行的椭圆．

２．１８　 　
（２．１６）与（２．１７）的
图形．

２．１９　
（ｘ－ｘ０）２

ａ２ －
（ｙ－ｙ０）２

ｂ２ ＝±１ 　

以 （ｘ０，ｙ０）为 中
心，轴与坐标轴平
行的双曲线．

２．２０　（２．１９）的渐近线：

ｙ－ｙ０ ＝±ｂａ
（ｘ－ｘ０）

　
（２．１９）中双曲线的
渐近线的公式．

２．２１　 　

（２．１９）与（２．２０）中
的双曲线和其渐近

线的图形，对应于
各自的正负号．

２．２２　ｙ－ｙ０ ＝ａ（ｘ－ｘ０）２，ａ≠０ 　

以 （ｘ０，ｙ０）为 顶
点，主轴平行于ｙ
轴的抛物线．

９２　方程式　一元函数　复数
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