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    数学是什么？回答这个问题并不容易。

    数学被人们看作是一种高级语言，是符号的世界。伽利略的一段话颇为流传：“宇宙是

永远放在我们面前的一本大书，哲学就写在这本书上。但是，如果不首先掌握它的语言和符

号，就不能理解它。这本书是用数学写的，它的符号是三角形、圆和其他图形，不借助于它们

就一个字也看不懂，没有它们就只会在黑暗的迷宫中踯躅。”

    数学是一门科学，而且是一门精密科学。夏尔斯·普罗特伊斯·斯泰因梅兹说：“数学是

最精密的科学，它的全部结论都能绝对地证明。但所以会如此只是因为数学并不试图得出

绝对的结论。所有的数学真理都是相对的、有条件的。”爱因斯坦说：“（但是）数学享有盛誉

还有一个原因：正是数学给了各种精密自然过程一定程度的可靠性，没有数学，它们不可能

获得这样的可靠性。”
    数学是一种工具。恩斯特·马赫说：“也许听起来奇怪，数学的力量在于它回避了一切不

必要的思考和它惊人地节省了脑力的活动。"P"A"M狄拉克说：“数学是特别适于处理任何

种类的抽象概念的工具，在这个领域中它的力量几乎是没有限度的。”

    数学是模型。每一门数学学科都是一种模型，微积分是物体运动的模型，概率论是偶然

与必然的模型，几何是现实空间的模型，非欧几何是超维空间的模型。S"麦克莱恩说：“数

学起源于人类各种各样的实践活动，从这些活动中抽象出许多一般的但不是任意的概念，然

后将这些概念及他们之间的关系形式化。”

    透过上述并不全面的种种对数学的看法，我们可以认为：数学是研究现实世界中数与形
之间各种形式模型的结构的一门科学。通俗地说：数学是科学的语言，数学是一切科学技术

的基础，数学是我们思考问题和解决问题的工具。

    让全社会了解数学，让人们感到数学就在身边，这是十分艰巨而又不得不做的事情。数

学教育要教给学生的不仅仅是数学知识，还应当培育学生的意识、兴趣和能力，让学生学会

用数学的思维方式观察周围的事物，用数学的思维方法分析、解决实际间题。当代著名数学

家、沃尔夫数学奖得主P"D·拉克斯指出：“在微积分里，学生可以直接体会到数学是确切表

达科学思想的语言，可以直接学到科学是深远影响着数学发展的数学思想的源泉。最后，很

重要的一点在于数学可以提供许多重要科学问题的光辉答案。”当代著名数学家、教育家、沃

尔夫奖获得者H·惠特尼这样说：“学数学意味着什么？当然是希望能用它，⋯⋯最好的学习
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就是用，并且古今皆知仅在你自己有想法时才有真正的学习。”我们没有理由不赞同这些

观点。

    从小学、中学到大学，数学都一直是最受重视的课程，但是数学课程的教学效果却不能

令人满意c原因是多方面的，其中之一就是：数学课程面临愈来愈大的缩减课时的压力，时

间少、内容多导致教学中的很多矛盾，学生的学习兴趣也随之下降。为什么不可以这样认

为：像许多其他的事情一样，学习、掌握并能灵活运用数学的方法也有多种多样？是不是一

定要先透彻掌握数学理论然后再谈应用？学生为什么会对学习数学感到枯燥？与我们一直

奉行的只讲数学的抽象定义、定理、证明的教学思路有没有关联？

    就学习数学而言，从学习到应用不是一蹴而就的事情，没有充分地、有意识地培养、训练

和实践，没有表达应用观点的教材，学生的应用意识、兴趣和能力是上不来的。

    微积分是大学数学教育中最重要的基础课。经过三百多年的发展，这门课的基本内容

已经定型，并且已经有了为数众多的教材（其中不乏优秀之作）。但是，可以说，在全世界范

围内，人们仍然感到微积分的教和学都不是一件容易的事。

    鉴于现有许多教材局限于剪裁内容以适合学时，罗列知识而不注意与现实相结合，同时

考虑到经济、管理等学科的具体教学内容，我们决定编写这本针对经济、管理、财会、金融等

专业的大学数学教材：本书不拘泥于每一细节的详尽的讨论，让初学者能够对微积分的全

貌有一个轮廓性的认识，尽可能早一点学会利用微积分的方法和知识去解决一些实际问题，

这是放在第一位的考虑；其次则是坚持启发性的原则并且立足于培养学生的能力。

    本书所选内容基本涵盖了经济、管理等专业所用到的所有微积分知识，全部内容可在

70学时一90学时内讲授完。本教材试图编出以下特点：

    ·注意教材内容与中学数学的衔接，语言叙述浅显易懂，图文并举，有利于学生自学；

    ·内容的选择以解决具体学科尤其是经济、管理和金融等专业实际遇到的问题为导

向，以凸现实用性；

    ·教材的内容划分为较为明显的两部分。第1章一第5章为各专业学习微积分的基

础知识，主要内容是：函数、极限、一元函数微分、一元函数积分、二元函数微分和差分方程以

及常微分方程，其中前3章是必须学习的内容；第6章为经济数学模型，提供了大量的经济、

管理和金融等方面的经常出现的数学模型，内容有：需求与供给模型，成本一收益一利润模

型，最优化模型，经济中的边际与弹性、蛛网模型，经济批量模型，利息和资本增长模型等，为

学生继续学习这些专业提供必备的数学背景知识。各章之间的联系，如下图所示。

    ·例题和习题编排丰富，布局合理。丰富的例题深浅适中，为学生提供理解和模仿的

素材；每个知识点后面紧跟练习，边学边练；每章后面有大量的习题，提供思考与选择的素

材，既为教师结合实际教学提供更大的选择空间，也为一些有意识强化训练自己数学技能的

    ·a·
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学生提供了方便。这些练习和习题都附有参考答案：

              &.} M-Mm-,"

                                                                  一＿ 、 · 一、 卜－
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    教学过程是互动的，教材只是个载体，良好的教学效果有赖于老师、同学的共同努力。

当然，同学们的努力至关重要。

    由于编者的水平所限，本书的构思和编排还存在不妥之处，并且由于时间所限，部分练

习和习题的校对也可能有疏漏的地方，衷心希望大家给予建议、批评和指正。
    附注：

    (1)编排第0章的初衷是提醒同学们注意数学是一门极其讲究逻辑的学科。关于“逻

辑”的一些知识，在中学里也有零散的介绍，但是，学习这门课，它们显得更为必要。这部分

内容可以在教师的指导下，让同学们自学，并且去阅读一些参考书。

    (2)在学时较多的情况下，可以讲完全部内容；在学时较少的情况下，讲授前3章及第

5,6章部分小节的内容也是必须的。

                                                                  编者

                                                                2003年3月

                                                                                              ·m·
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            第I1L}J章 写在 前 面

    由学习初等数学转人学习微积分的过程中，对许多同学来说，一开始会有一些

困难，甚至产生畏难情绪．究其原因，大体上有两个方面：一是每个同学对数学的理

解不同，由于长期以应试教育为主，往往容易忽略数学基本素养的培养，基本功不

够扎实；二是一些教材中微积分知识与中学数学知识之间衔接得不够理想，有些涉

及到某些初等数学的内容，中学数学教学中没有讲到，或没讲透彻，而大学教师却

认为同学们大概已经掌握了，因而一带而过，结果造成某些知识点或逻辑和思维方

式上的薄弱现象．

    本章旨在整理出一些我们似乎知道但又不很清楚而又十分重要的一些逻辑知

识，强调这些知识在数学中的反映，以利于更好地掌握数学语言．另外，学习对象的

变化常常会带来学习方法的变化，所以，本章还要概括性地介绍一些关于学习方法

的问题，以弥补知识衔接过程中的不足．

                                    0.1 逻辑与数学

    如果说数学这门学科与其他学科有什么不同的话，除研究对象不同外，最为突

出的就是对象内部规律的真实性必须用逻辑推理的方式来证明．

    以逻辑推理的方式来证明对象内部规律的真实性，首先必须明确对象（object)

是什么— 俘含(concept)：其次内部规律必须以某种形式（form）表现出来— 命
题(statement)；经推理证明（inference and proof）后得出结论— 定理（theorem)

因此，一个数学理论是由一套概念、命题以及命题的推理证明所组成的．

                                                4.1.1 什么是逻辑

    一天清晨，某人起床，开门向外一望，看见屋顶湿了，道路也湿了，连草木的叶

子都湿了．他马上会想到：“唔，昨天夜里下过雨了！”

    这是一个思考过程的例子．

    我们认识世界离不开感觉（sensation）和知觉（perception)．感觉就是客观对象
的个别方面的特性在意识中的反映，知觉是各个物体或对象作为一个整体在头脑
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    中的反映．感觉和知觉都只是认识现实初步的而且是最简单的形状，它们是对个体

    对象的直觉（intuitive）形象．为了认识事物的内部联系，认识事物和现象发展变化

    的规律，人们必须把这些事物和现象的感觉及知觉在自己头脑中进行加工，即把重

    要的、本质的东西抽取出来，把事物和现象的联系或关系反映出来、表示出来．

        我们头脑中的这种认知活动（cognitive activities)，就是人们通常所说的思维

    (thinking)．

        在上面的例子中，大家都很清楚，当昨天夜里下雨的时候，这个人正在酣睡之

    中，他既没有看到雨滴，也没有听到雨声．而早晨已经是雨止云散，天气晴朗了可

    见此人并没有直接感觉或知觉到雨．但是因为他知道“雨”和“屋顶、道路等变湿”有

    因果关系，所以能够依据他所见到的屋顶、道路等变湿了这一事实，作出“昨夜下过

    雨”这个论断来．换句话说，他是通过思维活动间接地认识到雨的．

        但仅仅观察（observation)到某一次下雨曾招致屋顶、道路等变湿，还是不能作

    出任何结论（conclusion）的．还必须知道这种关系具有一般性质，即每次下过足够

    的雨量以后，屋顶、道路等必然变湿，也就是这个人必须概括他自己长期观察的

    结果

        思维活动有没有规律（law）可循呢？如果承认客观事物是有规律地运动着和

    联系着，就必须承认：思维活动本身也是有规律的．千百年来，人们对思维规律的探

    求一直没有停止过，而且可能永远不会停止．人们已经发现：正确的思维必须是一

    种确定的、首尾一贯的、无矛盾的、有根据的思维！

      逻辑学（Logic）就是关于思维规律的学问一个没有学过逻辑学的人，他的行
    为和语言可能非常合乎逻辑，仅仅是词汇贫乏一点或者引经据典少一些而已．但

    是，人们必须遵循一定的逻辑规律来思考，才能正确地反映现实，才能正确地认识

    周围世界，才能掌握科学真理（truth) .

0.1.2 逻辑思维的四条基本规律

        从形式上来看，思维必须遵循以下四条基本规律：

        1，同一律

        同一（(identity）律的表现形式是：“甲是甲”．也就是说，在进行诊断和推理过程
    中，每个概念都应当在同一的意义上来使用

        这个规律要求：每个概念指的应该是同一个对象．在同一时间内和同一关系

    下，它的意义应当是确定的、同一的．用同一概念表达不同对象或者用两个不同概

    念表达同一对象，都是违背同一律的．
            争
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    2．矛盾律

    矛盾（contradiction)律的形式是：“甲不是非甲”．也就是说，同一对象在同一时

间和同一关系下，不能具有两种相互矛盾的性质．

    这个规律要求：在思维过程中，必须排除那些包含着自相矛盾的概念，比如“方

的圆”、“错误的真理”、“不成立的定理”等，也就是说，不能前言不对后语．另外，两

个相互矛盾的判断不可能都是真的，例如“a是正数”和“。是负数”不可能都是

真的．

    3．排中律
    排中律的形式是：“或者是甲，或者是非甲”．也就是说，同一对象在同一时间和

同一关系下，或者具有某种性质，或者不具有某种性质，两者必居其一，不可能有第

三种情形．
    排中律的意义在于排除认识上的含糊不清（vague）与模棱两可（ambiguous) ,

坚持原则，判别是非．例如：

    “这本书是数学书”与“这本书不是数学书”，只能有一个是对的；

    “凡直角都相等”与“有些直角不相等”，只能有一个是正确的；

    “数a是正数”与“数a是非正数”只能有一个是对的．

    4．充足理由律（或者叫“因果律，’）

    充足理由律的形式是：“所以有乙，是因为有甲”．也就是说，特定事物之所以具

有某种性质，是因为它有着现实的依据，为一定的先行于它的条件所决定．

    这个规律要求：在进行思维的过程中，必须有充足的依据．任何论断（argu-
ment）或者论证，只有当它具有充分的依据（evidence)，也就是具有充足的理由

(reason)时，才可能是合乎逻辑的、正确的 否则，就会出现所谓信口雌黄，甚至胡

说八道、自欺欺人的谎言和谬论．

    通常，可以用作判断的论证根据的充足理由有3个来源：

    (1）明显的事实（evident facts)．如“一个人有两只手”、‘旧出东方”等，都是明

显的事实．

    (2)公理（axiom)．公理就是不加证明而公认是正确的命题．如“全量大于部分
量”、“等量加等量，和相等”、“两个量等于第三量，则此两量相等”等．公理的真实性

源于人类实践活动中的千万次检验，因而是无可怀疑的．

    (3)既得规律、原理（principle）的学说．在各种学科中，特别是在数学中，经常凭
借大道理推出小道理，凭借旧的、已被证实的定理、法则推证新的、前所未有的此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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    命题．

        总之，“四律”指出：在“正常思维”下，从准确条件必能推出准确结论．

0.1.3逻辑思维的三种基本形式

        逻辑思维通常借助三种基本形式来实现，即概念、判断和推理．

        1．概念

        概念（concept）是反映客观对象的一般的、本质属性的思维形式．所谓本质属

    性，即一种对象所独有，而其他对象所没有．
        表达概念的语言形式一般是：“⋯⋯叫做（称为）⋯⋯”．比如：矩形的概念是“一

    个角为直角的平行四边形”．

        每一个概念都有一定的外延和内涵．概念的外延就是适合于那个概念的一切

    对象的范围；概念的内涵就是包括那个对象的一切对象的本质属性的总和．通常，

    用给一个概念下定义（definition)来揭示这个概念的内涵．以“平行四边形”的概念

    为例，平行四边形的外延，是指所有的平行四边形；平行四边形的内涵，是指所有的

    平行四边形所共有的本质属性．拿“平行四边形”和“矩形”这两个概念进行比较，可

    以发现：平行四边形的内涵加上“一个角为直角”这个独有属性，就是矩形的概念，

    即扩大了内涵；同时，矩形的外延又比平行四边形的外延要小
        如果是基本概念（比如数、量、直线、集合等），就应当用叙述法来描述；其他的

    概念都必须借助基本概念以及已经定义过的概念来加以定义‘借助于正面的（是什

    么）和反面的（不是什么）来反复思考，就可以获得对对象的清晰的认识．
        每一个名词，当已经建立起关于它的正确定义后，就应该不论在什么地方都以

    这种意义来解释．

        如果不把概念弄清楚，就不可能掌握数学知识，就会在解题中犯错误．

        2。判断

        判断（judgement）表述出所思考的对象具有某种属性，或者不具有某种属性，
    判断是概念与概念的联系．

        数学的判断通常称为命题（statement)由于命题表达的是判断，而判断实质上

    仅仅是人们对客观对象的认识，这个认识未必全面，甚至未必正确，因此是有待于

    证明的，或者说，一个命题是不一定成立的．

        如果命题的真实性是根据公理或者其他已知为正确的命题经过逻辑的推证

    （即通过演绎推理）而证明出来的，就叫做定理．换而言之，定理就是正确的命题

        数学命题大都表示成：

      · 4 ·
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                    “如果A，那么B”或者“若A，则B”

这里，“如果A”是命题的条件（condition)（或前提），“那么B”是命题的结论（con-

clusion)．对于每一个所讨论的命题，必须分清条件是什么，结论是什么．讨论命题

的种种形式，就是为了从各个方面来研究数学概念之间的关系，并能够推陈出新：

从一个已知的命题推出新的命题

    在命题中条件与结论的关系通常有3种情形：

    (1)“若A则B”指出条件A是结论B成立的充分条件（sufficient condition) ;

    (2)“若不A则不B”指出条件A是结论B成立的必要条件（necessary condition) ;
    (3)“若A则B，同时，若不A则不B”指出条件A是结论B成立的充分而且

必要的条件（sufficient and necessary condition)，也就是“当且仅当”(if and only if).

    每一个命题都是在一定的条件下才能成立的．在学习中，应当经常考虑这样的

问题“这个条件是不是足够的？”、“这个条件是不是多余的？”、“如果条件稍稍改变

了，结论会变得怎样？”久而久之，分析问题的能力一定会提高．

    3．推理

    推理（reasoning）是指用两个或多个判断来获得一个新判断的过程．它是判断

与判断的联合．

    通过推理，可以获得新知识．

    任何一个新的判断，总是从某几个个别的判断推演出来的．那几个个别的判断

叫做前提，而这个新判断叫做结论．

    经常使用的推理有两种方法：一种称为演绎（deduction)推理，即以一般的原

理、原则为前提，推演到某个特殊的场合而作出结论的方法；另一种称为归纳（in-

duction)推理，即以若干个特殊场合的情况为前提，推广到一个一般性的原理、原则

作为结论的方法．例如：

    王同学说：“我以前每次将球抛向天空，它都会落下来，我想，下一次我向上抛

球，它一定还会落下来．”

    李同学说：“按照牛顿的自由落体定律，上抛的物体要受到地心引力的影响，一

定会落下，所以，你下一次向上抛球，它肯定要落下 ”

    这里，王同学使用了归纳推理，而李同学使用了演绎推理．

    推理过程随处可见，有些很简单，有些则异常复杂．比如，如果铅笔在文具盒
里，而文具盒放在书包里，那么铅笔一定在书包里；如果铅笔不在文具盒里，文具盒

不在书包里，那么铅笔一定不在书包里．又比如，凡巧的倍数都是3的倍数，凡巧

的倍数都是5的倍数，那么一定有一些数是5的倍数的同时也是3的倍数．很多数

                                                                                                              · 5 ·
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    学定理中包含着相当复杂的推理过程．

        就演绎推理而言，如果基本事实或者前提是正确的，则得出的结论也必然正

    确，这是逻辑学中的一个非常重要的论点！同时也应该看到，许多论点看起来合乎

    逻辑其实不然．

        合乎逻辑的正确推理的主要形式是（图0.1).
                            所有的A都是B，

                            所有的B都是C，

                            因此所有的A都是C.

        在逻辑上，语句“所有的A都是B”被称为大前提；语句“所有的B都是C”被

    称为小前提；大前提和小前提都称为“前提（Premise) "．语句“因此所有的A都是

    C”被称为结论．这种推理形式称为三段式（syllogism）推理．
        对于三段式推理形式，一般地说，正确的大前提能够 一

    得出正确的结论．比如： ／ ／尸一、＼ ＼

          所有的蚂蚁（A）都是昆虫（B), ／／ 。 ＼ 、

          所有的昆虫(B）都是六条腿的（C)， 丨、 ＼屯／B丿 ］

          因此所有的蚂蚁（A）都是六条腿的（C). ＼ ＼一／ C／

        这是正确的推理，因为前提“所有的蚂蚁（A）都是 ＼、一洲／

    昆虫（B）”和“所有的昆虫（B）都是六条腿的（C)”都正

    确．又比如： 图0.1正确的推理形式

            所有的偶数都能被2整除．（大前提）
              256是个偶数．（小前提）

            所以，256能被2整除．（结论）

        但是，如果前提是不正确的，那么这种推理不仅站不住脚，而且常常是荒谬的．

    女口：

                            所有的浆果都是美味的，

                          毒茄是一种浆果，

                            因此毒茄是美味的．

        虽然这里推理的形式是正确的，但是由于前提“所有的浆果都是美味的”错误，

    导致结论“毒茄是美味的”错误．因此我们应当养成习惯：当听到或看到某些论点

    时，必须检查一下它的大前提是否正确．

    下面这种推理形式本身就是错误的（图0.2)：

      ·6 ·
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                所有的B都是C， ／尸一一、、

                A是一个C， ／ 。 。 ＼

                因此A是一个B． 丨【R 【】ly】I

其实，我们只能得出“A可能是一个B”的结论！比如： 、 ～ ～ ／

        所有的老鼠都是四条腿的， ＼丈冫／
            所有的大象都是四条腿的，

          因此所有的老鼠都是大象． 图0.2一种错误的推理形式
    很明显，结论“所有的老鼠都是大象’，是错误的．

    相对于合乎逻辑的正确推理形式，这里的错误的推理形式还是比较容易识
别的．

    还有一种值得注意的含有猜测成分的推理模式，称为合情推理（plausible rea-

soning )，它的一般格式是：
                        命题A真，则命题B真

                      命题B本身很不像是可靠的

                              现在，B真

                          命题A极为可靠
以及

                        命题A真，则命题B真

                      命题B本身像是十分可靠的

                              现在，B真

                      命题A只是多了一点可靠性

    归纳推理也叫归纳法．它是借助对大量偶然性的事实的观察，从中发现具有一
般性的结论的推理方法归纳推理的分类大体如下（表0.1).

                                            表 0.1

·归灬卜考二一东解
    注意：在数学中，经常会遇到推证一组无穷多个事物必有某种公共性质，这时

往往采取所谓的“数学归纳法”，它本质上仍然属于演绎推理的范畴，“不完全归纳

法”是指从一个或几个（但不是全部）特殊情况作出一般性结论的归纳推理方法．这

种推理方法对于寻找事物发生的原因以及产生新的科学命题（包括猜想）是极有帮

                                                                                                      ·7 ·
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    助的．下面举两例进行说明．

        例0.1 观察两个一元二次方程，发现

        方程二“一2二一3二0有两个根：3和一1汉第一种情况）
        方程尹一3x＝0有两个根：0和3;（第二种情况）

    对于这两个方程，它们的两个根之和是一次项系数的相反数（(3+（一1)=2;0+3二3),
    而两个根之积为方程的常数项（(3)（一1)＝一3,(0)(3)=0)．就此可得出结论：凡

    二次项系数为1的一元二次方程，其两根之和等于一次项系数的相反数；两根之积

    等于常数项．这就是在进行归纳推理．更进一步，猜测出了韦达定理．

        例0.2 哥德巴赫（Goldbach)猜想

        哥德巴赫于1742年写信给当时的大数学家欧拉，提出一个命题：任何偶数，由

    4开始，都可以化成两个质数（素数）之和的形式；任何奇数，由7开始，都可以化成

    三个质数（素数）之和的形式．这就是著名的迄今尚未得以证实的哥德巴赫猜想，

        其实，这个命题是从这样的观察开始的：
                                4＝2＋2          7＝2＋2＋3

                                6＝3＋3          9＝3＋3＋3

                                8＝3＋5          11＝3＋3＋5

                                10二3＋7          13＝3＋5＋5

                                12二5＋7          15＝3＋5＋5

        应当注意的是：归纳推理得到的结论是否正确，必须由演绎推理来证明．例1

    的结论是很容易证实的，但例2的结论是对还是错，人们至今仍然不知道．

0.1.4 关于证明

        无论是学习数学还是应用数学，都离不开证明（proof)．尤其是在理解定理的
    过程中，从前提条件到最后的结论，要运用大量的推理过程，我们称它们为证明过

    程（proving)．那么，具体一点，什么是证明？
        所谓证明，是指在有了明确结论的情况下，寻找依据，通过推理来确定结论的

    真伪这样一个演绎推理过程．

        一般地说，只要将试图表明的事情叙述准确，并符合逻辑且具有前后的一致

    性，这就是证明．

        怎么样的论断才算得上是证明？想象一下调皮而聪明的小妹妹唠唠叨叨地问

    这问那：“为什么是这样？你是怎么知道的？”假如你回答说那是显而易见的，她又

      · 8 ．
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会问：“这是怎么来的？”一旦你的回答稍稍含糊其词，她就说：“我弄不懂．你那样讲

是什么意思？”假如你的论断能够在你的小妹妹这里通过了，那它就是个“证明”！

    在理解或者运用“证明”的时候，应该注意以下几点关于证明的“陷阱”：

    (1)“显而易见的”主张．如果说什么事情是“显而易见的”，你应该非常谨慎 因

为人们经常用这个词掩盖他们的无知．如果你用“显而易见的”这个词来表达“直观

告诉我如此，但解释不清楚为什么”，请再想一想．另一方面，如果某个事情是“显而

易见的”是因为在你的头脑中有充分的理由，而其他人很容易地就可以填补上细

节，那么你就无需再说什么．当然，一旦你这样做，你就得承担这样的风险：其他人

考虑起来未必那么容易，甚至可能怀疑您是否有充分的理由来证实你的主张．因

此，如有怀疑，就需要解释！

    (2}后向推理．通常在证明中，同学们容易犯这样一个错误：常用应该证明的来

推导一个真实的陈述，并认为这就是证明．（例如，当论断涉及到方程或不等式时，

大多数的证明就是一大串代数运算）．这样的推理并不构成证明，尽管从一步到另

一步并不困难：从你刚刚得到的真实的陈述开始，表明所期望的结果可以从中

导出！

    (3）迷失论断的主线，容易忘记你要证明什么．时刻记着你的证明要向何处去，

只表达去向那里所需要的东西．很多同学试图写下尽可能多的事实，希望其中至少

有些应该是有关联的．这样将不仅使证明难以继续下去，而且会使你的思路变得混

乱而无所适从．在证明过程中，简洁是关键！

    如果你的论断的逻辑结构十分复杂，将其分解成几个中间步骤不失为一个好

办法．例如，首先叙述和证明辅助性的结果（通常称为引理lemma)，然后用它来证

明主要结果．有时，采用一些像标签式的简单办法也会使证明容易继续下去．如果

能对你陈述的明晰性有帮助，引进新的符号和记号也无妨．

    (})未将所有情形包括在内一 定要注意到问题的各种可能性而不仅仅只是最

为明显的部分．如果作除法，要不要注意除数不为0?如果解二次方程，考虑不考

虑两个解？如果问题涉及到整数，有没有同时想到正整数、负整数？

    (5}例子对证明．例子代替不了证明，这话未必全对．如果要证实某事一般为

真，就必须提供论点，无论例子的多少都不够充分；另一方面，如果要证明某事并不

总是为真，关于此事为何不真的论点就显得不重要了，此时提供反例（counterex-

ample）就是惟一的证明．为了解释复杂的论点或定义，可以使用例子．
    避过了以上的陷阱，并且一切显得合乎逻辑和明晰．然后是什么？如何检验证

明是否正确．首先，要确信所要证明的确实是真实的：假的真不了！证明一个本身

                                                                                                              · 9 ·

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


