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第一篇　微　积　分

第一章　函　　数

　　函数是微积分研究的基本对象，在本章中，我们将从集合概念出
发，建立函数的概念，并介绍函数的基本性质．

§１．１　集　　合

　　一、集合的概念

在经济管理中，对某一问题的研究常常需要根据事物所具有的
某一共同属性进行分类．例如，某一综合商店，常把电视机、电冰箱、
电风扇、收录机等商品划归为一类（家电类），把肥皂、洗衣粉、牙刷、
牙膏等划归为一类（日用品类）等．虽然，每类中各事物的作用不同，
但由于它们具有一定的共同属性，因此，我们可以把家电类、日用品
类等作为一个“整体”来看待，这些“整体”就是我们所说的集合

獉獉
．

一般来说，凡是具有某种属性的事物（或研究对象）的全体称作
集合
獉獉

，简称集
獉
．构成集合的每一个事物或对象称作集合的元素．

下面举几个例子来加以说明：
例１　某工厂职工的全体是一个集合，该厂的每个职工都是该

·１·



集合的元素．
例２　不大于１０的正偶数２、４、６、８、１０构成一个集合，这五个

数字的任何一个都是集合的元素．
例３　全体自然数构成一个集合叫自然数集，每个自然数都是

该集合的元素．
例４　全体实数构成一个集合叫实数集．每个实数都是实数集

的元素．
通常我们用大写字母Ａ、Ｂ、Ｃ，…，表示集合，用小写字母ａ、ｂ、ｃ、

ｘ、ｙ，…，表示集合的元素．如果ａ是集合Ａ 的元素，则记作ａ∈Ａ，读
作ａ属于Ａ 或ａ在Ａ 中；如果ａ不是集合Ａ 的元素，则记作ａＡ
或ａ瓝Ａ，读作ａ不属于Ａ．

例如，用Ｎ 表示自然数集合，Ｒ表示实数集，则２∈Ｎ，１２Ｎ．

但１
２∈Ｒ．

含有有限个元素的集合叫有限集，含有无限多个元素的集合叫

无限集．显然，上面的例１、例２中的集合是有限集，而例３、例４中的

集合是无限集．
在对某一问题的研究中，由被研究的所有事物或对象组成的集

合称作全集
獉獉

，记作Ｕ．应说明的是：全集是相对的．例如，我们考察的
是某厂全体女工，则该厂全体女工组成的集合是全集；但若我们考察

的是该厂的全体职工，则全体女工组成的集合不再是全集．
不包含任何元素的集合我们称作空集

獉獉
，记作Ф．例如，某日商店

没有进货，则由进货品种组成的集合为空集．又如ｘ２＋１＝０的实数

解集亦为空集．

　　二、集合的表示法

常用的集合表示法有列举法、特性表示法．

１．列举法：在大括号｛　｝内列出元素的全体或一些有代表性的

元素表示集合的方法，叫做列举法．
·２·



例５　用Ａ表示电视机、电冰箱、电风扇、收录机四种家电品种
的集合，则Ａ可表示为：

　　Ａ＝｛电视机，电冰箱，电风扇，收录机｝．
例６　自然数集合可表示为：

　　Ｎ＝｛１，２，３，…｝．
用列举法表示集合时，需要说明两点：一是我们考虑的是集合由

哪些元素组成，而与这些元素在｛　｝内书写的顺序无关．例如：

　　Ａ＝｛２，４，６，８，１０｝．
也可表示为

　　Ａ＝｛２，６，１０，８，４｝．
二是集合里的元素必须是互不相同的，即同一元素不能在一个集合

中重复出现，如上述Ａ不能表示为Ａ＝｛２，４，２，６，８，１０｝．
２．特性表示法：在括号内写明所要描述集合的元素应具有的特

性，这个方法称作特性表示法．
一般地，若集合Ａ的元素满足某一特性Ｐ（ｘ），则集合Ａ利用特

性表示法可表示为

　　Ａ＝｛ｘ｜Ｐ（ｘ）｝．
例７　实数集合Ｒ可表示为

　　Ｒ＝｛ｘ｜ｘ为实数｝．
例８　Ａ是ｘ２－５ｘ＋６＝０的全体实根构成的集合，则Ａ可表示

为

　　Ａ＝｛ｘ｜ｘ２－５ｘ＋６＝０｝．
为了直观起见，我们常用一个平面区域来代表一个集合，这种图

叫文氏图，如图１－１表示．

图１－１

·３·



　　三、子集

定义１．１．１　对于两个集合Ａ与Ｂ，如果集合Ａ的任何元素都

图１－２

是集合Ｂ 的元素，则称集合Ａ为集合Ｂ 的子集．记
作

　　ＡＢ　（或ＢＡ）．
读作“Ａ包含于Ｂ”（或“Ｂ包含Ａ”），如图１－２

所示．
例９　ＮＲ．
例１０　用Ｂ表示某工厂全部产品的集合，用Ａ 表示全部合格

品的集合，则有

　　ＢＡ或ＡＢ．
定义１．１．２　对于两个集合Ａ与Ｂ，如果ＡＢ，同时ＢＡ，则

称Ａ与Ｂ 相等．记作Ａ＝Ｂ．
如上面例１０，若该厂的全部产品都为合格品，则Ａ＝Ｂ．

　　四、集合的运算

１．集合的并
定义１．１．３　设有集合Ａ与Ｂ，由Ａ和Ｂ 的所有元素组成的集

合，称作集合Ａ和Ｂ 的并集
獉獉

，简称Ａ和Ｂ 的并
獉
，记作Ａ∪Ｂ，即

　　Ａ∪Ｂ＝｛ｘ｜ｘ∈Ａ或ｘ∈Ｂ｝．
用文氏图表示即为图１－３．

图１－３

例１１　设Ａ＝｛１，２，３，４，５｝，　Ｂ＝｛４，５，６，７，８｝．则

　　Ａ∪Ｂ＝｛１，２，３，４，５，６，７，８｝．

·４·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



２．集合的交
定义１．１．４　设有集合Ａ与Ｂ，由Ａ和Ｂ 的所有公共元素组成

的集合，称作集合Ａ和Ｂ 的交集
獉獉

，简称Ａ和Ｂ 的交
獉
．记作Ａ∩Ｂ，即

　　Ａ∩Ｂ＝｛ｘ｜ｘ∈Ａ且ｘ∈Ｂ｝．
图１－４的阴影部分表示集合Ａ与Ｂ 的交集Ａ∩Ｂ．
对于例１１，Ａ∩Ｂ＝｛４，５｝．
３．集合的差
定义１．１．５　设有集合Ａ和Ｂ，由属于Ａ而不属于Ｂ 的所有元

素组成的集合称作集合Ａ 和集合Ｂ 的差集
獉獉

，简称Ａ和Ｂ 的差
獉
．记作

Ａ－Ｂ．即

　　　Ａ－Ｂ＝｛ｘ｜ｘ∈Ａ且ｘＢ｝．
图１－５的阴影部分表示Ａ－Ｂ．

图１－４　　　　　　　　　图１－５

对于例１１，Ａ－Ｂ＝｛１，２，３｝．
４．集合的补
定义１．１．６　全集Ｕ 中所有不属于Ａ 的元素组成的集合，称作

集合Ａ的补集，记作珡Ａ，即

　　珡Ａ＝｛ｘ｜ｘ∈Ｕ 且ｘＡ｝．
图１－６的阴影部分表示珡Ａ．

图１－６
例如，Ｕ 表示某厂生产的某种产品的集合，Ａ表示合格品集合，

则珡Ａ表示废品集合．
·５·



§１．２　实　数　集

在初等数学中，我们把规定了正方向、原点和单位长度的直线称
作数轴．并且我们知道，任何一个实数都可以用数轴上的一点来表
示；反之，数轴上的任何一点也对应着一个实数．也就是说，实数和数
轴上的点存在一一对应关系．由此，我们可以把实数和它在数轴上的
对应点不加区别地用同一符号来表示．如实数ｘ和点ｘ可视作相同
意思．下面我们来讨论实数的绝对值和实数集的特殊子集———区间．

　　一、绝对值

在研究某些问题时，常常要用到实数绝对值的概念．
一个实数ｘ的绝对值用｜ｘ｜来表示，其定义为

　　｜ｘ｜＝
ｘ　　当ｘ≥０时

－ｘ　当ｘ＜０
烅
烄
烆 时

例如：｜１０｜＝１０　　｜－１０｜＝－（－１０）＝１０　｜０｜＝０

｜ｘ｜的几何意义是：｜ｘ｜表示数轴上的点ｘ与原点之间的距离．
而距离只能用正数或０来表示，所以一切实数ｘ的绝对值都是非负
的．即｜ｘ｜≥０．
根据其几何意义，我们可以得出两个重要的等价关系．
（１）如果ａ＞０，则下面的两个集合相等．

　　｛ｘ｜｜ｘ｜＜ａ｝＝｛ｘ｜－ａ＜ｘ＜ａ｝．
因为从几何上看，｜ｘ｜＜ａ表示与原点距离小于ａ的那些点，而

－ａ＜ｘ＜ａ表示在点－ａ与ａ之间的那些点，所以它们表示的是相
同的点集．

（２）如果ｂ＞０，则下面两个集合相等．

　　｛ｘ｜｜ｘ｜＞ｂ｝＝｛ｘ｜ｘ＜－ｂ｝∪｛ｘ｜ｘ＞ｂ｝．
因为｜ｘ｜＞ｂ表示与原点的距离大于ｂ的那些点ｘ，而ｘ＜－ｂ或

ｘ＞ｂ表示点ｘ在－ｂ左边或在ｂ的右边，所以它们表示的是相同的
点集．
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　　二、区间

在实际问题中，一些量的取值常常限制在一部分实数范围内．例
如，机器上螺丝的外径ｘ必须满足ａ＜ｘ＜ｂ，其中ｂ是最大限度，ａ是
最小限度．为了研究方便起见，我们引进区间的概念，区间是实数集
的子集．
定义１．２．１　设ａ，ｂ∈Ｒ，且ａ＜ｂ，我们把介于ａ，ｂ之间的一切

实数的全体称作区间
獉獉

．确切地说：
（１）满足不等式ａ＜ｘ＜ｂ的所有实数ｘ的集合，称作以ａ，ｂ为

端点的开区间，记作（ａ，ｂ），即（ａ，ｂ）＝｛ｘ｜ａ＜ｘ＜ｂ｝．
（２）满足不等式ａ≤ｘ≤ｂ的所有实数ｘ的集合，称作以ａ，ｂ为

端点的闭区间，记作［ａ，ｂ］，即［ａ，ｂ］＝｛ｘ｜ａ≤ｘ≤ｂ｝．
（３）满足不等式ａ＜ｘ≤ｂ（或ａ≤ｘ＜ｂ）的所有实数ｘ的集合，称

作以ａ，ｂ为端点的半开区间或半闭区间．记作（ａ，ｂ］或［ａ，ｂ），即

　　（ａ，ｂ］＝｛ｘ｜ａ＜ｘ≤ｂ｝，

　　［ａ，ｂ）＝｛ｘ｜ａ≤ｘ＜ｂ｝．
以上三类区间为有限区间．有限区间右端点ｂ与左端点ａ的差ｂ

－ａ称作区间的长．
此外，还有下面几类无限区间：
（４）（ａ，＋∞）＝｛ｘ｜ｘ＞ａ｝　　［ａ，＋∞）＝｛ｘ｜ｘ≥ａ｝
（５）（－∞，ｂ）＝｛ｘ｜ｘ＜ｂ｝　　（－∞，ｂ］＝｛ｘ｜ｘ≤ｂ｝
（６）（－∞，＋∞）＝｛ｘ｜ｘ∈Ｒ｝，即实数集合

　　三、邻域

定义１．２．２　以点ｘ０ 为中心，长度为２δ的开区间（ｘ０－δ，ｘ０＋

δ）称作点ｘ
·
０ 的δ

·
邻
·
域
·
，即

　　（ｘ０－δ，ｘ０＋δ）＝｛ｘ｜｜ｘ－ｘ０｜＜δ，δ＞０｝．
如果邻域不包括ｘ０，则称作ｘ０ 的δ去心邻域，即

　　（ｘ０－δ，ｘ０）∪（ｘ０，ｘ０＋δ）＝｛ｘ｜０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ，δ＞０｝．
将（ｘ０－δ，ｘ０）和（ｘ０，ｘ０＋δ）分别叫做ｘ０ 的左邻域和右邻域．

·７·



例如，｜ｘ－２｜＜０．１，是以点ｘ０＝２为中心，长度为０．２的邻域，
也就是开区间（１．９，２．１）．

§１．３　函　　数

　　一、常量与变量

在日常生活、生产活动和经济活动中，到处都遇到各种不同的
量．例如：产品的生产量、成本、销售价格、市场供给量、社会需求量、
职工人数等等．
考察这些量时，我们可以发现有些量在考察的过程中（或说一定

时间内）不发生变化，只取一个固定的值，我们把这些量称作常量
獉獉

．例
如，在某段时间内某种商品的销售价格不变，工厂职工人数不变，这
些量在该时段内就是常量．而那些在某一过程中可以取不同数值的
量，我们称作变量

獉獉
，例如，时间、生产量、产值等都是变量．

通常地，我们用ａ，ｂ，ｃ，…，来表示常量；用ｘ，ｙ，ｚ，…，来表示变
量．
对于常量和变量，我们需说明以下几点：

１．常量和变量依赖于所研究的过程．同一个量，在某种情况下
可以认为是常量，而在另一种情况下可能是变量；反之亦然．例如，某
一商品的价格在某段时间内是常量，但在较长时间内是变量．这说明
常量和变量具有相对性．
２．从几何意义上讲，常量对应着实数轴上的定点，变量则对应
着实数轴上的动点．
３．一个变量所能取的数值的集合叫做这个变量的变动区域．
有一类变量，例如时间可以取介于两个实数之间的任意实数值，

叫做连续变量，连续变量的变动区域常用区间表示．

　　二、函数概念

在给出函数的定义之前，先看几个例子．
·８·



例１　某种商品的市场需求量ｑ与该商品的价格ｐ满足关系式

　　ｑ＝５０－２ｐ　　　　　　　（１）
通过这个关系式，根据不同的价格ｐ，可以知道该商品的市场需求量

ｑ，如价格ｐ为５时，由（１）式

　　ｑ＝５０－２×５＝４０
得出需求量ｑ为４０．又如价格ｐ为２０时，仍由（１）式可知需求量ｑ
为１０．显然，ｐ，ｑ是两个变量，而（１）式确定了这两个变量之间的对
应关系．
例２　某气象站用温度自动记录仪记录某地的气温变化情况，

设某天２４小时的气温变化曲线如图１－７所示．

图１－７

图中有两个变量：时间ｔ和气温Ｔ℃，对从０到２４小时内的任
意一个确定的时刻ｔ，都有一个确定的气温Ｔ与它对应．它们之间的
对应关系由曲线上的点的位置确定．曲线上点Ｐ 的横坐标为ｔ０，纵
坐标为Ｔ０，表示时刻ｔ０ 时，气温为Ｔ０℃．
例３　某一时期银行的人民币整存整取定期储蓄存期与年利率

如下表：
表１－１

存期 三个月 六个月 一年 二年 三年 五年

年利率 １．７１％ １．８１％ １．９８％ ２．２５％ ２．５２％ ２．７９％

这张表格就确定了存期与年利率这两个变量之间的对应关系．根据
不同的存期可以知道整存整取定期储蓄的年利率．如存期六个月的
年利率为１．８１％，存期二年的年利率为２．２５％等．

·９·



以上三例具有如下共同特征：

① 都有两个变量，前者取值一经确定，后者的值随之确定．每个
变量都有相应的变域．以前者为例，例１中商品价格ｐ的变域为［０，

２５］，例２中时间ｔ的变域为［０，２４］，而例３中人民币存期的变域就
是｛三个月、六个月、一年、二年、三年、五年｝．

② 两个变量之间受一个对应规则约束，或者说两个变量按一个
规则对应．如例１中两个变量按一个关系式对应，例２中的两个变量
按一条曲线对应，而例３中的两个变量则按一个表格对应．
这些共同特征所反映出的变量之间的对应关系就是函数．下面，

我们给出函数的确切定义．
定义１．３．１　设ｘ，ｙ是两个变量，ｘ的变域为Ｄ，如果存在一个

对应规则ｆ，使得对Ｄ内的每一个值ｘ 都有惟一的ｙ 值与ｘ 对应，
则这个对应规则ｆ称为定义在集合Ｄ 上的一个函数，并将由对应规
则ｆ所确定的ｘ与ｙ之间的对应关系记为

　　ｙ＝ｆ（ｘ）
称ｘ为自变量，ｙ为因变量或函数值，Ｄ为定义域．
由定义１．３．１确定的集合

　　ｚ＝｛ｙ｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ｝
称为函数ｆ的值域．
根据定义１．３．１，例１、例２、例３中的对应关系就是３个不同的

函数．例１中的函数的定义域为［０，２５］，值域为［０，５０］．
例４　若以年利率ｒ向某企业投资ａ元，且把利息再进行投资，ｔ

年后该企业应偿还总金额ｙ可用如下公式表示：

　　ｙ＝ａ（１＋ｒ）ｔ

在这里ａ，ｒ是常量；ｙ，ｔ是变量．其中ｔ是自变量．ｙ是ｔ的函数，
为因变量．
例５　设国际航空信件的邮资标准是１０ｇ以内邮资４元，超过

１０ｇ超过部分每克加收０．３元，信件重量不能超过２００ｇ．这样，邮资

Ｆ与信件重量ｍ 的函数关系可表示为
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