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前　　言
随着我国加入 ＷＴＯ，市场竞争越来越激烈，世界经济也正向着全球一体化方

向发展，管理现代化已是摆在我们面前的一项紧迫任务，而现代化管理的理论和
方法的掌握都需要有一定的数学基础．在长期的教学实践中，我们也发现财经类
学生的弱点是理性思维不足，学过的数学知识不能灵活运用．为帮助广大从事经
济管理的实际工作者较快地掌握现代化管理方法，我们在总结多年教学经验的基
础上，编写了《经济数学》一书．
首先，要说明的是，经济数学并不是一个新的数学分支，而是将经济管理中常

用的数学方法集中在一起汇编成册，便于学习和应用．本书选编了线性代数、线性
规划和概率与数理统计等内容，这些内容分属三个不同的学科分支，在理工类专
业中是单独开设的，这方面的教材和教学参考书大都内容较深、较多，强调数学理
论的系统性和严谨性．我们在编写教材时希望尽可能多地介绍一些财经类专业所
必需的数学方法，在符合教学大纲规定的内容要求的前提下，既考虑财经类学生
对数学知识的直接或间接需要，又考虑学习数学对培养学生逻辑思维能力的重要
性，及为学习其它经济管理方面的课程打下必要的数学基础．经过认真的分析和
研究，我们针对线性等式模型、线性不等式模型和随机模型统一编排这三个数学
方法，并通过两个软件的介绍实现这些数学方法的可操作性，力求便于课堂讲授，
内容上力求全面系统，工具方法上尽量简单实用．
其次，本书在编写方式上，为使读者更好地理解和掌握教材中介绍的基本原

理和方法，尽量采用学生易接受的叙述方法，避免繁琐的理论推导和证明，并选编
了相当数量的典型例题和习题，书后附有习题的参考答案．
再次，目前国内出版了不少《经济数学基础》等相关教材，这些教材都是各兄

弟院校数学教师在总结实际教学经验的基础上编写而成的，我们编写教材时，希
望能将各兄弟院校编写教材的经验反映出来．为此，在编写教材过程中，听取了部
分兄弟院校教师对编写教材的意见，参考了不少兄弟院校编写的有关教材．
本书是财经类专业的本科生教材，讲授全书约需１０８学时（线性代数３２学

时，线性规划２４学时，概率与数理统计４０学时，软件操作１２学时）左右；同时也可
供企、事业单位从事经济管理工作的人士阅读、参考．
本书由南京航空航天大学经管学院的关叶青、张凤林编写．关叶青负责编写

第一篇、第三篇和第四篇；张凤林负责编写第二篇；全书由关叶青拟定编写大纲，



并对全部书稿进行修改和定稿．
在本书的编写过程中，参阅了大量国内外公开发表的文献资料，并得到南京

航空航天大学经管学院很多老师和同学的帮助，特别是党耀国教授对本书的编排
提出了很多宝贵的意见，在此一并表示衷心的感谢．由于作者水平有限和时间仓
促，教材中一定还存在缺点和问题，敬请读者不吝指正，我们将万分感谢．

编　　者
２００６年３月

·２· 经 济 数 学
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　 线 性 代 数
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殬

殬殬

殬

　　线性代数是高等院校数学教育中的一门重要的公共

基础课，其不仅向学生传授了为学习大多数后续专业课

程所必要的数学基础，提高学生的计算能力、抽象思维能

力和逻辑推理能力，而且在大学生素质教育中的重要性

也日益显著．我们知道一次方程叫做线性方程，讨论线性

方程及线性运算的代数就叫做线性代数．本篇主要讨论

矩阵及其运算、ｎ阶行列式、线性方程组、向量组的线性相

关性、相似矩阵和二次型等内容．由于计算机的飞速发展

和广泛应用，许多实际问题可以通过离散化的数值计算

得到定量的解决，于是作为处理离散问题的线性代数，成

为从事科学管理、研究和工程设计的科技管理人员必备

的数学基础．
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第一章　矩　　阵

矩阵是线性代数的主要概念，英文为 ｍａｔｒｉｘ，来源于拉丁语，代表一排数．在生产实践和
科学研究中，有许多问题可归结为线性方程组，矩阵是线性方程组线性运算的一种很好的表达
方式，并成为处理许多实际问题的有力工具．本章将介绍矩阵的概念、矩阵的运算、逆矩阵、矩
阵的初等变换等基础理论．

§１．１　矩阵的概念

例１．１　某运输公司的货物要从甲、乙、丙三个产地运往五个销地，其调运计划见表１１．

表１１ 单位：吨

销　地运

量
产　地

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ

甲 ３６ ３０ ２５ １５ ４０

乙 ３２ ４２ １２ ８ ７

丙 １８ １０ ５ ０ ２９

　　这个货物调运计划描述了这家企业货物从产地到销地的数量，揭示了运量随产地、销地变
化的规律，我们可以将这些数据排成如下一个数表，记为

Ａ　Ｂ　Ｃ　 Ｄ　Ｅ
甲

乙

丙

３６ ３０ ２５ １５ ４０
３２ ４２ １２ ８ ７
烄

烆

烌

烎１８ １０ ５ ０ ２９
．

例１．２　某大型超市有３６家连锁店，每个连锁店有４个销售部，列出它们一周的销售额，

如表１２所示．

表１２ 单位：百元

销售部销
售
额

连锁店

１ ２ ３ ４

１ ３５６７ ６９７ ２６７４ １８４７

２ ２４９８ １１４５ ３３１７ １９９７

３ ３３５１ ９８９ ４４０６ ２１４５
    

３６ ２２４３ ９６７ ２９６５ ２０３３



　　我们用带有下标的字母ｓｉｊ表示第ｉ连锁店第ｊ销售部的销售额，于是
ｓ１１＝３５６７，ｓ１２＝６９７，ｓ１３＝２６７４，…

简洁表示了该超市各连锁店的销售情况．
例１．３　观察下面的线性方程组（ｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ）

ｘ１－ｘ２＝１
ｘ２－ｘ３＝２
ｘ３－ｘ４＝３
ｘ４－ｘ５

烅

烄

烆 ＝４

．

该线性方程组的未知数用ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 表示，我们知道未知数用何种符号表示是无关
紧要的，对于线性方程组的解起决定作用的是未知数的系数和等式右端的常数项，如果把这些
系数和常数合列出来，并保持它们在线性方程组中相互的位置不变，则此线性方程组可表示为
如下数表，即

１ －１ ０ ０ ０ １
０ １ －１ ０ ０ ２
０ ０ １ －１ ０ ３

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １ －１ ４

．

它是由４×６＝２４个数据排成的一个四行六列的矩形表，这张表描述了线性方程组中未知
数之间的数量依存关系．
一般的，把上述例中如矩形形状的数表称为矩阵，我们给出矩阵的定义如下．
定义１．１　由ｍ×ｎ个数ａｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）排成的ｍ行ｎ列的矩形数表

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｊ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｊ … ａ２ｎ
… … … … … …

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｊ … ａｉｎ
… … … … … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｊ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

（１１）

称为一个ｍ×ｎ阶矩阵（ｍ×ｎｍａｔｒｉｘ）．
对每个ｍ×ｎ阶矩阵，横排为行（ｒｏｗ），自上而下依次为第１行，第２行，…，第ｍ 行；纵排

为列（ｃｏｌｕｍｎ），自左往右依次为第１列，第２列，…，第ｎ列．数ａｉｊ称为矩阵第ｉ行、第ｊ列上的
元素（ｅｌｅｍｅｎｔ），ｍ×ｎ称为矩阵的阶（ｏｒｄｅｒ）．
通常用大写字母Ａ，Ｂ，Ｃ，…表示矩阵．为了标明矩阵的行数ｍ 和列数ｎ，可以用Ａｍ×ｎ表

示，或记作Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ．
注意，一个ｍ×ｎ阶矩阵不仅由组成这个矩阵的ｍ×ｎ个元素决定，而且与元素之间的相

互位置有关．我们说两个矩阵相等（ｅｑｕａｌｉｔｙｏｆｍａｔｒｉｃｅｓ），是指两矩阵的行数相同、列数相同，
而且对应位置上的元素都一一相等，用Ａ＝Ｂ表示．
当ｍ＝１时，矩阵（１１）式为只有一行的矩阵

（ａ１　ａ２　…　ａｎ），
通常把它称为行向量（ａｒｏｗｍａｔｒｉｘ），ｎ为该向量的维数，ａ１，ａ２，…，ａｎ 称为ｎ 维向量的第１
个，第２个，……，第ｎ个分量．
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当ｎ＝１时，矩阵（１１）式为只有一列的矩阵，即
ａ１
ａ２


ａ

烄

烆

烌

烎ｍ
称为列向量（ａｃｏｌｕｍｎｍａｔｒｉｘ），ｍ为该列向量的维数（ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ）．
定义１．２　如果矩阵Ａ的行数和列数都等于ｎ，则矩阵

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
… … … …

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

（１２）

称为ｎ阶矩阵或ｎ阶方阵（ｓｑｕａｒｅｍａｔｒｉｘ），记作Ａｎ．
ｎ阶方阵Ａ 中从左上角到右下角的对角线称为矩阵Ａ 的主对角线，从右上角到左下角的
对角线称为矩阵Ａ的副对角线．
规定一阶矩阵Ａ＝（ａ）１×１＝ａ由一个元素构成．所有元素都是０的矩阵称为零矩阵，记为

Ｏ（零矩阵）或θ（零向量），显然零矩阵的阶数是任意的．
在ｎ阶方阵Ａｎ 中，有一些特殊的方阵在实际中经常用到．
１．对角矩阵
如果ｎ阶方阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ中的元素满足条件

ａｉｊ＝０，（ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），
则称方阵Ａｎ 为ｎ阶对角阵（ｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘ），即

Ａ＝

ａ１
ａ２


ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

． （１３）

２．数量矩阵
如果ｎ阶对角阵Ａ 中的元素满足条件

ａ１１＝ａ２２＝…＝ａｎｎ＝ａ，
则称方阵Ａｎ 为ｎ阶数量矩阵（ｑｕａｎｔｉｔｙｍａｔｒｉｘ），即

Ａ＝

ａ
ａ


烄

烆

烌

烎ａ

． （１４）

３．单位矩阵
如果ｎ阶数量矩阵Ａ 中的元素满足ａ＝１，则称方阵Ａｎ 为ｎ 阶单位矩阵（ｉｄｅｎｔｉｔｙｍａ

ｔｒｉｘ），记作Ｉｎ，即

Ｉｎ＝

１ ０ … ０
０ １ … ０
… … … …

０ ０ …

烄

烆

烌

烎１

． （１５）
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４．三角形矩阵
如果ｎ阶方阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ中的元素满足条件

ａｉｊ＝０，（ｉ＞ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），
则称方阵Ａｎ 为ｎ阶上三角形矩阵（ｕｐｐｅｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘ），即

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａｉｎ
ａ２２ … ａ２ｎ

 

ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

． （１６）

如果ｎ阶方阵Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ中的元素满足条件
ｂｉｊ＝０，（ｉ＜ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），

则称方阵Ｂｎ 为ｎ阶下三角形矩阵（ｌｏｗｅｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘ），即

Ｂ＝

ｂ１１
ｂ２１ ｂ２２
 
ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

． （１７）

§１．２　矩阵的运算

矩阵概念的意义不仅在于将一些数据按一定顺序排成一个矩形表，而且在于对它定义了
一些有理论意义和实际意义的运算，从而使矩阵成为进行理论研究和解决实际问题的有力
工具．
１．矩阵的加法（ｍａｔｒｉｘａｄｄｉｔｉｏｎ）和减法（ｍａｔｒｉｘｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎ）
例１．４　设某单位有两种货物Ａ、Ｂ（单位：吨）要从三个产地运往五个销地，其调运方案分

别用矩阵Ａ和矩阵Ｂ 表示，即

Ａ＝
３６ ３０ ２５ １５ ４０
３２ ４２ １２ ８ ７
烄

烆

烌

烎１８ １０ ５ ０ ２９

，Ｂ＝
１８ １０ ０ ５ １５
１０ １２ ７ ４ １２
烄

烆

烌

烎９ ５ ２ ０ ８
．

那么从各个产地运往各个销地两种货物的总运量为矩阵Ｃ，即

Ｃ＝
３６＋１８ ３０＋１０ ２５＋０ １５＋５ ４０＋１５
３２＋１０ ４２＋１２ １２＋７ ８＋４ ７＋１２
烄

烆

烌

烎１８＋９ １０＋５ ５＋２ ０＋０ ２９＋８

＝
５４ ４０ ２５ ２０ ５５
４２ ５４ １９ １２ １９
烄

烆

烌

烎２７ １５ ７ ０ ３７
．

我们规定矩阵Ｃ是矩阵Ａ 与矩阵Ｂ 的和矩阵．
例１．５　如果某厂生产甲、乙、丙三种产品，上月的销售收入及生产成本（单位：万元）分别

为矩阵Ｅ和矩阵Ｆ，即
Ｅ＝（４２　２５　４０），Ｆ＝（２５　１８　２２）．

那么该厂上月生产这三种产品的利润（单位：万元）应为矩阵Ｅ与矩阵Ｆ 的差，即
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５００×５＋６５０×７＝７０５０，
用矩阵表示这两年的成本总额和销售总额应是

成本总额　销售总额　

Ｃ＝
３６５０ ４８００烄

烆

烌

烎５２５０ ７０５０

前年

去年
．

显然，矩阵Ｃ的第ｉ行、第ｊ列元素ｃｉｊ是矩阵Ａ 的第ｉ行与矩阵Ｂ 的第ｊ列对应元素的乘
积之和，ｉ＝１，２，ｊ＝１，２，我们把矩阵Ｃ称为矩阵Ａ 与矩阵Ｂ 的乘积．一般情况有
定义１．５　设Ａ＝（ａｉｋ）ｍ×ｓ，Ｂ＝（ｂｋｊ）ｓ×ｎ，则称他们的乘积为矩阵Ｃ＝ＡＢ＝（ｃｉｊ）ｍ×ｎ，即

ａ１１ … ａ１ｓ
 

ａｉ１ … ａｉｓ
 

ａｍ１ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｓ

ｂ１１ … ｂ１ｊ … ｂ１ｎ
  

ｂｓ１ … ｂｓｊ … ｂ

烄

烆

烌

烎ｓｎ

＝

ｃ１１ … ｃ１ｎ
 ｃｉｊ 

ｃｍ１ … ｃ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，

其中

ｃｉｊ＝ａｉ１ｂ１ｊ＋ａｉ２ｂ２ｊ＋…＋ａｉｓｂｓｊ＝∑
ｓ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｊ，

ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ． （１１２）
这个定义规定了只有当左边矩阵Ａ的列数与右边矩阵Ｂ的行数相等时，两个矩阵的乘法运

算ＡＢ才有意义．因此在进行矩阵乘法运算时，先要确定乘积矩阵是否存在，然后逐一计算每一
位置上的元素，乘积矩阵Ｃ＝ＡＢ的行数为左边矩阵Ａ的行数，列数为右边矩阵Ｂ的列数．
例１．９　设矩阵

Ａ＝（１　２　３），Ｂ＝
烄

烆

烌

烎

４
５
６

，

计算ＡＢ、ＢＡ．

解　ＡＢ＝（１　２　３）
烄

烆

烌

烎

４
５
６
＝３２，

ＢＡ＝
烄

烆

烌

烎

４
５
６

（１　２　３）＝
４ ８ １２
５ １０ １５
烄

烆

烌

烎６ １２ １８
．

例１．１０　设矩阵

Ａ＝
－２ ０烄

烆

烌

烎１ ０
，Ｂ＝

２ ４烄

烆

烌

烎－１ －２
，Ｃ＝

－２ ６烄

烆

烌

烎４ ３
，

求ＡＢ、ＢＡ和ＡＣ．

解　ＡＢ＝
－２ ０烄

烆

烌

烎１ ０

２ ４烄

烆

烌

烎－１ －２
＝
－４ －８烄

烆

烌

烎２ ４
，

ＢＡ＝
２ ４烄

烆

烌

烎－１ －２

－２ ０烄

烆

烌

烎１ ０
＝
０ ０烄

烆

烌

烎０ ０
，
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ＡＣ＝
－２ ０烄

烆

烌

烎１ ０

－２ ６烄

烆

烌

烎４ ３
＝

４ －１２烄

烆

烌

烎－２ ６
．

综合起来，我们不难发现：
（１）矩阵的乘法一般不满足交换律．即ＡＢ有意义，ＢＡ不一定有意义；即使ＡＢ与ＢＡ 都

有意义，ＡＢ与ＢＡ 也不一定相等；
（２）矩阵的乘法不满足消去律．两个非零矩阵之乘积矩阵可能是零矩阵．
利用矩阵乘法和矩阵相等概念，可以将一般的线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１
ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２
…　　 …　 …　 …　 …

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ＝ｂ

烅

烄

烆 ｍ

（１１３）

写成矩阵形式

ＡＸ＝Ｂ， （１１４）
其中Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ称为线性方程组的系数矩阵（ｍａｔｒｉｘｏｆｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ），Ｘ 是ｎ维列向量，称为
未知数矩阵（ｕｎｋｎｏｗｎｍａｔｒｉｘ）；Ｂ是ｍ 维列向量，称为线性方程组的常数项矩阵（ｃｏｎｓｔａｎｔｍａ
ｔｒｉｘ），即

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
… … … …
ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，Ｘ＝

ｘ１
ｘ２

ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，Ｂ＝

ｂ１
ｂ２

ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

．

容易看出，线性方程组可由下列矩阵

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ ｂ１
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ ｂ２
… … … … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

（１１４′）

完全确定，称此矩阵为线性方程组的增广矩阵（ａｕｇｍｅｎｔｅｄｍａｔｒｉｘ）．
矩阵的乘法满足以下运算规律．
定理１．３　设矩阵Ａ、Ｂ、Ｃ及单位矩阵Ｉ之间加法和乘法均有定义，ｋ为实数，则
（１）（ＡＢ）Ｃ＝Ａ（ＢＣ）；
（２）Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ，（Ａ＋Ｂ）Ｃ＝ＡＣ＋ＢＣ；
（３）ｋ（ＡＢ）＝（ｋＡ）Ｂ＝Ａ（ｋＢ）；
（４）ＡＩ＝ＩＡ＝Ａ．
证　（１）设Ａ＝（ａｉｊ）ｒ×ｍ，Ｂ＝（ｂｊｋ）ｍ×ｎ，Ｃ＝（ｋｋｌ）ｎ×ｐ，则可以设ＡＢ＝Ｓ＝（ｓｉｋ）ｒ×ｎ，ＢＣ＝Ｔ＝

（ｔｊｌ）ｍ×ｐ，且

ｓｉｋ＝ａｉ１ｂ１ｋ＋ａｉ２ｂ２ｋ＋…＋ａｉｍｂｍｋ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ａｉｊｂｊｋ，

ｉ＝１，２，…，ｒ；ｋ＝１，２，…，ｎ．

ｔｊｌ＝ｂｊ１ｃ１ｌ＋ｂｊ２ｃ２ｌ＋…＋ｂｊｎｃｎｌ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｂｊｋｃｋｌ，

ｊ＝１，２，…，ｍ；ｌ＝１，２，…，ｐ．
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现将Ｓ与Ｃ相乘，即（ＡＢ）与Ｃ相乘，矩阵（ＡＢ）Ｃ的第ｉ行的、第ｊ列的元素为

ｓｉ１ｃ１ｌ＋ｓｉ２ｃ２ｌ＋…＋ｓｉｎｃｎｌ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｓｉｋｃｋｌ＝∑

ｎ

ｋ＝１
∑
ｍ

ｊ＝１
（ａｉｊｂｊｋ）ｃｋｌ，

其中ｉ＝１，２，…，ｒ，ｌ＝１，２，…，ｐ．再将Ａ与Ｔ 相乘，即Ａ与（ＢＣ）相乘，矩阵Ａ（ＢＣ）的第ｉ行
的、第ｊ列的元素为

ａｉ１ｔ１ｌ＋ａｉ２ｔ２ｌ＋…＋ａｉｎｔｎｌ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ａｉｊｔｊｌ＝∑

ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
ａｉｊ（ｂｊｋｃｋｌ），

其中ｉ＝１，２，…，ｒ，ｌ＝１，２，…，ｐ．上述两个和式相等．定理得证．
例１．１１　若三阶方阵

Ａ＝
０ １ ０
０ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ ０
．

求所有与Ａ可交换的矩阵（ｃｏｍｍｕｔｅｍａｔｒｉｘ）．

解　设Ｂ＝
ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３
ｂ３１ ｂ３２ ｂ

烄

烆

烌

烎３３

与Ａ可交换，即满足ＡＢ＝ＢＡ，即

０ １ ０
０ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ ０

ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３
ｂ３１ ｂ３２ ｂ

烄

烆

烌

烎３３

＝

ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３
ｂ３１ ｂ３２ ｂ

烄

烆

烌

烎３３

０ １ ０
０ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

等式两边的乘积矩阵为

ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３
ｂ３１ ｂ３２ ｂ３３
烄

烆

烌

烎０ ０ ０
＝

０ ｂ１１ ｂ１２
０ ｂ２１ ｂ２２
０ ｂ３１ ｂ

烄

烆

烌

烎３２

，

有

ｂ２１＝ｂ３１＝ｂ３２＝０
ｂ１１＝ｂ２２＝ｂ３３＝ｘ
ｂ１２＝ｂ２３＝ｙ
ｂ１３＝ｚ

，

所求的矩阵为

Ｂ＝
ｘ ｙ ｚ
０ ｘ ｙ
０ ０

烄

烆

烌

烎ｘ

，

其中ｘ，ｙ，ｚ为任意实数．
由于任意阶方阵的列数等于行数，故方阵可以自乘．为此，我们引入下面方阵的幂运算．
定理１．４　任意阶方阵Ａ的ｋ次幂（ｋｃｏｐｉｅｓｏｆＡ）为

Ａ１＝Ａ，Ａ２＝ＡＡ，…，Ａｋ＝ＡＡ…Ａ
烐烏 烑

，

ｋ个Ａ
（１１５）

即Ａｋ 是ｋ个方阵Ａ 的连乘积，且有如下的指数律成立：对任意正整数ｋ，ｌ，有
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ＡｋＡｌ＝Ａｋ＋ｌ，（Ａｋ）ｌ＝Ａｋｌ．
需要注意：由于矩阵乘法不满足交换律，所以（ＡＢ）ｋ 一般情况下不等于ＡｋＢｋ．此外，如果

Ａｋ＝Ｏ，也不一定有Ａ＝Ｏ．如

Ａ＝
０ ０ ０
－１ １ １
烄

烆

烌

烎１ －１ －１
≠Ｏ，

但是

Ａ２＝
０ ０ ０
－１ １ １
烄

烆

烌

烎１ －１ －１

０ ０ ０
－１ １ １
烄

烆

烌

烎１ －１ －１
＝
０ ０ ０
０ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ ０
．

４．矩阵的转置
我们把具有下面特征的矩阵，即
定义１．６　矩阵

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
… … … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

的行与列对应元素互换后所得的矩阵称为Ａ的转置矩阵（ｔｒａｎｓｐｏｓｅｏｆｍａｔｒｉｘ），记作ＡＴ．即

ＡＴ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
… … … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

Ｔ

＝

ａ１１ ａ２１ … ａｍ１
ａ１２ ａ２２ … ａｍ２
… … … …

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

． （１１６）

例１．１２　设

Ａ＝
２ １ １
３ ７ ９
烄

烆

烌

烎５ ０ ４

，Ｂ＝
１１
２１
烄

烆

烌

烎３１
．

求：（１）ＡＴＢ；
（２）ＢＴＡ．
解　首先

ＡＴ＝
２ ３ ５
１ ７ ０
烄

烆

烌

烎１ ９ ４

，ＢＴ＝（１１　２１　３１）．

然后

（１）ＡＴＢ＝
２ ３ ５
１ ７ ０
烄

烆

烌

烎１ ９ ４

１１
２１
烄

烆

烌

烎３１
＝
２４０
１５８
烄

烆

烌

烎３２４

；

（２）ＢＴＡ＝（１１　２１　３１）
２ １ １
３ ７ ９
烄

烆

烌

烎５ ０ ４
＝（２４０　１５８　３２４）．
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