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!!"’本书是学习金融数学的基础书籍!也是学习高级经
济学的基础参考书"在本书基础上!可以继续学习更高深
的数理金融学与计量金融学"金融数学既是经济学专业
与管理学专业讲授的课程!也是数学科学专业学生喜欢的
课程"目前!国外在金融数学方面的教学与研究发展得非
常快!国内还需要一定的过渡阶段"
全书内容共!章"第"##章内容是金融数学研究中

所需要的经济原理#货币资产理论和金融原理的综合性基
础"第$#%#&章是本书的核心部分"第!章是时间序列
与金融计量学的基础介绍"本书内容涵盖了金融数学基
本的和主要的理论与模型"
本书特点有$内容比较系统全面!具有自封闭性%基础

性强!涵盖面宽%适合于本科高年级学生和研究生使用!更
适合于自学%为学习经济学#金融学和相关专业的研究人
员提供简明够用的基础性参考书"
本书强调对经济与金融原理和理论要有深刻的理解!

在此基础上注意数理和计量分析方法的掌握与运用%强调
模型与公式的原理背景和来龙去脉%推导过程尽可能简单
易懂!密切结合实际应用"
因为本书是,引论与基础-!所以在每章开始都有,引此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



!!!!! 金融数学引论与基础

言-部分"在引言中!既有对全章内容比较详细的导论性综述!又有
对原理和思想的讨论与综合!其目的是一方面给读者提供关于本章
内容的概览!另一方面为读者探讨该章理论与模型的深刻内涵做一
个提要"为了给读者提供有针对性的参考资料!本书把参考文献放
在了每章的结尾"每章后面的思考问题都是经典问题"
学习本书需要具有微积分#线性代数和不基于测度论的概率论

与随机过程方面的知识"

#’金融数学现在已经发展为一门独立的专业!它包括数理金融
分析#金融计量学和金融风险与收益分析"金融数学是运用数学工
具和模型分析方法研究人们的消费与投资决策%各种金融资产的价
值评估与选择%风险处理与收益优化%资产组合与市场效率等问题"
把有关金融产品的行为分析和活动结果进行严谨的数学处理!使之
严格和科学"应该强调指出!人类经济社会的活动行为!在因果之
间#变量与因变量之间其量化关系是很难研究的"我们都知道!支出
非常容易计算!但效用的度量却非常困难%成本非常容易统计!但产
出的社会价值却难以测度"因变量与自变量之间的关系的不确定性
和复杂性给经济学与金融学的量化研究提出了诸多的难题和挑战!
金融数学为此提供了必要的分析方法和研究工具"
自理查德!?’戴"/2#年在.美国经济评论/上发表)@@AB9CD@

E@;8653F:CAG&H5AI<A@J:D=K:;=;<J:LAMJA8!-#!%’!%%"%!

"/2#’一文后!非线性分析在一般经济研究中一直没有得到很好发
展"但是!近十多年来!非线性分析在金融研究中却应运而发"这是
由于金融问题研究的需要"至于经济学研究如何应用数学!也取决
于需求"过去人们一直认为!量化分析不能用来解决定性问题的研
究!可是!,线性定价分析-却被用来研究金融市场的效率性问题!并
且可以用数据进行检验",博弈论-今天被广泛应用到军事#外交和
贸易谈判等社会问题的研究中"
当然!经济研究中的数理和计量分析必须有实际意义"近来!金

融数学发展特别快速"其中出现了大量的数学和物理方法"有些工



序言 "!!!!

作把金融中的不确定性和风险等完全处理为自然界的运动"这就忽
视了对金融原理的理解"在金融市场上!人们不是束手无策"投资
不是随意掷硬币"风险和效率与市场结构密切相关"很多金融风险
可以通过资产的选择与组合去分散和降低"当风险不能被分散和转
移时!需要用,风险报酬-去激励投资"资产定价就是对那些不能分
散和转移风险的投资品进行价值评估"

$’金融数学&包括数理金融分析和金融计量学’被很多读者认
为是比较难学"这其中有数学基础的原因"更主要的原因在于对其
经济理论的理解和金融原理与数学思维的结合上"
我们知道!金融研究必然涉及不确定性和时间这两个基本因素"

金融数学在处理这两个外生因素时沿用了一般的经济分析!把不确
定性在原理上抽象为潜在的,自然状态-!然后!引入数学中的,随机
变量-来表述这些潜在的,自然状态-"这样!概率论和随机过程就非
常自然地被应用到金融研究中&见第"章’"金融决策的成本和效益
是随时间分布的%金融系统在不同时间和空间中提供资源转移的服
务%金融市场有,单期-和,多期-之分"金融学研究这些问题时!对
,连续-的时间!一般采用数学中的动态优化方法"对,离散-的时间!
一般采用,时间序列分析-&见第#章和第!章’"
金融研究必然涉及资产价值评估和价格分析"资产定价也许是

金融数学最精彩的部分"也是金融研究的核心工作"资产定价模型
依据的是,总消费"资产组合-原理"即把消费选择与资产选择和就
业等都统归为,总消费-!在总消费中通过每项资产的收益与总消费
的效用之间的比较&方差和协方差’来研究资产的价格和投资的收
益"金融数学则把这个基本原理抽象为,资产预期收益率与消费预
期边际效用-之间的一般均衡分析&见第%章’"在这个一般均衡下
的资产组合中!不仅有同一时期的&也就是静态的’消费选择与投资
选择之间的均衡关系!也有不同时期之间的均衡关系&跨时期均衡和
时代交叠均衡’!还有不同资产之间的均衡"这样!就很自然地用利
率#收益和效用之间的关系&公式’来描述资产价值"利率#价格和资



#!!!! 金融数学引论与基础

产供求都有升有降!对此!应该很自然地联想到随机过程分析是研究
金融问题的有力工具"如果分别用!" 和!"0"表示股票在两个时期

的市场价格!把利率和其他对股价变化有影响的经济因素用误差!"
来表示!那么!就可以用非常简单的关系$!"N!"0"O!" 来表示金融
市场价格升降的变化",随机游走模型-和,股票价格漂移模型-都建
立在这个最简单的形式之上&见第#章和第&章’"
金融研究必然涉及投资的收益#风险和市场效率等方面的分析"

这是金融学的基本内容之一"金融学是怎样来研究&不能分散与转
移’风险资产的价值评估和不同资产之间的风险衡量的呢0又是怎
样通过资产的收益和风险来研究市场的效率的呢0显然!从一般常
理上来讲!组合中各种资产的平均收益越高越好%单个资产的收益与
组合的平均收益之间的差越小越好"非常明显!前者反映了资产组
合的收益!也表述和决定了资产价值!而后者则反映了资产的风险和
市场效率"平均收益和利率是决定资产价格和评估资产价值的基
础!单个资产的收益与组合的平均收益之间的差是衡量投资风险与
市场效率的基础"如果资产组合的平均收益已经确定!那么!投资者
都希望单个资产的收益与组合的平均收益之间的差最小%如果单个
资产的收益与资产组合的平均收益之间的差是确定的!那么!人们都
希望资产组合的平均收益实现最大化"这就是金融研究中的,均
值"方差定价原理-&见第%章和第&章’"
怎样根据这个原理来研究股票#期权和债券的价值呢0人们就

想到把资产组合的平均收益表述为概率中的,期望均值-!把单个资
产的收益与组合的平均收益之间的差表述为概率中的方差!这样!就
可以把新古典的预期效用<DP#1$&%!&’2转化为<DP

’(
#1$&"&!#

#
&’2"

其中的%表示消费!&表示资产选择%"& 表示资产收益的期望均值!

##& 表示资产收益的方差"应该看到!这样的转化是多么巧妙而又有
价值3
哈里!马科威茨&"/&#!"/&/’#Q’托宾&"/&2’和莫迪利亚尼"米



序言 $!!!!

勒&"/-$’用,均方差效率-原理来研究金融市场的效率性问题"罗伯
特!3’莫顿用均值#方差和协方差等数据去检验市场效率性"就是
当均值给定时方差越小越好!或者方差限定时均值越大越好"并且
证明!在有效率的市场上!莫迪利亚尼"米勒定理#市场有效性假说
与无套利原则是一致的"数学和计量模型应用到如此地步!人们能
不为之震撼0
金融数学和金融工程现在国内发展也很快!本书为此提供一个

基础"错误一定不少!请多指正"
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书书书

不确定经济与一般均衡
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! "!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"

!"!!引言

金融学研究人们在不确定环境中如何进行资源的时

间配置!有说法称金融学是不确定市场中的新古典经济
学版本"#新帕尔格雷夫经济学大辞典$第!卷%"#$%$&’&词
条’!本章内容主要把一般均衡分析引入不确定条件下的
交换经济和资产市场(以便在消费和生产的均衡模型中把
金融经济和一般商品经济结合起来(通过均衡分析来揭示
金融原理!一般均衡分析不仅是主流经济学的基本研究
框架(也是金融学和金融数学的研究基础!
如果从金融学来理解一般均衡分析模型(那么(均衡

的价格体系就是无套利的经济系统"莫迪利亚尼)米勒定
理(市场有效性假说(都是这个命题的翻版!’!这意味着(
通过市场交易(人们可以自己保险其中某些事件的发生!
如果这些事件包括影响消费和生产收益的不确定性(那么
人们也可以用适当的选择来进行调整!所有的证券都可此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



!!!!! 金融数学引论与基础

以用实物来标价!
众所周知(一种给定的资产(其价格由两种关系决定*一种是与

不确定性的关系(也就是人们所说的风险+另一种是与其他资产的价
值关系(也就是人们所说的收益!所以(多种资产的选择和定价必然
涉及不确定经济环境中的一般均衡分析!另外(资产的选择和个人
的金融行为也是一种资源重新配置的活动(金融资产和其他资产"实
物’统一组合(金融市场与产品市场和劳动市场这三个市场统一!因
此(学习金融数学需要掌握一般均衡分析!该章内容为金融数学研
究和模型分析提供必要的微观基础!
在()!节中(主要是引入了%状态相依商品&和%状态相依的效

用&概念!把经济环境的不确定性用技术,禀赋和偏好等潜在的%状
态&来描述!通过把技术,禀赋和偏好等经济因素和它们之间的相互
依赖关系抽象为%自然状态&(然后用%状态&的概念表述经济环境的
不确定性!如果说状态的具体内涵究竟包括哪些实际意义(那么从
经济学来讲(物质世界由三组变量来描述*"(’由经济行为者控制
"选择’的决策变量+"!’任何经济个体不能控制的环境变量+"*’由决
策变量和环境变量共同控制的所有其他变量!在现实中(对社会与
经济环境对经济行为者来说主要是不确定的(不确定环境中的潜在
因素和环境会给经济活动带来风险!所以(很多选择和决策都涉及
风险因素!在解决了不确定性的表述之后(用%状态相依商品&和%状
态相依的效用&研究不确定市场中人们的选择和物品的价值!状态
相依的效用函数是研究不确定环境中选择的非常有用的基本工具!
在技术上(该节则是把风险和状态这些外生因素抽象为%随机变量&(
以便为后面构建模型服务!
在()*节中(给出了状态相依的阿罗)德布罗均衡定义!理解

不确定经济中的阿罗)德布罗均衡(关键是要把握其思想*第一(在
不确定环境中(商品"广义资产’的获得及其价值"效用’既依赖于潜
在的和随机的外生状态"当然商品向量之间又存在价值的相依性’(
所以(选择和判断商品的价值(首先要弄清它们与状态之间的关系!



第(章!不确定经济与一般均衡 "!!!!

这些关系随着状态的不同变化而变化!这些关系通过某些内在的均
衡关系决定和影响着不同物品的价值!第二(在状态相依的阿罗)
德布罗均衡中(在理性预期或自我实施的假设下(可以通过不确定性
因素消除后的现期交易来实现有效的交易均衡!就是说(人们在做
选择时(首先要考虑风险的概率分布或收益的可获得性(然后才依据
资源之间的相对稀缺性做出选择决策!
在传统的分析中(从偏好公理到一般均衡(交易中的偏好和选

择(商品和禀赋的价值等都是与自然状态无关的(在完全竞争的环境
中(人们无须先考虑物品的可获得性!

()+节讨论资产市场与拉德勒均衡(专门分析资产市场的交易
均衡(用拉德勒均衡代替阿罗)德布罗均衡!主要是用拓展的一般
均衡分析来研究资产价格决定的基础!
首先讨论资产的概念!在严格意义上(某种资产被视为在一定

时期内获得一定数量物品或货币的权利!其中(获得的物品或货币
在数量和价值上都依赖于所发生的状态!这也是状态相依商品概念
在研究资产问题中的根本运用!然后引入拉德勒均衡的概念!拉德
勒均衡的深刻含义"思想’在于*消费选择与资产选择有关+市场结
构"不确定环境中%状态&’与资产组合的效率有关!拉德勒均衡强
调(个人对资产的选择首先与消费和市场结构有关!这不仅是由于
在消费与投资之间有内在的选择关系(也是由于资产与商品之间有
内在的价值关系!拉德勒均衡也给我们提出了非常困难的研究工
作!这就是(如果在各状态之间转移资产的可能性受到限制(那么(
就不能通过更适当的资产组合把风险进行更有利的分散(于是(福利
就要受到损失!此时的拉德勒均衡不一定是帕累托最优的!如果资
产结构是完全的(或者市场结构是完全的(拉德勒均衡与阿罗)德布
罗均衡统一!所以(拉德勒均衡揭示了一个非常重要的金融原理*
在一般情况下(通过资产组合分散风险是否能提高福利"收益’(要看
组合是否受到限制(即市场与资产的结构是否具有完全性!
在(),节中(简单地介绍了不完全市场的概念!其目的在于指
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出*在系统研究资产决定的各种理论和模型分析之前(合理地表述
现实的不完全市场中资源的配置结果是非常必要的+在()+节中指
出拉德勒均衡不一定是帕累托最优的(因此(分析市场环境与资产组
合的效率问题非常有实际意义+()+节有结论证明(当市场或资产结
构是完全时(拉德勒均衡与阿罗)德布罗均衡有等价性(那么(当市
场或资产结构不完全时(拉德勒均衡是不是某种状态下的帕累托最
优呢-回答这个问题在理论上与实际上都是非常必要的!

!"#!不确定性与状态相依商品的市场

在现实中(社会与经济环境都是不确定和相对未知的(所以(很
多经济选择和决策都涉及风险因素!!本节主要讨论的是风险选择
的结果可以进行货币度量的不确定性!其中(风险并不都是坏事(风
险也可以使人们获得收益(即风险报酬!这种研究是许多金融和资
产组合理论的基础!这种研究的思想是(决策者不仅关心选择的货
币性收益(也关心影响这些收益的潜在事件(或者说自然状态+这些
自然状态在决策者的选择中是随机的外生变量(决策者的选择方案
依赖于这些外生的自然状态+因此(决策者在选择之前和选择之中都
必须分析这些自然状态的概率分布(然后才能做出选择方案的比较!
注意(本节对不确定环境市场中基本元素和变量的表述方法在

第+章中尤为重要!

!"#"!!不确定性的自然状态描述

我们都知道(保险单的支付可能依赖于某一事件的发生(公司股
票的货币支付依赖于经济是处于萧条还是处于繁荣之中(因此(选择
中的随机结果是由于某些潜在的因素和环境引起的!经济研究把这

! 要注意(严格意义上不确定性与风险不是一回事!风险是对不确定性的某种概
率测度(是对不确定性的比较!风险可能是由于未知确定因素所导致!
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些潜在的因素或情况称为%状态&(或自然状态!把状态集合记为

!(!并将某一特定的状态记为"#!!为简化起见(假定状态集合是
有限的(其中的每一状态"都有一个明确的客观发生概率!"$-!
"以后一定要注意"和!在行文和公式中的大写和小写之分’
这样(具有非负货币收益的风险就可以被描述为将潜在自然状

态的实现值映射到可能的货币支付集合../上的一个函数!../是正

实数集合!把这个函数称为随机变量!
定义!"#"!!随机变量是一个将状态映射到货币性结果的函数

#*!%../!即对于任意的"#!(有#""’#../!
这就把不确定性表述为一种状态(把风险表述为随机变量!

!"#"#!状态相依商品和状态相依商品空间

现在(关注一个有$种商品,%个消费者和& 个生产者的经济环
境!该经济环境是不确定的!其经济环境的不确定性用技术,禀赋
和偏好的状态来描述!换句话说(通过把技术,禀赋和偏好等经济因
素和相互依赖关系抽象为自然状态(然后用状态的概念来表述经济
环境的不确定性!
定义!"#"#!对于每一物品’0((!(.($和状态"0((!(.(!(

一单位的状态相依商品是(当且仅当状态"发生时才获得一单位物
品’的权利"’$1#12’3’$14’!相应地(一个状态相依商品向量是

!( ")(((.()$((.()(!(.()$!’#..$!

其经济含义是(当"发生时获得商品向量")("(.()$"’的权利!其中

..$!为$!维向量空间!
注意(上面向量的角标中!为大写(而下面向量的角标中"为小

写!以后经常有此种情况!它们的经济含义是不相同的!前者是!

! 注意(所谓的状态集合就是概率论中的样本空间"("0/#*0!*0((而其中的%状态&

就是样本空间中的%事件&!在这里(为了在行文中标记简便和使模型中的公式书写简化

起见(把"记为!(#*记为"!在第+章我们还要用"("0/#*0!*0(表示状态集合!
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组状态相依的商品向量(而后者是当"发生时获得了其中的第"组商
品向量!
也可以把一个状态相依商品向量理解为!组随机变量(其中当

状态"发生时的随机变量就为")("(.()$"’!其中的相依性和随机
性都是因为物品的可获得性和各物品间的价值相关性不确定(都依
赖于所发生的状态"!具体地说(这里的相依性和随机性依赖于技
术,禀赋和偏好的不确定性!
现在(可以用状态相依商品向量来表述经济行为人的活动与自

然状态的关系!例如(对伞的需求依赖于天气的情况!消费者的个
人禀赋也可以用状态相依商品向量来表示!消费者*#%的禀赋为

"* ( "+*(((.(+*$((.(+*(!(.(+*$!’#..$!

其经济含义是(如果状态"发生(那么消费者*拥有的禀赋向量
"+*("(.(+*$"’#,$!在广义上(禀赋与商品或资产都有某些等价关系!

!"#"$!状态相依的效用

消费者的偏好也依赖于自然状态!例如(消费者对吸烟的偏好
依赖其身体的健康状况!如果记%&*&为*#%定义在消费集-*’
..$! 上的偏好关系(那么有
定义!"#"$!如果对于每个"#!(存在着函数.*"*)*’..$!%

../(使得对于任意的)*#-*和)*/#-*(当且仅当

(
"
!*".*"")*("(.()*$!’)(

"
!*".*"")/*("(.()/*$"’

时(有)*&*)*/!其中!*0")*("(.()*$!’!
定义(0!0*是说(首先分配给状态"#!一个概率!*"(然后在状

态"存在着一个状态相依的效用函数.*"(.*"对于物品向量赋予了实
值(用这个实值来比较偏好关系%&*&!在定义(0!0*中(之所以首
先分配给状态"#!一个概率!*"(是因为现在研究的是不确定性环
境中的选择(偏好与状态有关(但是状态"#!在选择中是外生变量(
不能纳入选择的方案中(所以(必须先明确状态发生的概率(然后才
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能比较选择的优劣!
注意(如果只有货币支付的分布(而且如果货币支付的分布又满

足期望效用公理(那么(该定义将导出一个状态无关的效用

(.*")*("(.()*$"’!即为确定性的效用!
状态相依的效用是研究不确定环境下选择的非常有用的基本工

具!这种有用性是因为最终可以用货币支付的无差异集合来衡量选
择的优劣和效用水平!这种货币衡量就把每种状态下的选择集合组
成了无差异曲线!这种用概率分布的货币支付研究不确定性选择的
思想方法对于以后学习金融学与金融数学非常重要!图(0!0(直观
地解释了这个思想和状态相依效用概念!

图!"#"!!状态依赖偏好

图中的.*""1’凹性是由风险规避性质决定的!图中的确定性
线是+,5线*)(0)!!在点"*)((*)!’处的边际替代率既反映不同状态
的概率(又反映状态相依的性质!即边际替代率为!(."/"*)*’2!!."/
"*)!’!与此相对照(对于状态不变的效用函数而言(确定性线上的任
何一点的边际替代率都等于状态的概率之比(即!(2!!!
下面再用一个实际的金融问题理解状态相依的效用概念!
例!"#"!!状态相依效用下的保险问题!假定有两种状态*在

状态(下没有损失发生(在状态!下有损失发生!个人的初始状态此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


