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前 言 
本书主要介绍动态均值-方差投资组合选择，以及均值-方差偏好

意义下的金融资产定价和保值，而没有涉及诸如一般效用函数下投资

决策和金融一般均衡理论等现代金融学内容．其原因主要有以下几

点：诺贝尔获得者Markowitz和Tobin的均值-方差模型及其均衡版本，

Sharpe-Lintner-Mossin 的资本资产定价模型，标志着现代金融学的开

端, 并广泛应用于金融实践；在均值-方差意义下, 动态有效策略严格

优于静态有效策略，这表明动态策略研究具有现实意义；动态均值-

方差投资组合是非负效用函数最优化问题的解，这又从理论上提供了

均值-方差模型流行的依据；并且有关内容也得到我们国家的重视，

如 2005 国家自然科学基金委员会项目指南中列出的重点项目，金融

数学的若干前沿问题［A010204］，其研究内容包括：（1）不依赖

计价单位且基于原始概率的数理金融理论研究；（2）不完备市场中

的Markowitz最优投资组合选择等． 

本书内容可分为三部分：(1)第一章至第二章介绍金融市场的基本

概念和理论, 包括自融资投资策略、无套利机会、完全市场和不完全

市场；(2)第三章至第八章介绍一般无摩擦市场和约束市场中的投资组

合理论及其在特定金融环境下的应用；(3)第九章和第十章介绍均值-

方差保值理论和在均值-方差偏好下无差异定价方法． 

本书具有以下特点：(1)详细地介绍了均值-方差保值问题、方差-

最优鞅测度和正交投影的关系，三者之间相互唯一确定；(2)在投资组

合问题研究中采用具体—抽象—具体的方法，即对具体的投资决策问

题抽象到一般金融背景下, 应用 Hilbert 空间理论和正交投影给出最

优期末收益和有效前沿, 然后应用鞅理论决定具体的投资策略．这样

也就建立了投资组合与均值-方差保值问题、方差-最优鞅测度之间的

联系；(3)利率风险是不完全市场研究中必须考虑的重要因素之一．利

率风险被分解为可控风险和不可控风险，而只有后者影响投资收益和

资产定价与保值；(4)市场结构和人们认识缺陷，如基础资产相对风险

而言不足、交易策略约束和财富限制，以及掌握信息的不完全性，均
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会导致市场不完全．针对这些具体情况，清楚地给出了动态均值-方

差有效策略, 并通过信息的风险-收益系数刻画信息对风险价格等的

影响． 

本书需要的数学知识主要有概率论、随机分析、Hilbert 空间与

正交投影．这些知识在本书的附录中进行了简明讲述． 

在此，对阳名珠研究员积极鼓励笔者应用所学知识投身我国经济

建设表示衷心感谢；对王春峰教授大力支持并指导笔者从事不完全市

场中的金融投资研究表示衷心感谢；对严加安院士指导并鼓励笔者在

历史概率下研究不完全市场中的Markowitz投资组合选择问题表示衷

心感谢；同时感谢赵守国教授的指导和支持．有他们的支持和指导才

使本书出版成为可能．最后还要感谢陕西人民教育出版社对本书的出

版给予的大力支持． 

 

                                  孙万贵 

                           2006年 2月于西北大学
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第一章 套利和完全市场 

 
在金融工程和数理金融中, 无套利假设常常是分析问题的出发

点. 简单而言, 无套利指不存在任何这样的机会, 不出资能够获得

无风险收益. 一旦市场中出现套利机会, 投资者就会利用这样的机

会实现盈利, 套利机会也就迅速消失. 因此在一定意义(如不考虑交

易费用)下, 无套利假设是合理的. 无套利分析法经常可以简化分析

过程. 比较而言, 均衡方法更多地应用于经济学和金融学, 以简化

模型和假设, 解释经济和金融现象. 但均衡方法不适合于金融工程, 

因为它不能基于所有市场参与者的偏好和未来收入和消费构造完整

的均衡. 

完全市场指任何或有权益由基础资产可以复制, 或者说未来任

意现金流量（可能是随机的）都可由已有资产的动态组合获得. 完

全市场中的投资组合选择, 或有权益的定价和保值从理论上看已相

当完善. 正是因为完全市场中任何或有权益均由已有的资产可以复

制, 或有权益的价格可以由基础资产的价格确定, 保值策略也相对

容易确定, 投资者无须面对利率风险. 同时, 还有深层次的原因, 即

完全市场中鞅测度的存在唯一性. 同样, 应用鞅方法, 可以容易地

解决动态投资组合问题.  

当股票价格的折现值在某一测度下为鞅时, 该测度称为等价鞅

测度.  等价鞅测度的存在性蕴含无套利机会. 这一表述源于经典的

鞅论: 在鞅上赌博肯定不能盈利(见 Doob(1953)). 该命题的逆命题

是否成立？即某一过程不可能产生套利机会时, 等价鞅测度是否存

在？对有限概率空间的离散参数过程 , Harrison / Kreps (1979), 

Harrison / Pliska (1981) , Taqqu / Willinger (1987) 证明了答案是肯定

的. Dalang / Morton / Willinger（1990）将该结论推广到一般概率空

间和多维过程.  

对一般连续参数过程, 上述问题则变得更为复杂和困难. 一般
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来说 , 无套利不能保证等价鞅测度的存在性 , 需要更强的条件

（Kreps (1981), Schachermayer (1993, 1994)） . 应用泛函分析 , 

Stricker (1990), Delbean (1992), Lakner (1993), Delbean / 

Schachermayer (1996, 1997), Fritelli / Lakner (1995) 研究了这一问题.  

Stricker (1990) 引入了比无套利机会更强的条件, 即无渐近套

利, 并证明了等价鞅测度存在性等价于市场无渐近套利. 最新的文

献是 Delbean / Schachermayer (1997) 对一般半鞅价格过程的工作和

Schweizer (2001) 在 L2
框架上的工作.  

这一章的主要目的是在连续时间模型的数学框架下, 介绍自融

资投资策略, 套利与等价鞅测度, 并给出完全市场的特征.  

 
§1 无风险资产与股票

 

考虑固定投资期限 0>T . 设 ( )’,,1 DWWW Λ= 是标准的布朗

运动, 具有维数D , 定义在完备空间 ( )PF ,,Ω 上, 其中‘ ’’表示向量

或矩阵的转置. 假设 ( ) 00 =W 几乎处处成立. 由W 产生的信息流

( )TtFt ≤≤0; 满足通常条件（完备性和右连续性）. tF 表示投资者

在时刻 t可获得的信息. 为了简单, 认为 FFT = .  

金融市场中 1+N 种资产在区间 [ ]T,0 可以连续交易. 资产0是

无风险资产, 在 t时具有价格 tB , 并且 10 =B . N 只股票在 t时每

股价格分别为 ( ) ( )tStS N,,1 Λ . 它们连续而且严格正. 这儿连续意

味着市场信息是渐进的, 不会出现令投资者吃惊的消息. 而且投资

者可以根据 t时刻前的股票价格信息完全预测 t时刻的股票价格. 初
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始价格 ( ) ( )0,,01 NSS Λ 均为正常数. 这些价格满足下列方程: 

( ) ( ) ( ) [ ]TtttrtStS ,0,dd 00 ∈∀= ,                （1） 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ddd
1





 += ∑

=

D

d

d
ndnnn tWttttStS σµ  

[ ] NnTt ,,1,,0 Λ=∈∀ ,           （2） 

无风险利率 ( )tr 是随机的, 依赖于时间 t .  但 ( )tr 是 tF -可测的, 

因 此 当 前 无 风 险 利 率 对 于 所 有 的 投 资 者 是 已 知 的 . 

( ) ( ) ( )( )’,,1 ttt Nµµµ Λ=  是 N -维漂移向量. ( ) ( )( ) DNnd tt ×= σσ  是

DN × 阶波动矩阵. 过程µ和σ 是 tF -可测的. 并且一般假设 

( ) ..d
0

sattr
T

∞<∫ ,                       （3） 

( ) ..d
0

satt
T

∞<∫ µ ,                      （4） 

( )∑∑∫
= =

∞<
N

n

D

d

T

nd satt
1 1 0

2 ..dσ ,                （5） 

无风险资产价格和股票价格可以等价地表示为 

( ) ( ) [ ]TtuurtS
t

,0,dexp
0

0 ∈∀









= ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,d
2

1
dexp0

0 1

2

0 1 



















−+= ∫ ∑∫∑

==

t D

d
ndn

t D

d

d
ndnn ssssWsStS σµσ                                
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[ ] NnTt ,,1,,0 Λ=∈∀ .  

折现股票价格为 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,d

2

1
dexp0

0 0 1

2

10 






















−−+= ∫ ∫ ∑∑

==

sssrssWsS
tS

tS
t t D

d
ndn

D

d

d
ndn

n σµσ

                          [ ] NnTt ,,1,,0 Λ=∈∀ .           （6） 

 
§2 自融资投资策略与盈利过程

 
类似离散时间模型, 定义盈利过程（gains process）为 

( ) 00 =nG , 

( ) ( ) ( )∑
=

=
N

n
nn tSttG

0

dd η , 

其中 ( )t0η 表示投资者持有的无风险资产数量, ( )tnη 表示持有的第

n只股票的股数. 盈利过程可解释为, 由于投资者持有的股票价格

的变化给投资者所带来的全部收益. 记 

( ) ( ) ( )( )’,,0 ⋅⋅=⋅ Nηηη Λ , 

( ) ( ) ( )tStt nnn ηπ = , 

( ) ( ) ( )( )’,,1 ⋅⋅=⋅ Nπππ Λ , 

其中 ( )tnπ 表示投资于第 n 只股票的资金数 . 假设 ( )⋅η 是定义在

[ ]T,0 上的{ }tF -适应过程. 盈利过程可以改写为 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )tWttttrttttrtttG d’d’d’d 0 σπµπππ +−++= 11 , 

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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其中1表示每一分量为 1的 N 维向量.  

投资组合过程 ( ) ( )( )⋅⋅ ππ ,0 定义为{ }tF -循序可测的, NR -值过

程 ( )⋅π 几乎处处满足: 

( ) ( )[ ] ( ) ∞<+∫
T

ttrtt
0

0 d’ 1ππ ,              （7） 

( ) ( ) ( )[ ] ∞<−∫
T

ttrtt
0

d’ 1µπ ,               （8） 

( ) ( ) ∞<∫
T

ttt
0

d’ σπ .                     （9） 

投资组合 ( ) ( )( )⋅⋅ ππ ,0 对应的盈利过程是 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫∫ −++=
tt

ttrttttrtttG
00

0 d’d’ 11 µπππ        

            ( ) ( ) ( ) TttWtt
t

≤≤+ ∫ 0,d’
0

σπ .            （10） 

投资组合过程 ( ) ( )( )⋅⋅ ππ ,0 称为自融资的, 如果 

( ) ( ) ( ) TttttG ≤≤+= 0,’0 1ππ . 

自融资投资组合过程的值等于当时投资获得的收益. 自融资投资组

合意味着投资者在投资过程中, 并没有增加额外资金, 也没有提款

用于消费. 定义超额收益率过程 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) TttWtttrttR
tt

≤≤+−= ∫∫ 0,dd
00

σµ 1 .    （11） 
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它表示收益率高于无风险收益率的部分. 盈利过程（10）由其可表

示为 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) TttRtttrtttG
tt

≤≤++= ∫∫ 0,d’d’
00

0 πππ 1 , 

当 ( ) ( )( )⋅⋅ ππ ,0 是自融资时, 盈利过程为 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )tRttS
tS

tG
tG d’dd 0

0

π+= . 

它有解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) TtuRu
uS

tStG
t

≤≤= ∫ 0,d’
1

0 0
0 π . 

在投资组合过程 ( ) ( )( )⋅⋅ ππ ,0 定义中, 没有对各分量的符号进行

限制. 当 ( )⋅0π 取负值时, 对应从货币市场借入资金. 投资者在货币

市场借贷款利率相同, 均为 ( )⋅r .  对 Nn ,,1 Λ= , 第 n只股票的头

寸 ( )⋅nπ 可以是负的, 表示市场中允许股票卖空, 而且所获资金可用

以购买股票.  

在上面的模型中没有考虑股票的红利及股票的交易成本. 同时

假设货币市场借贷款利率相同. 股票具有红利的情况比较简单, 本

质上没有难度. 股票不能卖空或不允许无风险借贷, 涉及到市场限

制, 研究方法大多采用对偶理论. 对存在交易费用或货币市场借贷

款利率不相同的情况, 近年研究工作较多.  

投资组合定义中, 条件（7）~（8）是为了保证积分（10）的存

在性 . 然而 , 这些条件并不能排除“粗鲁”的行为 . 加倍策略

（doubling strategy）便是一例 (Harrison and Kreps (1979)). 在离散时

间情况下, 投资者以一定量的资金作为赌注, 然后每次赌注加倍, 



第一章  套利和完全市场 

- 7 - 

直至获胜. 当连续赌博的收益是独立同分布时, 最终获胜的概率是

1. 因此, 加倍策略提供了盈利的方法. 但必须建立在可以无限制地

赌下去, 而且准备足够多的可能输掉的资金, 以达到最后获利. 连

续时间情况类似. 为了排除这一套利策略, 还需引入新概念.  

满足条件（8）~（9）, { }tF -适应的 NR -值过程 ( )⋅π 称为温和

的 (有时也称为容许的), 如果折现盈利半鞅 

     
( )
( ) ( ) ( ) ( ) TtuRu

uStS

tG t

≤≤= ∫ 0,d’
1

0 00

π          （12） 

具有不依赖于时间 t的下界（几乎处处成立）. 投资组合 ( ) ( )( )⋅⋅ ππ ,0

称为温和的, 如果 ( )⋅π 是温和的.  

假设投资者的初始资金为 x , 那末投资者的财富过程（wealth 

process） ( )tX 为 

     
( )
( ) ( ) ( ) ( ) TtuRu

uS
x

tS

tX t

≤≤+= ∫ 0,d’
1

0 00

π .      (13) 

它可改写为 

( )
( ) ( ) ( ) Tt

uS

uS
ux

tS

tX t

≤≤+= ∫ 0,
)(

d’
0 00

η . 

因此, 初始资金为 x时的期末财富可表示为 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫+=
T

uS

uS
uTSTxSTX

0 0
00

)(
d’η .       (14) 

设 ( ) ( ) ( )t
tX

t πτ 1= , 即 ( )tτ 表示风险资产的权重, 则当 ( ) ( )( )⋅⋅ ππ ,0

是自融资时 
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )tWttttrttttr
tX

tX
d’d’d

d στµτ +−+= 1 . 

此时, ( )tτ 称为以风险资产的权重表示的自融资投资组合. 又设财

富过程的折现值 ( ) ( ) ( )tStXt 0=Π , 那么 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )tWttttrtt
t

t
d’d’

d στµτ +−=
Π
Π

1 .  (15) 

 
§3 套利与等价鞅测度

 

给定温和自融资投资组合 ( )⋅π 是套利机会(arbitrage opportunity), 

如果相应的盈利过程满足 ( ) .,.0 satG ≥ 而且在一正概率上

( ) .0>tG  没有任何套利机会的市场称为无套利市场.  

在无套利市场, 不失一般性, 人们可以假设股票的数目 N 不超
过 Brownian 运动的数目D . 直观地, 如果股票的数目超过D , 那

末其中一些股票可以由其它股票组成的互助基金复制, 因此股票的

数目可以减少.  

定理 1  如果金融市场无套利, 则存在 NR -值的循序可测过程

( )⋅θ （称为风险的市场价格, the market price of risk）满足 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ..satttrt θσµ =− 1                (16) 

相反地, 假设存在过程 ( )⋅θ 满足上式, 而且 



第一章  套利和完全市场 

- 9 - 

               ( ) ∞<∫
T

tt
0

2
dθ  a. s.,                    (17) 

                  ( )[ ] 10 =TZE ,                        (18) 

其中 

       ( ) ( ) ( ) ( )








−−≡ ∫ ∫
t t

sssWstZ
0 0

2

0 d
2

1
d’exp θθ ,       (19) 

则市场是无套利的.  

当股票的数目 N 等于 Brownian 运动的数目D而且 ( )tσ 可逆

时, 风险的市场价格可表示为  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ..1 satrttt 1−= − µσθ ,  

其金融含义近似可以解释为承担单位风险所获得的瞬时超额收益率. 

如果进一步假设 ( )tσ 为对角阵, 如 ( ) ),,(diag 1 nt σσσ Λ= , 即每

一股票只受一个 Brown 运动驱驶, 那么风险的市场价格可以更清楚

的表示为  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
..

)(
,,

)(1

1 sa
t

trt

t

trt
t

n

n






 −−
=

σ
µ

σ
µθ Λ  

如果 ( )( ) NtRank =σ , 则风险的市场价格由下式给出: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] Tttrttttt ≤≤−= − 0,’’ 1 1µσσσθ  

定理 1 表明（17）和（18）式在保证市场无套利机会有重要作

用. 因此引入如下定义: 

金融市场是标准的(standard), 如果下列条件成立 

（i）市场是无套利的； 

（ii）股票的数目 N 不超过 Brownian 运动的数目D； 



动态金融投资 

- 10 -  

（iii）风险的市场价格过程 ( )⋅θ 满足（17）； 

（ⅳ） ( )tZ0 是鞅.  

在标准金融市场中, 在 ( )TF 上定义测度 0P : 

             ( )[ ]ATZEP 100 ≡ ,  ( )TFA ∈∀ ,            (20) 

则在 ( )TF 上测度 0P 等价于历史测度 P .  

由（19）式给出的 ( )tZ0 是局部鞅, 而且为上鞅. 当且仅当对任

意 [ ]Tt ,0∈ , ( )[ ] 10 =tZE 时, ( )tZ0 是鞅. 又依据 Novikov 定理, 

( )tZ0 是鞅的充分条件为 

              ( ) ∞<




















∫
T

ttE
0

2
d

2

1
exp θ .              (21) 

特别地 , 如果 ( )⋅θ 有界 , ( )tZ0 是鞅 . 又由 Girsanov 定理 , 

( ) ( ) ( )∫+≡
t

uutWtW
0

0 dθ 关于 ( ){ }tF 是测度 0P 下的D维 Brown 运

动. （11）式表示的超额收益率过程可改写为 ( ) ( ) ( ),d
0

0∫=
t

uWutR σ  

它是 0P -局部鞅. （13）式表示的折现财富过程可改写为  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) TtuWuu

uS
x

tS

tX t

≤≤+= ∫ 0,d’
1

0

0
00

σπ , 
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