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前 自

本书是在作者近几年讲授研究生课程基础上编写而成的。

全书分三部分共十二章。第一部分是关于桥梁结构涉及的有

限元分析，包括能量原理和有限元法的基本原理、杆件结构有限

元、平面问题有限元、板壳有限元、材料非线性和几何非线性问题

的有限元法以及结构稳定性问题。第二部分是结构动力分析，讲

述了动力问题的振型分析法和各种直接积分方法，第七章比较系

统地论述了特征值问题的各种数值解法。第三部分为结构的优化

设计，详细语述了结构优化设计的基本概念、线性规划问题、单变

量问题的无纯柬极值、无约束优化问题的解法和有约束优化问题

的解法。

本教辑着重基本概念、原理和方法的阐述，并通过一定数量的

倒题和应用倒子加以说明。每章之后均有习题，可供教学过程中

和自学读者选用，禅能通过具体的运算和练习加深3才书中内容的

理解霸掌握a醒合所述内容，还附有部分计算机程序。书中包括

了部分动力分析程序和特征值计算程序。在结构优化部分提供了

一维搜索的基本算法，求无约束极值问题的各种解法以及求约束

极值问题的罚函数法的程序，此外，还提供了线性规划问题的单纯

形法的计算程序。

本书可以作为桥梁工程、土建结构、机械工程等有关专业的研

究生教材和有关专业的大学本科生、研究生的学习参考书，也可供

教师、工程技术人员作参考之用。

罔济大学洪锦如

I酬竿1011子上海
此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第一部分桥梁结构的

有限元方法

第一章有限元法原理

1.1概述

有限元法是解结构和连续介质力学问题的一种近似方法，它

也可以被用来解其他类型的场问题。有限元法将一个区域分割成

有限个数目的不重叠的称作单元的子域飞。首先设定每个单元

内的一个近似解，井用有眼数目的未知参数来描述单元的行为特

性，然后将各单元的关系式集合成方程组，解方程组求出这些未知

参数α如果将区域划分成很细的网格，当单元的尺寸变得越来越 i

小瞠f辑费量离散化的误差消失 ，就可以得到精确解。 有限元法中

每个单元有有限个节点，节点可以在单元的边界上或在单元的内

部，土面所说的单元的未知参数通常是场变量在节点上的值，单元

内的近1m解可以根据节点值肉插函数得到。对于力学问题来说，

如果民住移作为基本未知量，赌单元的未知参数是节点位移值，由

嚷量最董事哥确定单元内的遥想位移函数。然后建立节点力与节点

位赣运费关系的蹦度提辞，并确定对于各种荷载情况下的等效节

点荷载i根据单元之间通过节点的连接情况集合成总体平衡方程。

从代数方程组解出位移，就得到了近似解。根据单元的节点位移

可以求得单元的变形和内力。

有限元法是在 50年代中期作为结构分析的矩阵法的推广应



用到固体力学中。结构分析的短阵法是分析含有大量构件的结构

的系统的分析方法。这些结构的构件是简单的受拉、压的杆件，受

弯曲或者扭转的梁，它们在有限个数的节点上相连接。结构矩阵

法的基本思想就是利用在各个结构构件节点上的位移和内力的关

系，列出方程组，可以以节点位移或节点内力作为未知数，有时也

可以以节点位移和内力混合作为未知数。根据所采用的未知数的

不同，矩阵分析法可以区分为位移法、力法或温合法。对离散的结

构系统写出方程对于具备结构力学知识的人是熟悉的，采用矩阵

符号推导和掌握这些方程是最方便的，而大型代数方程组的求解

可以交给计算机去完成。

特纳(Turner)等人在阴6年采用三角形和矩形单元把短阵位

移法推广到平回应力问题，用来作飞机的结构分析。革事求解的区

域划分为三角形和短形单元的集奋之后;班节点位穰棒费基本来

知量，每一个单元的行为用单元制度荒阵表示，宫担单莞誓最主的

力和节点位移联系起来。传统的结构短阵分析中结构椅得节点力

和节点位移之间的关系是精确导出的，而在有限元法中是根据单

元内近似的位移函数导出的。

在建立有限元的公式时，有三种途径，一是直接郎度辑:二是

基于求泛函极小值的变分法或能量原理:三是加租费撞撞e

直接刚度法可用于比较筒单的问题。用变分法建立有限元公

式时，是把力学问题的求解归结为求涯函极值的问题，如利用最小

势能原理或最小余能原理。里兹法是解这类问题的有力工具，立

用一组满足一定条件的函数的线性组合作为问题的近拙解，通过

泛函取极小值的平稳性条件确定各系数。通常的里兹主董事穰定的

函数必须在整个域上是连续的，对其导数的连续性也有一定要求，

要找这样的函数有时是很困难的，特别是当边界形状较复杂时。

在有限元的里兹法列式中，假定在每个离散的单元内函数连续，在

单元之间的边界上的连续性被放宽了，平衡条件放宽到在整体意

义上满足的程度。有限元的变分法表述使它建立在更坚实的数学

一 2一



基础之上。但对于有些物理现象的微分方程不存在有意义的泛函

或无法找到这样一个泛函，这时这种方法就无能为力了。

加权残数法是直接对问题所满足的微分方程求近似解的方

法，要求满足边界条件的近似解在加权平均的意义上满足问题的

微分方程，在此基础上确定近似解中包含的系数。同里兹法一样，

通常的加权残数法使用的是在整个区域上函数及其一定阶次导数

是连续的函数，而加权残数法的有限元表述中是采用分片连续的

函数。

有限元法可以解结构力学和固体力学的各类问题，包括受拉、

压的杆，受弯、扭的梁，平面应力、平面应变和平面轴对称问题，板、

壳和三维应力问题，材料可以是弹性的或者是弹塑性的，各向同性

或各向异性的，可求解静力的或动力的问题。

用有限元法解一般结构或桥梁结构问题有许多优点。有限元

法将区域离散成小单元，因此可以适应各种边界形状。在求解过

程中还可以根据应力分布的情况修改单元的划分，便在应力梯度

大的地方单元分得密些，因而能适应不同的荷载情况。有限元法

把微分方程的求解化为代数方程的求解，在计算机上有十分有效

的代数方程组的算法和程序。对于各种类型的单元，有限元法有

一套标准的产生刚度矩阵、荷载向量、质量矩阵以及数值积分的步

骤可遵循。代数方程组的求解和动力方程组的求解步骤更是适用

于各种单元。有限元法可以用来分析具有多种不同类型结构部件

的大型复杂结构。如对斜拉桥作详细的空间结构分析时需要用到

楠元代表缆索、梁元表示桥塔的单元、板壳元代表箱形主梁。将各

种单元结合起来灵活应用，不会发生任何困难，这是用解析法不可

能做到的。

1. 2 线性弹性理论和能量原理

在讲述结构和变形体力学分析的有限元法之前，有必要回顾

- 3 一
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一下线性弹性力学问题的基本方程和有关的能量原理。

1.2.1 线性弹性力学问题的基本方程

线性弹性力学问题是由三组方程控制的，它们是平衡方程、材

料的本构关系以及应变.位移关系式。如果用直角坐标系，并以

XI' 吨 ， 句 代表主



(1. 6)
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.申- . --

OXic \ OXi . δ句OXic J - OXiOXj

其中(i ， i ， k)用 ( 1 ， 2 ， 3 ) ， ( 2 ， 3 ， 1 ) ， ( 3 ， 1 ， 2 )时可 以得到六个方程。

这六个关系称为弹性体的变形连续条件或变形协调条件。当以位

移为独立变量时，如果应变由(1.5)式确定 ，则变形协调条件是 自

然满足的。但当以应力为独立变量时，除应满足平衡方程外，还需

满足变形协调条件，将应变与按(1.4)式由应力表示后代人 ( 1. 6)

式中就可以得到以应力分量表示的变形协调条件，或称应力表示

的变形协调方程。

一个适定的弹性力学问题除应满足以上方程外，还应满足在

物体边界 S =SI/, + Sa 上的边界条件 :

在 Sn 上 ， us = 礼 ( 1. 7)

在 Sa 上 ， σ俨j = Ts = Ti ( 1 . 8 )

其中 SI/，是位移ui被指定的边界问是面力Ti被指定的边界; nj表

面法线的方向余弦。

如果以分量的形式写出来，并采用下列记号:

u = Ul' 11=111' W = u3

几 = FI' Fy = F2 , 凡 = F3

σz=σII' σyzσ泣 ， σz=σ33

T巧 = σ巧 ， r ,.. = (1，馆， rz=σZ:JC

EZ=ε11' εy=ε22' £- =ε 33

"1"y = 2£12' "1,.. = 2£23 ' "1"，， = 2ε 31

则平衡方程(1.1)可以写成
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δσ_ dr-.. de
一」+一」Z + -4坦 + F=O
dx . dy , az
aT.- dσ.. ae
一」主+-」 -4 + F = O aax 'ay' az . 'y-- ~ (1. 9)

δr…8τ_. a,,_
一-t + -4 +一~ + F. =0dx . dy . az

1'%y =1'""，1'"，=1' 町， r u= L x:

应变-位移关系(1.5)式可以写成

} (1. 10)
叩-旦旦董坠叩-豆E I 挝 'v _豆丝 a 组
4町 - ay T dX ' F ", - dZ T dy , F .,. - axτaz

对于各向同性材料，应力，应变关系中只有两个强立的弹性常

数:弹性模量 E和泊松比如这时( 1 . 3)式可写成

dU av a阳
Ez- 百二'Ey-57 ，Ez=EJ

σu z AE"86+2GH
、
‘
p
'

••••··A
•

·
·
且

，
t
、

式中

Eμ
A 一 G = 一一一一 ( 1. 12)- (1 +μ)(1- 2μ) , " - 2 (1 +μ』

若将应力张量和应变张量的分量用列向量表示:

σ% €",

σy €y

σz €.
{σl=~ , j € I = (t, 3)

1'%y Y呵

1'", I I Y",

1'.,. J l Yz荡

则 ( 1. 9)式可以表示成

|σ1=[D]!εi (1. 14)

其中弹性矩阵[ D ]是 :
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E(l - μ )
[D]=- (1 +μ) (1 -2μ)

I --M- 1
1-μ ‘

一i- -LJ 1 对称
1-μ1-μ

Oi二监
2(1 - μ )

~:=.

o

。

。

。

o 0

o 0

O

。

l二2在
2(1-μ)

。 1二2丘
2(1 - 严 )

(1. 15)

1.2.2 能量原理

1. 2 . 2 . 1 变形体的虚功原理

将力学的重要原理之一的虚功原理应用到变形固体，就可得

到变形体的虚功原理。考虑一变形固体，它占据的区域为 V，区域

的边界为 S菌，它在体积力 lJB !，表面力lJS I 作用之下处于静力

平衡，变形体中的应力为吨，鸟，吨 ， r.sr ， r，. ， τ码。

设相对于此平衡状态变形体又产生了满足边界位移约束条件

的虚位移缸，品，ω，与之相应的虚应变为 8勺 ' &y ' &., lJr坷 ， lJr，. ，

δ儿 。 将平衡力系在虚位移上所作虚功总和为零的论断应用于此

变形体时就可得到下列变形体的虚功原理的公式:

Jv</;8u +.l;ov + βδω川 + L伽 +府。 + tow)dS

= L<σJεx + 呐 + σ丸+ rxlν r?y: +τ儿川

(1. 16)

式中f~f切脚标代表体积力和表面力的分量。等式左面是体积力

所作虚功与表面力所作虚功之和，也就是外力所作的虚功，右面表
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示内力所作虚功之总和。变形体的虚功原理表明:当物体在外力作

用之下达到平衡时，对于施加在物体上的任何协调的、满足几何边

界条件的微小的虚位移，总的内虚功等于总的外虚功。

如果物体内部或者边界上还有集中力 F作用，则还应该在

(1. 16) 式的左端加上集中力作的虚功。若我们采用有限元法中常

用的矩阵和向量表示的符号，则(1.16) 式可以写成

j川T I σ I dV = Iv 18u iT11'dV + Is 18川f: ~ dS

+ ~ 18u'ITl F飞 ( 1. 17)

其中

1& I = (8马 ， &y , bE., (fy"y' 8"ty:z' 8γJ誓

{sui = (δ1.1. ， &由 . 8·切 )T

11' = (j ~，f :.fY
111 = (j~，f :，f ~)T

分别为虚应变、虚位移、体积力和表面力的列向量表示 . 1F'!:是集

中力列向量， 1 M! I :是集中力作用点处的虚位移列向量。(1. 15) 式

中最后一项是考虑有多个集中力作用而添加的外虚费项e

1. 2. 2. 2 最小势能原理

若定义变形体的应变能密度为

~ lGIT1el
= 1(aA + air + a.fz +叭 +协 +叭)

(Ll8)

因而总应能为:

u = Iv t1a}TleldV (1. 19)

并定义物体的总势能为

II = U - W ( 1.20)

其中



(1. 22)

(1. 25)

掌 #SJ Ul呐dV+ tlVfTl/ldS + ~ 1 扩ITl r I

(1. 21)

是每摇篝辑壳、表面力和集中力在内的外力在物体各点发生位移

时E吁非的功，因而 一 W是外力势。

uT
:: (u , V , w)

矗搪是问题的几何边界条件的位移函数。

最小势能原理可以表述为:

物体在外力作用之下产生位移和变形，在所有满足几何边界

条件的可能位移之中真正达到的变形和平衡状态是使物体的总势

能最小。

最小势能原理可以用公式表示为

8II :: 8U- δW:: 0 (1. 23)

如果从变分法的观点来看问题，若把总势能看作是可能位移的泛

函的话，则(1. 23)式表明势能的一次变分为零。

把(1. 18) 、 ( 1. 19) 式和 ( 1.21) 式代入( 1. 20) 式中 ，并作变分运

算，不难看出，若将 u ， V. ω 的变分缸 ，岛 ，δω 作为虚位移 ， 由最小

势能原理即可推得虚功原理。为此，我们指出

SU :: L,d( t1a\Tld) dV:: ~L8( IdT[D]lεf)dV

:: -!-f (l&jT[D]lel + !€IT[D]l&:f)dV:: r l&I TIσldv., J V J

(1. 24)

其中利用了 [D]是对称短阵的性质。式中应变的变分 j &: f :是根据

位移的变分 i δu l 确定的 ，即

问 = f ( SUt j + 饵， )

由(1.21)式可以得到
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