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前   言

公路桥梁动力学是现代公路桥梁发展的一个重要课题。一方

面它能更真实地揭示出桥梁结构在汽车车辆荷载作用下的动态受

力与变形本质,另一方面又能描述出桥梁结构在地震作用下的系

统响应。因此,公路桥梁动力学已被列为公路桥梁工程专业研究

生必修的一门学位课程,同时也是现代公路桥梁设计与施工技术

人员的重要理论工具。尽管结构有限元等数值分析方法已相当普

及,但作为描述公路桥梁结构内在本质的理论解析方法,对于建立

现代公路桥梁结构动力分析模型和指导模型试验仍然具有相当重

要的理论意义。本书以理论解析方法为基础并结合现代桥梁结构

分析的有限元等数值方法编写,具有较强的理论性和实用性。

全书共分六章。第一章详细介绍了公路梁桥结构的动力特性

与系统响应分析和弹塑性动力分析方法;第二章介绍了拱桥结构

的动力特性分析方法;第三章介绍了悬索桥结构动力特性分析方

法;第四章主要介绍了斜拉桥拉索的动力特性与索力动测原理和

斜拉桥结构动力分析方法;第五章介绍了公路桥梁结构冲击系数

概念和确定冲击系数的方法;第六章主要介绍了公路桥梁地震振

动与地震响应分析方法,同时也介绍了公路桥梁结构抗震设计理

论。

本书是作者广泛收集了国内外有关文献资料,连同作者近年

来为公路桥梁工程专业硕士研究生教学讲义和科研成果一起编著

而成。在编著过程中,作者得到了众多同事的大力协助并参考了

大量文献,不论书末是否列出,在此一并致谢。为了本书的出版,

编辑、校对付出了辛勤劳动,在此表示衷心感谢。

限于作者水平,书中难免还会有缺点,请读者批评指正。

作   者

1999 年 10 月



内  容  提  要

本书全面介绍了公路桥梁动力学的理论解析方法,同时也介

绍了公路桥梁抗震设计理论。主要内容包括:梁桥振动,拱桥振

动,悬索桥振动,斜拉桥振动,桥梁冲击系数和抗震设计理论。
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第一章  梁 桥 振 动

梁桥是公路桥梁工程中最常用的一种桥型。同时,它又是其

他体系桥梁动力分析的基础。本章介绍的梁桥振动分析方法,同

样可以用于其他体系桥梁的振动分析。

由结构动力学知识可知,采用结构的离散坐标体系提供了一

个方便而实用的方法,可对任意结构的动力响应进行分析。但是,

所得到的解答只能是近似解。增加自由度的数目虽然可以使计算

结果的精度达到所要求的程度,但是对于具有连续分布特性的真

实结构,原则上要取无限多个自由度才可以收敛于精确解。因此,

用有限个离散坐标的方法求精确解是不可能的。

描述多自由度体系的振动方程是常微分方程组。显然,描述

具有连续分布特性的真实结构的振动方程应该是偏微分方程。在

研究梁桥竖向振动特性时,可不考虑桥宽的影响,而简化为一维结

构,即梁的质量、刚度等物理性质可用单一的、沿梁轴线的位置来

描述,振动方程中只包含两个独立变量———时间 t和沿梁轴线的

距离 x。

建立梁桥振动方程的力学原理常用的有达朗伯(D′Alembert)

原理、拉格朗日(Lagrange)方程和哈密尔顿( Hamilton)原理。前

者是后两者的基础,是动力学的普遍原理。拉格朗日方程对于多

自由度体系振动分析较方便,哈密尔顿原理则经常用于连续的真

实桥梁结构振动分析。本章主要用哈密尔顿原理建立梁桥的振动

微分方程。

公路梁桥大多采用钢筋混凝土或预应力混凝土结构,其材料

特性和梁的抗弯刚度与外力作用有关。本章未简要地介绍了钢筋

混凝土梁桥与预应力钢梁桥动刚度分析的最近研究成果。
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1.1  梁桥的振动方程

1.1.1  艾勒尔—柏努利(Euler—Bernoulli)梁的弯曲振动方程

图 1-1 表示一变截面的简单支承初等梁,抗弯刚度为 EI( x),

单位长度的质量为 m ( x),假定不计梁横向剪切变形的影响和阻

尼的作用,在 xy 对称面内的横向荷载 p( x, t)的作用下,梁产生

自静平衡位置计起的动挠度 y( x, t),以向下为正。

图 1-1  初等梁

梁在振动时的动能为

T =
1
2∫
l

0
m ( x)�y

2
d x

梁在振动时的位能为

V =
1
2∫
l

0
EI( x)
�2 y
�x
2

2

d x

根据哈密尔顿原理,有

δ∫
t
2

t
1

( T - V)dt +∫
t
2

t
1

δW dt = 0 (1-1)

其中,动能的变分为

δ∫
t
2

t
1

Tdt = δ∫
t
2

t
1

1
2∫
l

0
m( x)�y

2
d xdt

2



=∫
t
2

t
1

∫
l

0
m ( x)�yδ�yd xdt

= -∫
t
2

t
1

∫
l

0
m( x) ÿδyd xdt +∫

l

0
∫
t
2

t
1

m ( x)
�
�t
(�y�y)dtd x

由于在 t1、t2 瞬时的运动已经给定,因此,上式中

∫
t
2

t
1

�
�t
(�yδy)dt = (�yδy) |

t
2t
1
= 0

位能的变分为

δ∫
t
2

t
1

V dt= δ∫
t
2

t
1

1
2∫
l

0
EI( x)
�
2
y
�x2

2

d xdt

=∫
t
2

t
1

∫
l

0
EI( x) y″δy″d xdt

= -∫
t
2

t
1

∫
l

0
[ EI( x) y″]′δy′d xdt +∫

t
2

t
1

∫
l

0
[ EI( x) y″δy′]′d xdt

=∫
t
2

t
1

∫
l

0
[ EI( x) y″]″δyd xdt -∫

t
2

t
1

[ EI( x) y″]′δy |
l
0 dt

+∫
t
2

t
1

EI( x) y″δy′|
l
0 dt

式(1-1)的第二部分为除弹性力以外的主动力所做的虚功之和,其

中作用在梁上的分布荷载 p( x,t)在梁虚位移δy 上做的虚功为

∫
t
2

t
1

δW p dt =∫
t
2

t
1

∫
l

0
p( x, t)δyd xdt (1-2a)

作用在梁的两端的弯矩 M o、M l和剪力 Q o、Ql 在对应的梁端虚位

移上所的虚功为

∫
t
2

t
1

δW sdt =∫
t
2

t
1

( M oδy
′
o - M lδy

′
l - Q oδyo + Qlδyl)dt

(1-2b)

式中,梁端力的正方向规定同材料力学。

将式(1-2)两式相加并和动能、位能的变分代入式(1-1),得
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-∫
t
2

t
1

∫
l

0
{[ EI( x) y″]″+ m( x) ÿ - p( x,t)}δyd xdt

+∫
t
2

t
1

{[ EI( x) y″]′|l + Q l}δyldt

-∫
t
2

t
1

{[ EI( x) y″]′|o + Q o}δyodt

-∫
t
2

t
1

[ EI( x) y″|l + M l]δy
′
ldt

+∫
t
2

t
1

[ EI( x) y″|o + M o]δy
′
o dt

(1-3)

  由于在边界上δyo,δy
′
o,⋯等变分对于位移边界条件是等于

零的,而对于力的边界条件则是任意的,要使式(1-3)成立,必须满

足以下各式

∫
l

0
{ - m ( x)̈ y - [ EI( x) y″]″+ p( x,t)}δyd x = 0 (1-4)

{[ EI( x) y″]′|o + Q o}δyo = 0

[ EI( x) y″|o + M o]δy
′
o = 0

{[ EI( x) y″]′|l + Ql}δyl = 0

[ EI( x) y″|l + M l]δy
′
l = 0

(1-5)

由于变分δy在域内是任意的,因此从式(1-4)就可以得到梁的横

向振动方程为

m ( x)̈ y +
�
2

�x2
[ EI( x)
�
2
y
�x2
] = p( x,t) (1-6)

上式实际上表示动力平衡方程,也即用达朗贝尔原理,将惯性力

- m ( x)̈ y 加到外荷载项后即可求得。式(1-6)就是艾勒尔—柏努

利(Euler—Bernoulli)梁最初等的弯曲振动方程。

对于初等梁(Enler 梁),式(1-5)显然必然满足,从式(1-5)可

以得到梁两端力的边界条件。为方便起见,在以后梁的振动方程

推导中不再引入梁端力所做的虚功项。
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  1.1.2  轴向受力梁的弯曲振动方程

图 1-2 所示梁,除了受到横向荷载 p( x,t)作用以外,还受有

5



图 1 -2  轴向受力的初等梁

轴向外力 N( x, t)的作用。由于梁轴线弯曲变形, N 的作用点发

生改变,假设梁轴线变形前后其长度不变,只是在平面上的位置发

生变化,则在微元三角形中(图 1-2c),有

(ds)
2
= (d x)

2
= (d y)

2
+ (d x - dΔ)

2

= (d y)2 + (d x)2 - 2d xdΔ + (dΔ)2

略去上式中高阶微量(dΔ)2,则

dΔ≈
(d y)2

2d x
=
d y
2d x
d y
d x
d x =
1
2
(
dy
d x
)
2
d x
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式中,dΔ为微元上 N 的作用点在梁弯曲变形后的轴向位移。于

是,轴向力 N 在梁上所做的功为

W N =
1
2∫
l

0
N( x,t)(

d y
d x
)
2
d x (1-7a)

横向荷载 p(x,t)所做的功为

W P =∫
l

0
p( x,t) y( x, t)d x (1-7b)

  将式(1-7)两式相加并和动能、位能的变分代入式(1-1),得

∫
t
2

t
1

∫
l

0
{- m(x)̈y - [ EI(x)y″]″- [ N( x,t)y′]′+ p( x,t)}δyd xdt = 0

由于δy为任意的,故有轴向力作用下梁的振动方程为

m( x)̈ y +
�
2

�x
2 [ EI( x)

�
2
y
�x
2 ] +
�
�x
[ N( x,t)

�y
�x
] = p( x,t)

(1-8)

上式也可以按图 1-2b 利用达朗贝尔原理得到。

当轴向力 N 为常量时,即艾勒尔一柏努利梁受到常量轴向力

N 作用时,式(1-8)可简化为

m( x)̈ y +
�
2

�x2
[ EI( x)
�
2
y
�x2
] + N
�
2
y
�x2
= p( x,t) (1-9)

比较式(1-6)和式(1-9),显然可见,轴向力和梁弯曲曲率的乘积形

成了作用在梁上的附加有效横向荷载。

  1.1.3  铁木辛柯(Timoshenko)梁的弯曲振动方程

  对于高跨比很大的深梁来说,就必须计及梁的横向剪切变形

和转动惯量的影响,从而给出一个高阶理论,由此而求得的结果可

以用来估计相应的梁用初等理论的计算精度和适用范围。

图 1-3 表示了梁剪切变形和转动惯量的影响。

设梁的动挠度 y( x, t)为

y( x, t) = yb( x,t) + ys( x, t) (1-10)

式中, yb( x, t)由弯曲所引起, ys( x, t)剪切所引起。对上式求导

后,有
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图 1-3  铁木辛柯( Timoshenko)梁

�y
�x
=
�yb
�x
+
�ys
�x
= φ- γ (1-11)

式中,φ=
�yb
�x
,γ= -
�ys
�x
,φ和γ分别表示弯曲和剪切转角(见图

1-3c)。由图 1-3b 可得弯矩动平衡方程
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M + Q d x - ( M +
� M
�x
d x) - ρÏφd x = 0

即

�M
�x
= Q - ρÏφ (1-12a)

剪力动平衡方程

( Q +
�Q
�x
d x) - Q + p( x, t)d x - m̈ yd x = 0

即

�Q
�x
= m̈ y - p( x,t) (1-12b)

式中,ρ= m/ A 为单位体积的质量, I 为横截面的惯性矩。

由材料力学可知

M = - EI
�φ
�x

Q = - kG Aγ

(1-13)

式中,系数 k通常定义为整个截面上的平均剪应变( Q/ A G)与中

心点处剪应变之比,它依赖于截面形状,严格地说,取决于振动模

态。对于矩形截面一般可取 k = 5/ 6,其它截面的 k可参考有关文

献。

梁的动能和位能分别为

T =
1
2∫
l

0
m�y2 d x +

1
2∫
l

0
ρI�φ2 d x

V =
1
2∫
l

0
EI(
�φ
�x
)
2
d x +
1
2∫
l

0
kG Aγ

2
d x

外力功为

W =∫
l

0
p( x,t) y( x, t)d x

将上述三式代入式(1-1),并引入式(1-11),得

1
2∫
t
2

t
1

∫
l

0
δ{ m�y

2
+ ρI�φ

2
- EI(
�φ
�x
)
2
- kG A(φ-

�y
�x
)
2
}d xdt
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+∫
t
2

t
1

∫
l

0
p( x,t)δyd xdt = 0

对上式经过多次分部积分后,并注意到δy|t
1
= δy|t

2
= 0 以及 δφ

|t
1
= δφ|t

2
= 0,可得

∫
t
2

t
1

∫
l

0
{- m̈ y -

�
�x
[ kA G(φ-

�y
�x
)] + p( x,t)}δyd xdt

+∫
t
2

t
1

[ - ρÏφ +
�
�x
( EI
�φ
�x
) - kG A(φ -

�y
�x
)]δφd xdt = 0

(1-14)

因为δy和δφ的任意性,故有振动方程组为

�
�x
[ kG A(φ -

�y
�x
)] + m̈ y = p( x,t)

�
�x
( EI
�φ
�x
) = kG A(φ-

�y
�x
) + pÏφ

(1-15)

  如果讨论等截面梁, EI 和 kG A 均为常数,并注意到 I = Ar2,

其中 r为横截面惯性矩半径。由式(1-15)的第一式得

�φ
�x
=
�
2
y
�x
2 +
1
K G A
[ p( x, t) - m̈ y] (1-16)

将式(1-15)第二式对 x 求导,得

�
2

�x2
( EI
�φ
�x
) =
�
�x
[ kG A(φ-

�y
�x
)] + ρI
�̈φ
�x

= p( x,t) - m̈ y + m r
2 �̈φ
�x

将式(1-16)代入上式,整理得

[ EI
�
4
y
�x
4 + m̈ y - p( x, t)] - mr

2�
2
ÿ
�x
2 +
EI
kG A
�
2

�x
2 [ p( x, t) - m̈ y]

-
mr
2

kG A
[ p̈( x,t) - m

�
4
y
�t
4 ] = 0 (1-17)

式中,左边第一项为艾勒尔—柏努利梁的振动项,第二项为转动惯

量影响项,第三项为剪切变形影响项,第四项为转动惯量与剪切变

形的混合影响项。式(1-17)就是著名的铁木辛柯( Timoshenko)梁
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